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CONSTRUCTIONS SIFPLICIALES ACYCLIQUES

par Saunders MAC LANE.

1.~ Esvaces de tyve (1, n).

Soit 'TT un groupe abélien (multiplicetif). Un espace topologique X , connexe

p arcs, est du iype H (T, n) si
w =T, ™MH=1, afn ;

qui veult dire que [l est le seul groupe non trivial d'homotopie de X , dans la
nsion n . Le groupe d'homologie de X ne dépend que de M et n , et s'éerit

yn)
s Soit X un espace de type 9T, naad X, un point

X , qui commencent en X5 .
ans son point terminal, fait

Espaces fibrés acycliques

pisi de X , et E 1l'espace des cheming, dans

[

aoplication p 3
E un espace fibré de base

B ----> X ,qui renvoie chaque chemin d

X (SERRE [3]). La fibre (image inverse de X, ) est

X au point x, et est un espace de type K (M, n) .
1'espace

tspace des lacets dans
choming donne une onération de la fibre sur

lbpération usuelle du produit des
est contractible, donc d'homologie vriviale,
i AL T . ot o
la transition d'un espace (T, n) & un espace # (T, n+l) se fait alors par
AP [ ) e
K (17, n), de vase SL(T, n+l) , et telle que

)

tal I . Cel espace

gspace fibré E de fibre
(i) le fibre opére sur 1l'espace I,
(ii) 1l'espace E est acyclique.

algdbiiques pour H(TT, n) . En utilisant le "bar-

I1 s'agit des constructions
Certan [ 1] a donné une théorie des constructions

struction” de Eilenberg - Mac Line,
(i) et (ii) , pour les structures algébriques des

briques avec les proprisdtés
gebres différentielles graduées. Nous donnons maintenant une construction parallele

les structures simpliciales.



L 2.~ Les structures simpliciales.

Convention,.: Chaque anneau a une identité ; chaque application d'anneau envoie

fdentité dans 1'identité.

Un R-complexe

commutatif est un systéme d'anneaux commutatif's RO 3 Rl § w0

b, ... et d'applications ¢'anneau

(1) F. ¢ R -——>

i q q'-"l 3 D. H R ——— R [l j_:o 5 eeco 3 q ]

1 q g+l

W¥finies pour chaque q > 0 et telles que

10 FFy=F P 5 DyDy=DiDiy 49
(3) Fy DJ. = Dj_l F, » i<i 3 B Dj = Dj S
(4) F, D, =F, , D, =1 (I = identité) .
Notons lq 1'identité de Rq ; par convention
(5) Filqzlq_l " Dilq:lq+l 3y X200 a8 3 Q>0 4
Une zugmentation de R est une application o 3 RO ——-> 7 ( 2 = anneau des

bnticrs) telle que o FO = ot Fl .

Une R-application  P¢ R -—-3 5 d'un R-complexe R dans un autre S est

" systeme d'applications f)q : Rq ——> Sq d'anneau , 9=0, 1, ... , telle que |
_ “ {
(6) PuBi=F Faur @ P Pi=% Py » 4Pg=% » i

On obtient un R-complexe Z' en mettant Z'q =7 , F_l = Di =o| = applica- '

fion identique. Chaque augmentation o de R donne une R-application of : R-=>2Z'|
{1'augnentation forte) définie par ;—(q a = K (_Foq a) 4 &€ Rq .

|

|

N 1

Notons R 1le noyau de K !

définie par

la différentielle de R est l'application O : Rq —— Rq+1

(7) d=F.-F, + oo + (-1)
Comme conséquence de (2) , ona =0 ; donc R= 2. R_ est un groupe

q 4a
différentiel gradué (= "chain complex"). Le sous-groupe DR engendré par tous les

gléments Di a est stable pour la différentielle O ., Le quetient R/DR est aussi

n groupe différentiel gradué, et s'aopelle le complexe normelisé:de R .

L'anplication canonique R --->R/DR eut un isomorphisme pour 1'homologie



Wlchain equivalence"),

=S

" ~
Soit R un sous- R-complexe d'un R-complexe commutatif et augmenté W , et R W

W'idéal epgendré dans chaque dimension per les produits

-3 W une R-application,

3.~ la construction acveligue W ,

Soit R un

B> R par induction, en mettant

(8) W

0=R s W

L'augmentation o de W

2
l6s opérations F sont (a,<R.)

_ (9) Fy (a; ®ag) =

Pour les autres dimensions (aEZRo+1 5

1 w0 Fo a@w) = (Fya) v
{11) Fi+l(a-;>"_i} W) = Fi+1 a® Fi W
- (12) Do(a R w) = DO a® (1q+l & w)
{13) Di+1(a:$ W) = Di+l a®D, w

: gq+1 - aq+1 ® lq 2
gans W ; nous identifions R

L'application a
st alors un R-complexe.

gravhe 17 ] et v est appelé W(R) .

E mﬁﬁJ est aussl un R-complexe, commutatil

R-complexe, commnutatif et augmenté,

est égale & 1l'augmentation de

avec son image naer cetie application.

I1 est identidue avec un

AN

rw , TeR .

Le quotient

et augmenté, et l'application p: W

Nous définissons un R-complexe

R . Pour la dimension 1

Fy (alig-ao) = (Fl al)M ay

wé.wq) , posons :

’ 1=0, 50 59,
3 i:o,...,q.
ay —=> ag est un R-monomorphisme de R

Le quotient W

R-complexe défini dans [2 ; para-

Le complexe W est acyclique. Une homotopie t : wq ——b Wq+1 , donnée par
by =1 K w. , est telle que
b4 q+l q
F e - 2 :D‘-L
(14) Fotay=a, , T ta, (ac) I
4 m i i - — 3
- (15) Fotw =w y F tw=tF ow W& Wq 5 g0

On obtient la formule habituelle d'homotovie,

Waugnentation X
- 1

comme une apnlication de

o de % avec des é1éments de NO).

ot +td =1 -« , en regardant

1 dans lui-méme (avec 1'identification



0, Y
On a maintenant "1'espace” fibré p: W ---> W , avec une fibre domnée R ,

i posséde les propriétés (i) et (ii) de 1'introduction.

4.~ La _construction minimale L(T, n) .

Pour chaque q , soit A _ un simplexe &4 q dimensions et de sommets (0, 1 ,

| W , q) ordonnés, Par 1l'application gt Aq-—l —-—=> Aq , donnée par

(16) al (O 9 1 7 wosce 3 q"l) = (O 9 scs 3 j."']. ] i'f'l 3 ese 3 q) 5
Jo-1 devient la i-iéme face de Aq . L'application {')‘j 3 '&q+l ——— Aq , don—
e par ¢
L i DY, 1, ey @) =0, ey 31, 3,3, 341, weeq) , place
a1 sur la j-iéme position ddgénérée de A . Ces applications £ et r)'] jouis-
gnt des propriétés duales des propriétés (2) , (3) , (4) de F, et D, .
Pour chaque groupe abélien multiplicatif ]| , notons Z(TT) le "group ring" de

W avec coefficients entiers.

Soient Cn(ﬂq s ), resp. Zn(.ﬂCI 511 ) 1le groupe (multiplicatif) de cochaines,
Wesp. de cocycles du simplexe ﬁq avec coefficients dans (I (cf. [2], paragraphe

5) , et prenons les anneaux :

(18) (T, n) = 2(6™(4, 5T))
(19) Kq('lT , n) = z(zn(i\q ;) .
Les applications £l e (16) donnent des applications F, Cn(ﬂq ;T

- Cn(ﬂq_l ;Tr) dans le sens inverse, donc des applications

a T SIS IO e I e . I{ »
Fi : L > Lq—l s T4 o Kq -> q=1
De fagon parallele, les applications I 4 donnent Dj : Lq —— Lq+1 ’
3 /
. : K ---> K . . Avec les applications F et D ainsi définies, les L_,
J el q+l q

resp. Kq s forment un R-complexe L , resp., K .

Le complexe minimal singulier d'un espace X de type K (T, n) est isomorphe

@ complexe K(TT , n) . Ce dernier donne donc, de fagon algébrique, des groupes
(]T s 1)

Le complexe L(TT , n) est acyclique, et contient (T, n) comme sous-complexe.

Ie complexe quotient L de L par ce sous-complexe est isomorphe au complexe K (1T,



-5 =

i) ; la projection canonique p : L(TT , n) ———> ¥(TT , n+l) est 1l'avplication
fuite par 1'opérateur cobord

S @, T o AT

a donc 1e8 propriétés (i) , (ii) de l'introduction.

- o a7 2 , 5 . ru
Thdoréme : Pour chaque groupe abélien I} i1 y a un isomorphisme wx(m , n)) =

M, n) , réduit & 1'identité sur le sous-complexe RIT. 0 + 1)
En conséguence, cel isomorphisme induit, sur les complexes quotients, un isomor-

jisme ¢

(20) WER(T , n)) = x(T7, net)
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