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0. Einleitung

Der Anlal} zu dieser Arbeit ist ¢in Problem der Automatentheorie: Aus einem
gegebenen Bausteinsystem ist ein Automat zusammenzuschalten, dessen Funk-
tion vorgegeben ist. Unter den verschiedenen der eventuell existierenden Li-
sungen ist die billigste auszusuchen.

Ein Baustein A € 9[ ist ein physikalisches, meist elektrisches Geriit mit Q(4)
Eingéngen und Z(4) Ausgingen. Fir jeden Eingang ist eine bestimmte Menge
S von Eingangssignalen zugelassen, auf die der Baustein mit Ausgangssignalen

1) Habilitationsschrift, Universitit des Saarlandes, Saarbriicken 1865, Reforenten :
Prof. Dr. J. DorR, Prof. Dr. D. Porer (beide Saarbriicken), Prof. Dr. F. L. Baver
(Minchen).

2) Institut far Angewandte Mathematik der Universitit des Saarlandes, Saar-
britcken (Direktor: Prof. Dr. J. DORR).

%) Das vorliegende Heft enthéilt die Absehnitte 1 und 2. Der restliche Teil der Arbeit
erscheint im folgenden Heft dieser Zeitschrift.
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reagiert. Wir nehmen gegeniiber dem technischen Sachverhalt vereinfachend
an, dal} folgendes gilt:

(1) Fiir jeden Eingang der Elemente von 9 ist die gleiche Signalmenge S vorge-
schrieben, und jedes Element von 8" ist als Eingangssignal fiir A mit n =
= @A) zugelassen.

(2) Die Menge der Ausgangssignale von 4 € liegt in 8™ mit m = Z(A).

(3) Liegt zur Zeit ¢ das Bingangssignal s € 87 in 4 an, dann ist das Ausgangs-
signal zur Zeit t durch ¢ eindeutig bestimmt. (Wir vernachlissigen also die
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen.)

Der endliche Automat ist fiir uns also vollstindig beschrieben durch seine
Funktion ¢(A): 8" — 8™, Dabei ist vorausgesetzt, daB die Einginge und Aus-
giinge von A in einer festen Numerierung mit den Zahlen 1 bis @(4) bzw. 1 bis
Z(4) verschen sind, und der ¢-te Eingang
bzw. i-te Ausgang der i-ten Komponente von
St bzw. 8™ zugeordnet ist,

Ein Element von 9 ist ein Schaltkreis.
Sind 4 und B Schaltkreise mit @(4) bzw.
Q(B) Eingéingen und Z(4) bzw. Z(B) Aus-
giingen, dann bilden wir aus 4 und B neue

AXE Schaltkreise, indem wir 4 und B zu einem
Abb. 1 Element 4 x B mit §(4) + @(B) Eingingen
und f(zl] + Z(B) Ausgingen zusammen-
fassen, und den i-ten Eingang von A zum i-ten Eingang von 4 x B und den
i-ten Eingang von B zum (Q(4) -+ i)-ten Eingang von 4 x Berkliren (Abb. 1).

Ist Z(A4) = @(B), dann erhalten wir aus 4 und B einen Schaltkreis Bo A,
indem wir den i-ten Ausgang von 4 auf den ¢-ten Eingang von B schalten.

Ein Schaltkreis aus Elementen von 2 ist ein Gerat, das durch die vorigen Er-
klirungen induktiv beschrieben wird.

Ist ¢(A4) bzw. @(B) die Funktion des Schaltkreises 4 bzw. B, dann ist ¢(4)

% @(B) baw. ¢(B) o g(4) fiir Q(B) = Z(A4) die Funktion von 4 % B bzw. Bo 4.

Die Kosten der Bausteine von 9 seien durch die Funktion L : A — Nu {0}
gegeben; wir definieren:

L4 x B) = L(4) + L(B),
I(Bo A) = L(4) + L(B) .
Hierdurch wird jedem Schaltkreis ein ,,Preis* zugeordnet.

Die Aufgabe lautet nun: Man finde zu vorgegebenem f :S"—
Schaltkreis 4 mit p(A4) = f und

L{d) = Min [L(B)}.
Beg=t (f)

Ist f nicht auf ganz S* vorgeschrieben, sondern nur auf ® C 8", dann ist das

Optimum auf U {p-‘(g) zu suchen.

8™ einen

Ist Q(f) = f) — 8% und f. wie es bei endlichen Automaten oft der Fall ist,
nur bis auf eine Transformation von S" vorgeschrieben, verallgemeinert sich die
Aufgabe nochmals in naheliegender Weise.

Zur Lisung pieser Autg&be erscheint es vorteilhaft, Relationen zu kennen,
die es erlauben, aus einem Element 4 € ¢-1(f) jedes Element der Klasse ¢ '(f)
ZU erzeugen.
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In den ersten beiden Abschnitten der Arbeit wird eine Theorie des Zusammen-
schaltens von Automaten entwickelt, wie sie in dieser Beschreibung der Auf-
gabenstellung schon skizzenhaft vorhanden ist:

Es wird zunéchst der topologische Begriff des ebenen Netzes eingefithrt. Fiir
die Netze werden die binaren Operationen ,,0* und ,,>* erklirt. Man erhilt
g0 ein algebraisches Gebilde M, das beziiglich ,,0* eine Kategorie ist und beziig-
lich ,, %" eine Halbgruppe. I erweist sich als eine Verallgemeinerung der [)-
Kategorie (Kategorie mit direktem Produkt). die wir als X-Kafegorie bezeich-
nen wollen.

In N spiegelt sich das Zusammenschalten der Automaten wider, nicht aber
die Moglichkeit verschiedener Bausteine mit gleicher Anzahl von Ein- und Aus-
gingen. Dieser wird Rechnung getragen, indem Belegungen der inneren Punkte
des Netzes mit dem Zeichen eines Alphabets [ durchgefiihrt werden unter Be-
riicksichtigung von Funktionen @ : A — Nu {0} und Z : %A - Nuv {0}. Man
gelangt so zu einer X-Kategorie $F(2), die 9 als freies Erzeugendensystem
besitzt. Die Elemente von (%) entsprechen der Menge der Schaltkreise, die
man aus I erhalten kann. Die Abbildung ¢, die jedem Automaten seine Funk-
tion zuordnete, wird zu einem Funktor g: F(U) — €, wo € die Kategorie der
Abbildungen vom Typ 8% — 8™ ist.

Die Einfithrung der Faktorkategorie $5(2)/M von §(2A) nach einem Relationen-
system R bildet die Basis fiir die Untersuchung der Klassen ¢-1(f). In Ab-
schnitt 3 wird ¢ 1(f) fiir bestimmte Kategorien () und ausgezeichnete Funk-
toren g untersucht : Wir betrachten nur Erzeugendensysteme A mit { U7, V, D} <
CU und Z(4) =1 fir 4 eW{U, V, D} und Funktoren ¢, fiir die ¢(U) die
M;blldung von & auf 8% ¢(V) die Vertauschung der Komponenten von §? ist
und @(D) die Diaguna.lisiemng S — 82, Solche Funktoren heiBen normal. Es
wird ein Relationensystem R angegeben mit der Eigenschaft: Fiir jedes normale
p gilt @p(F) = @(@) fir F, @ € §(A) genan dann, wenn F = G(R) ist. FA)/R ist
eine D-Kategorie und U~ { U, V, D} ein freies Erzeugendensystem der D-Kate-
gorie.

Das Relationensystem gestattet also ge-
rade die Vereinfachungen in den Darstel- p)
lungen F einer Funktion ¢(F) vorzunehmen,
die ohne Kenntnis der Funktionen der Ele-
menteaus ¥~ { U, V, D} moglich sind. Abb. 2
veranschaulicht. dall es in diesem System
echte Vereinfachungen gibt.

Es wird in der Arbeit fiir 8 eine beliebige
abzihlbare Menge zugelassen, so daB die
Ergebnisse auch fir Fragen der Program-
mierung von Rechenautomaten von Inter-
esse sind. Will man Programme, die aus
Unterprogrammen aufgebaut sind, formal Abb. 2.
vereinfachen, so kann dies bei der Vielzahl
der maoglichen Unterprogramme nicht unter besonderer Beriicksichtigung der
durch das Programm berechneten Funktion geschehen, sondern die Regeln zur
Verédnderung der Programme miissen gleichmaBig fiir alle Unterprogramme an-
wendbar sein. Das heiflt aber gerade, dall es sich bei den zugelassenen Rela-
tionen um das System i oder ein dazu dquivalentes handeln muB.
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Zur Orientierung iiber den Stand der Theorie der Schaltkreissynthese sei auf
[2] hingewiesen, im Zusammenhang mit Streckenkomplexen auf [5] und Kate-
gorien auf [4] oder [6].

Fiir anregende Diskussionen und kritische Bemerkungen danke ich J. Dorg
und D. Puepe. Mein Dank gilt auch der Deutschen Forschungsgemeinschaft,
die diese Untersuchung durch ein Stipendium der Frrrz-THyssex-Stiftung
unterstiitzt hat.

1. Die Kategorie ebener Netze

1.1. Die Kategorie 9t ehener Netze

Unter einem Nefz mit n Bingdngen und m Ausgingen (n,m = 0,1,2,...)
verstehen wir folgendes topologisches Gebilde :

In der euklidischen Ebene sei ein Rechteck mit den Seiten gy, g, und A&y,
gegeben, worin sich sowohl die g; als auch die &; jeweils gegeniiber liegen,
A, ,..., 4, bzw. B, , . .., By, seien paarweise
verschiedene Punkte auf g, bzw. g,, wobei die
Numerierungen der Punkte von %, nach &, lau-
fen; die A; baw. B; teilen ¢, bzw. g, in dqui-
distante Stiicke.

Die A; seien Anfangspunkte, die B; Endpunk-
te von je genau einer Strecke eines orientierten,
endlichen, ebenen Streckenkomplexes, derinder

5 8, 5 euklidischen Ebene in iiberkreuzungsfreier Lage

Ahb. 3 in dem Rechteck liege®). Wir fordern von dem

Streckenkomplex weiter. daB jede seiner Strek-

ken schlicht iiber A, ist und daB die Orientierung der Strecken in Richtung von
g, nach gy zeigt. Esist also der durch Abb. 3 beschricbene Tall ausgeschlossen.

Wir nennen gy, ga, ky. iy den Rahmen des Netzes, 4, , . . ., AL hew B - . . By,
die Anfangspunkte oder Eingdnge bzw. dic Endpunkte oder Ausginge des Netzes.
Die Punkte des Netzes, die weder Einginge noch Ausgiinge sind, heiflen innere
Punkte des Netzes.

Zwei Netze heillen gleich, wenn sie sich nach Aufeinanderlegen ihrer Rahmen
ohne Selbstdurchdringung in der Ebene ineinander deformieren lassen, und
zwar so, daB alle Zwischenlagen Netze sind.

Dabei verstehen wir unter einer Deformation eine clementare Deformation
oder eine Deformation, die sich durch eine Kette elementarer Deformationen
erzeugen liBt; die elementaren Deformationen sind Dreiecksdeformationen
(Abb. 4a) oder verallgemeinerte Dreiecksdeformationen, wie sie durch Abb. 4b
bzw. 4c beschrieben werden. Zugelassen sind weiter die (trivialen) Deformatio-
nen, die in Streckungen oder Dehnungen des Rahmens oder euklidischen Be-
wegungen des Netzes bestehen.

Man erkennt, dafi die gegebene Gleichheitsdefinition reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist, d. h. eine Einteilung der Netze in Aquivalenzklassen liefert.

Wir bezeichnen von nun an diese Klassen als Netze und nennen ein Netz im
alten Sinne, wenn eine Unterscheidung wichtig ist, Reprisentant eines Netzes.

-

Ay Az Az

) Im euklidischen Sinne handelt es gich um stiickweise lineare Kurvenzige.
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Verschiedene Reprisentanten eines Netzes haben die gleiche Anzahl von Ein-
gingen und Ausgingen, die wir mit Q(N) bzw. Z(N) bezeichnen.

a) b) ¢)
Abb. 4

Seien nun N; und N, Netze mit Q(N,) = Z(,), dann erkliren wir zwischen
N, und N, eine Komposition iiber die Reprisentanten N bzw. N, von N, und N,:
Wir deformieren den Rahmen von N. (in trivialer Weise), so dall wir N, an
N, ansetzen konnen; d. h., wir bringen ¢. und g, auf gleiche Grofie und setzen
die heiden Rahmen lings g, und g; aneinander (Abb. 5). Wir entfernen ¢, — ¢
und die Punkte 4; = B; und erhalten wieder einen Reprisentanten eines Netzes.
das wir mit Nyo N, bezeichnen. Man
erkennt, dali die Definition von der
Auswahl des Reprisentanten unab-
hangig ist.
Weiter gilt:
QN0 1\:1} = Q{A’:} , 8/ 5 & 8,
Z(Nyo N,) = Q(N,) . a; G 4 /R
Wie man leicht zeigt, ist das Produlkt
assoziativ; d. h., es gilt fiir Netze N,
Ny, N, mit Q(Ny) = Z(Ny) und Q(Ny) =
Z(N,) Abb. 5
[Nye Mo N, = Nioi(N. o N)R

A
K]

Zu jedem Netz mit Q(N) = n und Z(N) = m gibt es genau ein Netz £, und £,
mit der Eigenschaft

Noly=E,oN=2N;:
E, ist ein Netz mit n Eingingen, n Ausgingen und n Strecken (Abb. 6). Die
Menge der Netze bildet also beziiglich des Produktes ,,0* eine Kategorie.

Wir erkliren eine weitere Zusammensetzung der Netze, nimlich das X-Pro-
dukt. Seien N, und N, Reprisentanten von Netzen N, bzw. N, dann defor-
mieren wir die Rahmen auf gleiche Linge und setzen sie lings A, und Ay, anein-
ander (Abb. 7). AnschlieBend loschen wir Ay, = ky, und numerieren die Eingénge
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von links nach rechts durch. Sorgen wir dafiir, daf} die Eingangs- und Aus-
gangspunkte des neuen Gebildes wieder dquidistant liegen, dann erhalten wir
auf diese Weise wieder einen Reprisentanten eines Netzes Ny Wir nennen N

Ny X No
Abb. 6 Abb. 7

das direkte Produkt von N, und N, und schreiben Ny = N, x N,. Man erkennt,
daB das direkte Produkt unabhingig von der Auswahl des Reprisentanten und
assoziativ ist und daB By = B, X ... x B (k-mal) ist und B, x N = N X
% K, = N fir jedes Netz N ist.

Wir bezeichnen die Menge der Netze mit diesen beiden Verkniipfungen mit %.
Die Ergebnisse fassen wir zusammen zu

Satz 1. W bildet beziiglich ,,0°" eine Kategorie und beztiglich ,, ‘" eine Halb-
gruppe.

1.2, Das freie Erzeugendensystem yon

Wir wollen nun ein Erzeugendensystem von 0 angeben, d. h. eine Menge &
von Netzen, aus denen sich durch Anwendung der Operationen von 3 alle Netze
von N gewinnen lassen.

Durch Deformationen kann man jeden Reprisentanten eines Netzes N in
eine Lage bringen, in der auf einer Parallelen zu g, hochstens ein innerer Punkt
liegt. Also kann man N als Produkt von Netzen erhalten, die je einen inneren
Punkt besitzen, aufer in dem Fall, daBl N keinen inneren Punkt besitzt, also
eine Einheit ist (Abb. 8).

Jedes Netz N mit genau einem inneren Punkt laBt sich in ein direktes Produkt
N=E x F xX E,

aufspalten, worin ¥ den inneren Punkt enthilt und jede Strecke von F' diesen
Punkt als Anfangs- oder Endpunkt besitzt (Abb. 9). Eventuell ist & = 0 oder
m — 0. F ist durch die Anzahl seiner Einginge und Ausginge vollstindig
charakterisiert. Hat F » Binginge und m Ausginge, dann schreiben wir yp
fiir F.

Damit haben wir

Satz 2. Dic Menge G = {yh| n,m = 0,1, ...} ist ein vollstindiges Erzeu-
gendensystem von N.
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Man erkennt weiter, daf3 das Erzeugendensystem minimal ist, da sich keine
Erzeugende durch andere Krzeugende ausdriicken 1iBt. € ist auch das einzige
minimale Erzeugendensystem von 9, da keine Erzeugende durch andere Ele-
mente von N ausgedriickt werden kann als durch sich selbst: letzteres folgt

£
e

£ x 2}‘ x E
Abb. 9
o

Abb. 8
Ex;:;'

daraus, daB die Anzahl der inneren Punkte cines Produktes gleich der Summe
der inneren Punkte der Faktoren ist. Spiter (in 2.4.) werden wir zeigen, dali €
ein freies BErzeugendensystem ist.

Wir haben oben mehr gezeigt, als in Satz 2 enthalten ist, namlich:

Satz 3. Jedes Netz N € N mit mindestens einem tnneren Punkt lapt sich in ein
0 Produkt von direkten Produkten der Form Ey x vy X Ej zerlegen.

Die Darstellung eines Netzes N in dieser Form heiBlt eine sequentielle Dar-
stellung von N. Gleiche sequentielle Darstellungen definieren natiirlich das
gleiche Netz, aber das gleiche Netz liBt verschiedene sequentielle Darstellungen
zu. Uber die verschiedenen Darstellungen eines Netzes gibt der nachste Abschnitt
Auskunft.

1.3. Die Relationen von 2t

Wie aus der Definition der Deformationen unmittelbar folgt, gelten die Rela-
tionen
(Enip X 70 (/8 X Byyt) = (0 X Brig)o (Bmis X 7)) (R1)
fiir k. m, n = 0,1, 2, . .. (siehe Abb. 10).
Weiter gelten fiir /', G, H € N mit m = QUF), n = Z(F) und Q(H) = Z(@) die
Relationen
(HoG)x F=(H x F)o (G X E,) = (H x B)o (G x F),
P x (HoG)=(F x Hyo (Ea X @)= (E, X H)o (F X &)
(siehe Abb. 11).
Man erkennt, dafl die Relationen (R1) in (R2) enthalten sind.

14 EIK Heft s

} (R2)
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Satz 4. Zwei Darstellungen Hy, und H, des gleichen Netzes in dem Erzeugenden-
system & unter Benutzung beider Verkniipfungen von N sind mittels (R2) inein-
ander iiberfiihrbar.

Beweis. Man erkennt ohne weiteres, dal man jede Darstellung mittels (R2)
in eine sequentielle Darstellung verwandeln kann. Jeder sequentiellen Dar-
stellung eines Netzes lift sich ein Reprisentant des Netzes zuordnen, so dal
aus ihm durch Zerschneidung durch Parallelen zu g gerade diese sequentielle
Darstellung wieder gewonnen wird.

Abb. 11

Nach dem vorigen kénnen wir annehmen, dall H, und H, sequentielle Dar-
stellungen des gleichen Netzes sind. N{ und N, seien H, und H, in der eben be-
schriebenen Weise zugeordnet. Nach Definition der Gleichheit 1iBt sich &; in
N deformieren. Jeder Deformationsschritt kann aber so in Teildeformationen
zerlegt werden, daB dabei die Reihenfolge von hochstens zwei Punkten des
Netzes geiindert wird, da in N; nach Konstruktion keine zwei Punkte auf einer
Parallelen zu g liegen. Im Falle, daB die Reihenfolge von Punkten nicht gein-
dert wird, bleibt die sequentielle Darstellung des Netzes die gleiche. Wird sie
geiindert, dann betrachten wir die beiden entsprechenden Faktoren des sequen-
tiellen Produktes. Diese mogen die Form

(B % yP x By)o (B, X v} X By)
haben. Mittels (R2) kénnen wir die gemeinsamen E-Faktoren auf beiden Seiten

abspalten; auf Grund der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Punkte 1aBt
sich der Ausdruck auf die Form
Ey X (72 X Bitg) 0 (Buaz X 7)) X Bo

bringen, oder auf die Form, die der anderen Reihenfolge der beiden betreffende'n
Punkte des Netzes entspricht. Nun wenden wir (R1) an und erhalten damit
eine Darstellung, die der Anderung der Reihenfolge der Punkte nach der D‘_"‘
formation entspricht. Mittels (R2) bringen wir die Darstellm}g wieder in die
sequentielle Form, Indem man nun Nj Schritt um Schritt in &; deformiert und
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stets die eben beschriebenen, dieser Deformation entsprechenden Umformungen
der sequentiellen Darstellungen vornimmt, verwandelt man I, mittels (R1) und
(R2) in H,, was zu beweisen war. :

Wir verwenden im weiteren hiufig noch die folgenden sich aus (R2) ergeben-
den Relationen:

F x@=(FoEy x@=(F x Ej)o (En X G),
(F X @)= (Bp0 F) X @ = (B, X G)o (F X Ey)
mit & = Q(F), § = Z(G), m = Q(F), n = Z(F).

Im folgenden bezeichnen wir eine Kategorie ¥, die beziiglich einer weiteren
Verkniipfung ,, % ** eine Halbgruppe bildet, und deren Elemente den Relationen
(R2) geniigen, als eine X-Kalegorie.

Wir wollen uns nochmals der Uberfiithrung einer sequentiellen Darstellung in
eine andere mittels (R1) und (R2) zuwenden.

Wir gehen jetzt davon aus, da} wir zwei Reprisentanten eines Netzes haben,
die ja nach Definition ineinander deformierbar sind. Wir kénnen zuniichst beide
Netze deformieren, so daB} keine zwei Punkte der Netze auf einer Parallelen zur
Grundseite g der Rahmen liegen. Nun zerlegten wir jede elementare Deformation
inTeildeformationen, so dal sich bei einem Schritt die Reihenfolge von héchstens
zwei inneren Punkten dnderte. Blieb die Reihenfolge der Punkte die gleiche,
dann blieb die sequentielle Darstellung unveriindert, im anderen Fall konnten
wir dureh Anwendung von Relationen aus (R1) und (R2) in der sequentiellen
Darstellung eine Vertauschung der entsprechenden Faktoren vornehmen. Zur
Vereinfachung eines spiiteren Beweises wollen wir diese Abénderungen von
sequentiellen Darstellungen etwas formaler beschreiben., Diese Abdnderungen
der sequentiellen Darstellungen werden eindeutig beschrieben durch die Angabe
der beiden Faktoren, die die Anderung der Reihenfolge betrifft, wenn der Punkt
des oberen Faktors Anfangspunkt oder der Punkt des unteren Faktors End-
punkt mindestens einer Strecke ist. Wird der i-te Faktor der Darstellung # in
der oben im einzelnen beschriebenen Weise mit dem (i -+ 1)-ten vertauscht und ist
das Ergebnis die sequenticlle Darstellung H’, dann schreiben wir H' = o; H.

Um die Bedingung fiir die Eindeutigkeit von »; [/ zu gewihrleisten, machen
wir fiir diesen Abschnitt die Vorausselzung, dafl in den betrachteten Netzen ent-
weder jeder Punkt Anfangspunkt oder jeder Punkt Endpunkt mindestens einer
Strecke ist. Dies ist die Voraussetzung des angestrebten Satzes 5.

Eine Folge

Hl’ f{e = ?J,‘I Hl G Hj — v,;j_l. I‘Ij_l
von sequentiellen Darstellungen nennen wir eine Deformationskette. Wir
schreiben auch H; = v H mit v = v, . . . -, 1;,3_1].

Aus dem Beweis zu Satz 4 ergibt sich:

Hilfssatz 1. Sind H und H' sequentielle Darstellungen des gleichen Nelzes,
dann gibt es eine Deformationskette v mit H' = v H; dabei lassen wir fiir v auch
das leere Wort e zu und definieren e H = H.

Man erkennt : Tst /' = v; H,dann ist auch v; H' erklirt, und es ist H = o, H" =
= ['l};._. 'Ui] H.

Definition. Eine Deformationskette v heilit reduziert, wenn in v kein
Paar [v;, v;] auftritt. Wir sagen, daBl »” aus v durch Reduktion hervorgeht, wenn
gich ¥’ durch Streichungen von Paaren [v;, v;] aus v erhalten lifit.

(R2)

144
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[5s folgt unmittelbar

Hilfssatz 2. v beschreibe eine Deformationskette von H und v gehe aus v
durch Reduktion hervor. Ist H' = v H, dann ist auch H' = v'H.

Wir verfolgen nun, welchen ,,Weg* der erste Faktor einer sequentiellen Dar-
stellung (der am weitesten rechts stehende Faktor bzw. der oberste Punkt des
zugehérigen Reprisentanten) bei einer Deformation durchliuft.

Wir setzen

R(0) = 1 = Platz des ersten Faktors vor der ersten Defor-
mation;
h(l) (0 <1 < j) = Platz des ersten Faktors nach der I-ten Defor-
mation.
Wir finden:
h(l), falls 4.4 =F R(1), B(I) — 1;
h(ly — 1, fallstp .y = A1) — 1;
wobei # = [, . . .. v;] die betrachtete Deformationskette beschreibt.

Hilfssatz 3. Tst b(l) == Al + 1) fiir L =0, ...,k — 1 (= 0) und ist h(0) =
— h(k) bei der Deformationskette v von I, dann ist v nicht reduziert.

Beweis. Sei v = [9g,...,0;). Wegen k=1 und k(l) % k(I + 1) existiert
ein j mit £(j) = 1 und A(j) maximal. Dannist A(j) = A(j + 1) + 1 und vy = vy,
und also » nicht reduziert.

Hilfssatz 4. (1) Ist v = [, vg] mit ¢ == k + 1 eine Deformationskette fiir H,
dann ist auch v’ — [vg, v;] eine Deformationskette fiir H, und es gilt v H = v'H.

(2) Lst v = [vi, Vi1, 0] und 0 = [vii1, v Uip1], dann istvgenaw dann fir H
erklirt, wenn o' fiir H erkldrt ist, und es gilt dann v H = v'H.

(8) Sei v’ eine Teilfolge von v, und sei v’ genaw dann fiir eine sequentielle Dar-
stellung H, erklirt, wenn dies fiir o' gilt, und es sei v' Hy — " H,. Erhilt man
»* aus v durch Ersetzen von v durch v, dann sind v uwnd v* fiir genaw die
gleichen sequentiellen Darstellungen erklirt, und es gilt, wenn v fiir H definierl ist,
v H =9v*H.

Beweis. (1) und (2) sind geometrisch evident. (3) ergibt sich aus Abb. 12,
worin [2,. v, 9] = v ist und v,, ¥/, v, Teilfolgen von v sind.

v
vz —— i Va
H — N e o 7 ] Hs
V”
Abb. 12

1.4. Die Eindeutigkeit der Lisung von Gleichungen No X — N’
Satz 5. Sei F, @, G € N und G o F erklirt, und jeder innere Punkt von Go F
sei Endpunkt von mindestens einer Strecke. Dann gilt:
Qo F=GoF = G=6. (1)
Es gilt auch die dazu symmelrische Aussage: Ist F o G und F'o G’ erklirt und jeder
innere Punkt Anfangspunkt mindestens einer Strecke, dann folgt :
Fol@=Fo@ = G=0G. (2)
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Sind die Vorausselzungen von (1) oder aber die Voraussetzungen von (2) erfillt, so
gilt:

Frri="F @ G =19" (3)

GxF=G"xF = =6 (4)

Wie man aus dem Beispiel auf Abb. 13 erkennt, sind die Behauptungen (1)

und (2) des Satzes ohne eine Hinschrinkung iiber die inneren Punkte nicht

“' _T__ i "__.:I:ﬁ—_l__ Abb, 13

richtig. Das Beispiel zeigt:

(B % )0y = (p! X E)o ¥},
Exyi+=yxE.

Fiir die Aussagen (3) und (4) ist die Voraussetzung zwar iiberfliissig, aber sie
erleichtert sehr den Beweis. Da wir mit (3) und (4) mit Voraussetzung im fol-
genden auskommen, geben wir uns mit Satz 5 zufrieden.

Wir beweisen zunichst (3) und (4) unter der Voraussetzung von (1) und (2).

Beweis zu (3) und (4), Sei die Voraussetzung von (1) erfiillt. Wir wenden
(R2") an und erhalten

Gx F=@% 8o (ByxF),

@ x F=(G x BE,)o(Ex X F)-
Wegen G x F — G’ x F ist Q(@) = Q(¢') und also k = m. Wir wenden die
Voraussetzung zu (4) und die Behauptung (1) an und haben

G Xl = e Byl

Nun withlen wir sequentielle Darstellungen H von & und H' von G'. Hieraus
erhalten wir eine sequentielle Darstellung von ¢ x K, baw. @' x B, indem wir
jeden Faktor von rechts ,,direkt* mit #, multiplizieren: die so erhaltenen se-
quentiellen Darstellungen seien H, bzw. H;. Aus Hilfssatz 1 folgt, dall es eine
Deformationskette o gibt mit H; — » H,. Nun sieht man, dafl » auch eine De-
formationskette fiir A beschreibt und daf} H’ = v I{ ist, woraus G = G’ folgt.

Der Beweis lauft analog, wenn die Voraussetzung von (2) erfillt ist; wir
bringen dann ¢ % F auf die Form, die fiir die Anwendung von (2) geeignet ist.
Damit ist (4) bewiesen. (3) beweist man entsprechend. Es genfigt nun, (1) zu
beweisen, da der Beweis zu (2) symmetrisch verliuft. Wir beweisen zunéchst
noch einige Hilfssitze.

Hilfssatz 5. H,o Hy, und Hio H, seien sequentielle Darstellungen des glei-
chen Nelzes. H, bestehe aus einem einzigen Faktor. Ist die Voraussetzung von (1)
erfillt, und istv = [vy, . . ., v;,] etne Deformationskette fiir Hyo H, mit HioH, =
— w(Hyo H,), dannist h(0) = h(k), wo k die in 1.3. definierte Funktion ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis geometrisch, indem wir zu Reprdsentanten
der Netze iibergehen, die den beiden sequentiellen Darstellungen entsprechen.
hk) gibt an, an welche Stelle in der Reihenfolge der inneren Punkte der in
Hyo H, oberste Punkt durch die » entsprechende Deformation gebracht wird.
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Auf Grund der Voraussetzung von (1) wissen wir, daB derin Hyo H, und H;0 H,
jeweils oberste Punkt mit mindestens einem Anfangspunkt des Netzes verbun-
den ist. Da in beiden sequentiellen Darstellungen die beiden obersten Faktoren
gleich sind und von einem Anfangspunkt hochstens eine Strecke ausgeht, bei der
Deformation aber die Inzidenzrelationen des Streckenkomplexes nicht geindert
werden, folgt, daB der an (h(k))-ter Stelle in H, o I, stehende Punkt mit dem an
erster Stelle stehenden identiseh ist, d. h. k() = 1 = A(0).

Hilfssatz 6. Sei Hyo Hy, 2> Hyo Hy——> Hf o H, eine Deformationskette,
und H, bestehe aus nur einem Faktor, dann ist H) = vy, Hy d. h. Hf o H, =
= o((v5,—1 Hy) © Hy).

Beweis. Da i, > 1, betrifft »; den ersten Faktor nicht, sondern nur Fak-
toren in H,. Deren Platz hat aber in H, gemessen eine um 1 kleinere Stellenzahl
als in Hyo H,, woraus die Behauptung folgt.

Beschreibt v = [, , . . ., #;;] eine Deformationskette fiir H, dann definieren
wir

A(v) = Anzahl der Stellen ¢ mit A(i) = A(Z + 1)
fiiri=0,...,k—1.

Hilfssatz 7. Sei v = [y, ..., vyl eine reduzierte Deformationskelte fiir H,
und sei h(0) = h(k). Ist A(v) > 0, dann gibt es eine Deformationskette v’ =
= [vg -0y mitd > 1 und v H = v H, A(v) = AW') und h(0) = &' (k).

Beweis. Da A(v) > 0 ist, gibt es ein § mit h(j) = k(j — 1): j sei die kleinste
Zahl mit dieser Eigenschaft. Ist j =1, dann ist v;, == v, und es ist nichts zu
zeigen.

Sei also § > 1. Da v reduziert ist und j minimal ist mit A(j) = A(j — 1),
folgt &, =1, t3=2,..., -1 =§ — LAG—1) =4 und 44§ —1,4. Ist
i; > j, dann konnen wir v nach Hilssatz 4 mit [v;, .. ., % 4] vertauschen und
erhalten so die gesuchte Deformationskette »'. TIst i; < j — 1, dann kénnen
wir so lange vertauschen, bis wir an ein v; mit I = i; + 1 gelangen. Dann wenden
wir die in Hilfssatz 4 betrachtete Ersetzung von [v_1, ¥, 1] durch [y, vy, 9]
an, so dall die nun erhaltene Deformationskette die Gestalt [vy, ..., v_sg, ¥,
%1, ¥, . - .] hat. Wir kénnen nun v, mit [v;, . . ., 9—s] vertauschen und haben so
eine Deformationskette » von gleicher Linge wie v erhalten, die mit v ==
beginnt und fiir die »’ 2 = v H gilt (nach Hilfssatz 4). Man erkennt ohne weiteres:
A(v') = A(v) und h(k) = ¥ (k), d. h. h(k) = 1.

Hilfssatz 8. Sei H, ein Netz mit genaw eimem inneren Punkt, Hyo H, und
H,o H, seien erklirt und migen die Voraussetzung von (1) (Satz 5) erfillen.
v = [Bgy - - - » V] definiere eine Deformationskette fiir Hyo H, mit Hyo H, =
— v (Hy0 H,). Dann gilt: Hy und H; definieren das gleiche Nelz.

Beweis (vollstindige Induktion nach der Linge & der Deformationskette).

1. Verankerung. Fiir k = 0, d. h. v = ¢ folgt H, = H..

9. Die Behauptung sei richtig fiir 0 =< n < k — 1. Ist v nicht reduziert,
dann folgt die Behauptung iiber Hilfssatz 2. Sei also » reduziert. Dann ist
A(v) > 0 wegen Hilfssatz 3. Nach Hilfssatz 5 ist A(0) = h(k). Damit sind die
Voraussetzungen von Hilfssatz 7 erfiillt. Es gibt ein

v = [0y, . - -» O, ] Mit o, &= v, und o' (Hyo Hy) = Hio Hi.
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Wir wenden nun Hilfssatz 6 an und erhalten ein H. mit

Piol 2ule el I ol W TR0 g

und
By = 9,1 Hg

Auf Grund der Induktionsvoraussetzung konnen wir schlielien, dall H. und
/1, das gleiche Netz definieren, woraus dies auch fiiv H, und H; folgt, was zu
heweisen war.

Nun kénnen wir Satz 5 endlich beweisen.

Sei Go F = G’ o F. Dann wiihlen wir eine sequentielle Darstellung von G, '
und ', die wir zu sequentiellen Darstellungen von G o F und ¢’ o F zusammen-
setzen. Enthilt F genau einen inneren Punkt, dann folgt direkt aus Hilfssatz 8
die Behauptung @ = G’. Wir beweisen den Satz allgemein durch Induktion
nach der Anzahl der inneren Punkte von ¥, d.h. nach der Anzahl der Faktoren
in der sequentiellen Darstellung von F. Sei Fyo F, = F, und F; enthalte genau
einen inneren Punkt, dann gilt (Go Fy)o F, = (G"o Fy)o F,, woraus nach
vorigem G o F, = G'o F, folgt. Hierauf kénnen wir die Induktionsannahme
anwenden und erhalten ¢ — ¢, womit Satz 5 bewiesen ist.

Die Ergehnisse des Satzes 5 gestatten es, uns cin einfaches Verfahren zur Ent-
scheidung der (leichheit von Netzen anzugeben, die den Voraussetzungen des
Satzes geniigen.

Eine notwendige Voraussetzung fiir N, = N, ist Q(N;) = Q(Ny) und Z(N,)) =
— Z(N,) und die Gleichheit der Anzahl der inneren Punkte von N, und N,.

N, und N, migen die Voraussetzungen von (1) und die genannten notwendigen
Bedingungen erfiillen; m sei die Anzahl der inneren Punkte von N, und N,.

Ist m = 1, dann ist die Entscheidung trivial.

Sei m > 1. In diesem Fall gibt es ein Netz N, mit m —1 inneren Punkten,
so daB gilt: Ny = Nio H,. Nun untersuchen wir, ob sich von N, der Faktor H,
abspalten 1iBt. Dies kann geschehen, indem man nachpriift, ob es einen inneren
Punkt von N, mit der gleichen Anzahl von Ein- und Ausgingen wie der innere
Punkt von H, gibt, und ob dieser Punkt in entsprechender Weise mit den An-
fangspunkten von N, verbunden ist, wie es fiir den inneren Punkt von H, gilt.
(ibt es keinen solchen Punkt, dann folgt &V, == V,. Gibt es einen solchen Punkt,
dann kénnen wir schreiben N, = N,o H, und wegen Satz 5 folgt N, = N,
genau dann, wenn N; = N;. N; und N; haben aber nur m — 1 innere Punkte.
Algo haben wir damit ein Verfahren, daB uns spitestens in m Schritten die
gesuchte Entscheidung liefert.

2, Definition von Kategorien mit einem direkten Produkt durch
Trzeugende und definierende Relationen
2.1. Die freie dureh # erzeugte X-Kategorie §()

Sei 9( ein endliches oder abzihlbar unendliches Alphabet, und ¢ und Z seien
Abbildungen, die jedem Element von 9 eine ganze Zahl zuordnen.

Sei nun N’ Reprisentant eines Netzes und My die Menge seiner inneren
Punkte. LKine Abbildung f: My — A heiBt erlaubt, wenn fiir P e Wy gilt:
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(1) Q(f(P)) = Anzahl der Strecken in N, die P als Endpunkt besitzen:

(2) Z({(P)) = Anzahl der Strecken von N', die P als Anfangspunkt
begitzen.

Eine erlaubte Abbildung belegt also die Punkte von N” mit Zeichen aus A,
so daB der jeweilige Punkt und das zugeordnete Zeichen die gleiche Anzahl von
. Ein- und Ausgiingen® besitzen.

Wir bilden nun Paare (N, f) und wollen zwischen diesen eine Gleichheitsrela-
tion definieren. Seien N; und N, Reprisentanten von ¥ € ). Dann gibt es eine
Deformation A von N, in N, Wir definieren eine Abbildung as : My, — M.,
indem wir setzen: a4(P,) — P, genau dann, wenn P, durch A in P, iibergeht.
Man erkennt, dafi a4 eine eineindeutige Abbildung ist.

Wir definieren nun

(N, f) = (Ng, g) <=> es existiert ein / mit
Ne=AN, und f =go agu.
Hierdurch erhalten wir eine Klasseneinteilung der Paare (N,.f): die durch
(N,, f) definierte Klasse bezeichnen wir mit [Ny, f].
Sei
&) = {[ Ny, f1|N, Reprisentant von N; N € N;
3 : My, — W ist eine erlaubte Abbildung | .

Wir definieren @ und Z auf §(2() durch Q([N,, f1) = Q(N;) und Z([Ny, f]) =
= Z{N;)-

Ist ¥ — [Ny, f],G = [Ny, g], H = [Ny, k] € F) und ist Ny = Nyo N; und

[P Hir-P e My, ,
MES {g(P) fiir P e My, .
dann schreiben wir H = Go F.

Man erkennt, daB G o F erklirt ist fiir @, F € F(Q) und Q@) = Z(F) (und
zwar unabhingig von der Auswahl der Repriisentanten) und dafl das Produkt
assoziativ ist.

Es gibt zu jedem Element # € F(2) eine Links- und eine Rechts-Einheit. s ist
My, = @ und damit f; : Mg, — A eindeutig bestimmt. Man erkennt:

Fo (£, fs] = [Bm fmlo F = F
fir £ = Q(F) und m = Z(F).

Der Kiirze halber schreiben wir fiir [Ey, fi.] wieder K.

Damit haben wir gezeigt, dall () beziiglich ..o eine Kategorie bildet. N.un
erklirt man in entsprechender Weise das direkte Produkt in ®(2), beziglich
dessen F(A) eine Halbgruppe bildet. _

Ist y eine Erzeugende von M, dann gibt es genau so viele erlaubte Abbil-
dungen f zu 7}, wie es Elemente A in 9 gibt mit @(4) = m und Z(4) = »n. \’\("ir-
identifizieren nun [y, f] € FHA) mit dem zugehdrigen 4 € U und haben dann in
9 ein vollstindiges Erzeugendensystem von (). Wir fassen das Krgebnis
ZusAMMen zu

Satz 6. F(Q) ist beziiglich ..o eine Kategorie und beziglich ., < ** eine Halb-
gruppe. W bildet ein Erzeugendensystem von F(A). Die Elemmtﬂ von FK(A) ge-
niigen (R1Y) und (R27), d. h. FA) tst eine X-Kategorie (siehe 1.3.).
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Die Relationen von () erhilt man leicht aus den Relationen von . Zu-

niichst sieht man, dafl

(Byix X A)o (B X Byyq) = (B X Epyj) 0 (Bpim X 4) (R17)
fiir A € und Q(A4) = [, Z(A) = 4, Q(B) = m, Z(B) = n und

(HoG) X F=(H x F)o (@ x En) = (H X E)o (GXF), |

Fx(HoG) = (F x H)o (By x 0) = (B, x H)o (F x6) |
fiir /', &, H € FA) und m = Q(F), » = Z(F) und Q(H) = Z(GF) Relationen von
%) sind. Ganz analog wie in 1.3. zeigt man, dal} sich durch (R1') und (R2")
zwei Darstellungen des gleichen Elements aus () ineinander iiberfithren lassen.
(R2') ist gerade hinreichend dafiir, dal} () eine X-Kategorie ist.

(R2%)

2.2, Die Dindeutigkeit der Lisung F o X = &

Hilfssatz 9. Seien N und N’ Reprisentanten des gleichen Netzes. das den
Voraussetzungen des Salzes 5(1) oder 5(2) geniigt. A, und A, seien zwei Defor-
mationen mit N' = Ay N = A,N. Dann gilt: &4, = o4,

Beweis. Bs geniigt, den Fall zu betrachten, dall N = N ist, d.h. dal} /1, eine
Deformation des Reprisentanten in sich selbst ist. Die Behauptung lautet
dann: a,, ist eine Identitat.

Man kann sich weiter auf den Fall beschrinken, dafl keine zwei Punkte von
N auf einer Parallelen zu g liegen. Dann gehen wir zu der zugehérigen sequen-
tiellen Darstellung H von N iiber; A wird dann zn einer Deformationskette v
von H. Wir zeigen durch vollstindige Induktion nach der Anzahl n der inneren
Punkte von N, dal} a, eine Identitit ist.

Fir n = 1 ist die Behauptung trivial. Sei fiir n — 1 = 1 die Behauptung
bewiesen und 5(1) erfiillt. Dann spalten wir von H den obersten Faktor ab; d.h.,
wir zerlegen H = H,o H,, wo H, nur einen inneren Punkt enthélt, Nach Voraus-
setzung ist w(H,0 H,) = H,o H,. Nach Hilfssatz 5 geht bei dieser Deformation
der oberste Faktor in den obersten Faktor iiber, d. h., ist P der oberste Punkt
in N, dann ist a,(P) = P. Nun folgt durch eine mehrfache Anwendung des
Hilfssatzes 7, daBl es ein ¢ = o* - v* gibt, so dal A(i) = A(0) fir 0 < ¢ =< k und
hii) == A(i +- 1) fiir k& < @ < m gilt. wo k die Linge von »* und m die Linge von
v' ist. Beim Beweis von Hilfssatz 7 benutzten wir den Hilfssatz 4, der die
Regeln enthélt, durch die »* aus » gewonnen werden kann. Man sieht, dal} a,
gegeniiber diesen Ersetzungen invariant ist. Also ist o, = oy = ape O 0.

Nun folgt aus Hilfssatz 3, dal sich ¢* auf e (leere Deformationskette) redu-
vieren lilit. Also ist o(H,o H,) = v*(H,o H,) und &, = x,-. Nun betreffen die
Operationen von »* aber nur H, Erniedrigen wir also den Index jeder Kom-
ponente von v* um | und bezeichnen wir die so fiir H, erhaltene Deformations-
kette mit v, dann gilt v(H,o H,) = (v H,)o H,, v"H, = H, und & = a, auf
Wiy, Auf H, kénnen wir nun die Induktionsannahme anwenden und erhalten,
dal} x,~ eine Identitit ist. Also ist a, die Identitat, was zu zeigen war.

Satz 7. (1) Enthilt A kein Element A mit Z(A) = 0, dann gilt fiir F,G, G €
€ ¥y mit Z(F) = Q) = QG'):
Jo=Po@ => G=6&,
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(2) Enthiilt A kein Element A mit Q(A) = 0, dann gilt fiir F,G. @ e FA) mit
OF) = Z(6) = Z(&):
GoF=GoF = G=06.
(3) Unter den Voraussetzungen von (1) oder (2) gilt
FXG=Fx@=>060=06,
G F=0xF=6G6=06".

Beweis. Behauptung (3) folgt wie in Satz 5 aus 5(1) oder 5(2). Aus Hyn{um.ew
triegriinden geniigt es, (1) zu zeigen. Sei F' = [Ni, 1], G = [Ny, _M_.FJ' = [Nz el
Sind N,, Ny, Ny die durch Nj, N, bzw. N definierten Netze, dann gilt Nyo N, =
— N,o N,, und N,, N,, N, erfilllen die Voraussetzung von 5(1). Also folgt-
N, = N, Bs gibt also eine Deformation A mit N = ANi:. Nun erhalten wir
eine Deformation A’ mit A’ (Nio Ni) = Nyo N, indem wir N; festhalten un.cl
A auf N, anwenden. Nun gibt es nach Voraussetzung eine Deformation A+ mit
Nio N, — A*(Nio N;) und ' = f*o a4+ mib

P fi(P) fir PeMy;,
I'(P) =14 (pP) fir PeMy,;
[H(P) = fi(P) fl'iﬂ‘ Peﬂ]tyi :
fs(P) fiix P eMy; -

Nach Hilfssatz 9 ist aber ay = x4+ und also fy = f30 x4, woraus G = & folgt.

2.3, Bildung der Faktorkategorie von (%) nach einem Relationen-
system

Eine Menge R={F, =6,.... i = G} mit F;, G; € FEA) und Q(F;) =
— Q(G;) und Z(F;) = Z(G,) fiwi = 1...., k heiflt ein Relationensystem.

Wir wollen in §(Q() mittels i eine Aquivalenzrelation definieren.

Zwei Blemente H, H' € F(2) heiBen benachbart beziiglich R, wenn es H,. H,.
Hj, I,y € () gibt, so dab folgendes gilt:

(1) H = Hy0 Hyo Hy und H' = H, 0 H;0 Hy.

(2) Es existiert ein i mit 1 < i = k, so daf fiir geeignete lund j gilt:

H.E-—-Eg)'(FiXEj, ff;:E;XG,-XEJ
oder ! )
H, = E; X G; X By, H, = E; x F; x E;.

H und H’ heiBen dguivalent beziiglich . wenn es eine Kette [/ — H H.2 i
H, = H' gibt, so daB H; und H; , fir ¢ = 1,...,m — 1 benachbart sind be-
ziiglich i oder gleich sind. Wir schreiben dafir H = H' (R). Es ist klar, dalB
diese Definition reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, also eine echte Kl_a-saer'l-
einteilung festlegt. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit

TR /R.
Hilfsgatz 10. Sei H = H'(R), dann ist Q(H) — Q(H") und Z(H) = Z(H").
Beweis, Bs geniigt, die Behauptung fiir benachbarte H, H’ zu beweisen.
Fiir Nachbarn ist die Behauptung aber klar, da sich nach Definition der Natl}-
barschaft von H und H’ je ein erster und letzter Faktor abspalten 1at, die
joweils gleich sind.
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Hilfssatz 11. Sei F = F'(R), QF) = Z(G) und Z(F) = @Q(H), dann ist
FoGG=FoG@R) wu Ho F = Ho F'(R).

Beweis. Nach Hilfssatz 10 ist mit Fo & auch F'c ¢ und mit H o F auch
I o F erklirt. Es geniigt, wieder die Behauptung fiir benachbarte F', F' zu be-
weisen, In diesem Fall gibt es Zerlegungen

P =40 Bol F' = Ao B'oC
mit B=2E; x F; X E;, B =K; x Q; x E; oder B=E; X G; X E;, B =

E; % F; x Ey. deren Existenz hinreichend und notwendig fiir die Nachbar-
schaft der Produkte ist.

Nun ist aber

Fo@ =40 Bo (CoG), FoG=Ac Bo(Col);
HoF = (Ho A)o Bo €, HoF'=(Ho A)o B'o C.
Also ist auch F o @ benachbart zu F” o ¢ und H o F benachbart zu H o F'.

Hilfssatz 12. dus F = F'®R). 6 = G¢'R) und QF) = Z(G) folgt Fo @ =
= F'o G'(R).

Beweis. Aus Hilfssatz 11 folgt Fo @ = Fo /(R) und Fo @' = F' o ('(R).
Aus der Transitivitit der Aquivalenz folgt F o G = F' o G'(R).

Hilfssatz 13, Sei F = F'(R) und ¢ = '(N), dannist F x G = F" x ¢ (R).

Beweis. Bsist F X G = (F x E))o (B, x @) und F' x " = (F' x E,)o
(B % @), worin n = Z(G) und m = Q(F) ist. Aus der Definition der Nach-
barschaft folgt unmittelbar ¥ x E, = F' x E,(R)und E,, x G¢ = E, x G'(R).
Aus Hilfssatz 12 folgt nun die Behauptung.

Satz 8. Sei N ein Relationensystem zu F(A). Definieren wir auf FA) R die
Funktionen Q und Z diber Reprisentanten und ebenso die Komposition ,,0* und
. X Fiir die Elemente von F)[R, dann wird FA)[N eine X-Kategorie.

Als Beispiel einer topologisch interessanten Kategorie, die sich in dieser Form
darstellen 1aBt, geben wir die Kategorie der Zipfe an, die sich aus den Zopf-
gruppen (siehe [1]) ergibt, wenn man das direkte Produkt als Verkniipfung zu
dem Gruppenprodukt hinzunimmt.

Sei WA={V.V},QV)=24(V)=QV')=Z(V') und
N={VoV =E,VoV=E,

(B x V)o(V X E)o(Ex V)=V x E)o(E x V)o(V X E)},
dann ist F(2A)/N, die Kategorie der Zopfe; man erkennt: ¥ und V’ sind die zu-
pinander inversen Verdrillungen von zwei Nachbartiden und die zweite Relation
in 3 entspricht der Relation ¢; 0;41 0, = 0y41 0; 0500 fiiri = 1,. .., 2 — Lder
n-fidigen Zopfgruppe. Die weiteren Relationen der Zopfgruppe a; 05 = op0;
fiir i < k — 1 gelten schon in (). Die Zopfe lassen sich leicht zu einer Kate-
gorie der rdumlichen Netze verallgemeinern, die fiir sich schon von topologi-
schem Interesse ist (sieche Bemerkung am Schlull).

2.4. Darstellung von Funktionen mittels Basisfunktionen

S sei eine mindestens zwei Elemente enthaltende héchstens abzihlbare Menge.
Wir betrachten die Menge der Abbildungen der Form f: 8% — 8™ mit n, m =
—0,1,2,... . Diese Menge bildet eine X-Kategorie €. S° enthilt genau ein
lement. Indem wir die Abbildungen f: 8° — S mit dem Bildelement des Ele-
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mentes von S° identifizieren, brauchen wir im folgenden das Einsetzen von
Elementen von 8 in Funktionen von @ nicht besonders zu betrachten, da sich
dies nun durch eine Multiplikation von rechts mit einer Abbildung von 8 in 8
erreichen lafit.

Sei nun B eine endliche oder abzihlbar unendliche Teilmenge von €, die keine
Binheit enthilt. Wir wollen uns mit der Frage befassen, welche Elemente von
¢ durch Elemente von 3 durch Anwendung der beiden in § definierten Ver-
kniipfungen erhalten werden konnen. Im Zusammenhang mit dem in der Ein-
leitung geschilderten Problem der Automatentheorie formuliert: Welche Funk-
tionen lassen sich mittels eines gegebenen Bausteinsystems, dessen Funktionen
gerade die Menge B bilden, darstellen ¢ Wie erhilt man alle moglichen Dar-
stellungen der gleichen Funktion !

Dazu sei 9 ein Alphabet und ¢: 9 — B eine umkehrbar eindeutige Abbildung
auf B. Ist 4 € und p(A4) = f eine Abbildung 8" — §™, dann definieren wir
Q(A) = n, Z(A) — m. FA) sei die durch A mit ), Z erzeugte X-Kategorie mit
direktem Produkt. Dann laBt sich ¢ zu einem Funktor von () in € fortsetzen
d. h. zu einer Abbildung (die wir wieder mit ¢ bezeichnen), die folgende Bedin-
gungen erfiillt:

(1) ¢(Fo @) = @(F)o (@) fir Q(F) = Z(G) und F, ¢ € FA):

(2) @(F x @) = p(F) % ¢@) fir F, G e FO);

(3) @¢(B) = I, wo I: 8 — S die Tdentitét ist.

Wir behaupten schirfer:

Satz 9. @ : U— B lipt sich zu einem (wieder mit @ bezeichneten) Funktor
F(WN) — C fortsetzen, und diese Fortsetzuny ist eindeutiq bestimmd.

Beweis. Um ¢ auf () fortzusetzen, verwenden wir gerade die Bedingungen
(1), (2) und (3). Da A ein Erzeugendensystem von () ist, ist es klar, daBl
jedem Element von () mindestens ein Element von € zugeordnet wird. Es
kénnte aber sein, dal diese Definition widerspriichlich ist, da die Darstellung
der Elemente von F() in 9 nicht eindeutig ist. Zum Beweis der Eindeutigkeit
von @ geniigt es zu zeigen, daff die Relationen (R17) und (R2*) von F) in
Tdentitdten von § iibergehen, was sich leicht ergibt.

@ ist eine Abbildung von F(2) auf die von 9 erzeugte Unterkategorie Egy von
6. Aus dem Beweis zu Satz 9 geht hervor, daB sich jede Abbildung ¢: A — B,
wo B Erzeugendensystem irgendeiner X-Kategorie €y < € ist, zu einem Funktor
von F(2) auf die durch B erzeugte Kategorie fortsetzen lafit, wenn nur fiir jedes
F e FQ) gilt:

QF) = Q(Ey) => Q(p(F)) = Q(g(Ey) .
HF) = ZE) = Zp(F) = Zp(Er) -

Also gilt:

Korollar zu Satz 9. U ist ein freies Erzeugendensystem von () und also
F(RA) eine freie X-Kategorie.

Durch ¢ wird in () eine Klasseneinteilung definiert. Wir bezeichnen
jedes Element ¥ € ¢-1(f), wo f € Qg ist, als eine Darstellung von f beziiglich 8.
Im Zusammenhang mit der Aufgabe aus der Automatentheorie bedeutet ()
die Menge der moglichen Netzwerke aus dem Bausteinsystem 2, wo ¢ die Funk-
tion der Bausteine angibt. g-1(f) gibt die Menge aller moglichen Realisierungen
von [ mit dem Bausteinsystem 9[ an.
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lKin Funktor ¢ heillt mit einem Relationensystem R von {(A) vertriglich,
wenn ¢ die Menge der Relationen in eine Menge von Tdentititen im Bild-
bereich abbildet.
Wie iiblich bezeichnen wir den Funktor ¢": F() — FQ)/R, der F seine Kon-
gruenzklasse nach i zuordnet, als kanonischen Funktor.
Man erkennt: Ist ¢: F() — € mit R < FQA) vertriglich und ist ¢’ F(A)
> F(2)/N der kanonische Funktor, dann gibt es einen Funktor ¢* : FA)/R - €
mit ¢ =¢tog.
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Kurzfassung

Das Zusammensetzen von Schaltkreisen 4, B zu neuen Schaltkreisen 1dB3t sich
auf zwei Grundverkniipfungen zuriickfithren :

I. Das Hintereinanderschalten 4 © B von 4 und B, wenn die Anzahl der Ausginge
von B gleich der Anzahl der Eingiinge von A ist.

2. Das Zusammenfassen von 4 und B zu einer begrifflichen Einheit A ¥ B; A x B
hat jeden Hingang beziehungsweise Ausgang sowohl von A als auch von B als
Eingang bzaw. Ausgang.

Zwischen verschiedenen Zusammenschaltungen wird eine Aquivalenz erklirt, die

mit ,,0 und ,, ¥ vertriglich ist. Ubertréigt man diese Verkniipfungen auf die

Menge der Aquivalenzklassen, dann erhillt man eine algebraische Struktur, die be-

wiiglich ,, 0% eine Kategorie und beziiglich ., x ** eine Halbgruppe bildet. Beide Ver-

kniipfungen geniigen der Relation

(A x Blo{CxD)=(AoC) x (BoD).

Line Kategorie mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir als X-Kategorie. Die hier
betrachteten X-Kategorien § lassen sich folgendermaBen charakterisieren :

I. Die Menge der Einheiten von § bildet beziiglich ,, % ** eine frewe Halbgruppe mit
ciner Erzeugenden e,

2. % hat hiochstens abzdhlbar unendlich viele Erzeugende oder es gilt
4. 7§ ist Unterkategorie einer 1 und 2 geniigenden Kategorie,

s wird gezeigt, dall fiir eine freie X-Kategorie, die 1, 2 und 3 geniigt, unter einer
schwachen Voraussetzung die Kurzungsregeln beziiglich ,,0% und ,, % ** gelten.
Eine besondere Rolle spielt im Aufbau dieser Theorie die X-Kategorie der ebenen
Netze, ein Begriff der kombinatorischen Topologie, der den Arrinschen Zépfen
verwandt ist. Jede der betrachteten freien X-Kategorien 1iBt sich durch einen
Funktor auf eine X.-Kategoric von ebenen Netzen abbilden. Die Bedeutung hier-
von liogh in dem folgenden Sachverhalt: Jeder Satz iiher & wird durch den Funktor
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in einon Satz iither Netze verwandelt. Hat man den Satz fiir die Netze bewiesen,
ist o8 im allgemeinen leickt, indem man von den Netzen zu § ubergeht, den Satz
auch fir § zu beweisen, d. h., die Sitze iber % haben einen wesentlichen kombina-
torischen Gehalt. Dies ist der Grund, da beim Aufbau der Theorie die Netze an
den Anfang gestellt wurden.

Die Verbindung der ,,8chaltlkreise’ mit ihrer Funktion stellt ein Funktor von § in
die X-Kategorie g der Abbildungen vom Typ Sn —» Sm her, wo S eine hichstens
abziihlbar unendliche Menge ist, die aber mindestens zwei Elemente enthilt. Das
.. % “.Produkt ist in Eg das cartesische Produkt.

Abstract

The composition of switehing circuits A, B, to new cirenits can be reduced to two
basic operations:

1. The sequential composition 4 o B of 4 and B, if the number of outputs of I is
equal to the number of inputs of A.

9. The composition of 4 and B to 4 X B analogue to the cartesian product. The
number of inputs of 4 X B is equal the sum of the numbers of the inputs of 4
and 2. The same holds for the outputs.

Between different compositions a equivalence is introduced which is compatible

with “o” and “x”. When the compositions are carried over to the set of the equi-

valence classes, one gots a algebraical strueture, that forms category respective to

%o and a semi-group (monoid) respective 657 The compositions satisly the rela-

tion

(4 x Byo(0 x D)= (400) X (B o D)

if A o C and B o D are dofined. A category with this property is called a X-category.
The X-categories § studied here can be characterized in the following way :

1. The set of units of § form a semi-group generated by one generator relative to
Wt X sv,

2. & has a countable generator set or it holds

3. ¥ is a subcategory of a category satisfying 1 and 2.

In a free X-category of this type holds the concellation law relativ to “0” and *x "

under a weak condition.

In the whole theory the X-category of ,,plane neis'* a concept of the combinatorial
topology related to the braids of ARTIN plays an important role. Each of the stu-
died free X-categories § may be mapped on to a X-category of plane nets by a
functor. Each theorem about § by the functor is carried over to a theorem about a
category of nets. The theorem proved for the nets can casy be proved in most cases
for §; i. e. the theorems about § have an essential combinatorial character. This is
the reason that trhg first chapter only deals about nets.

The connection of the switching circuits represented by the elements of § with
their funetion gives a functor from % into the X-category Eg of the maps of the type I3
S —» Sm, where § is a countable set containing at least two elements. The “x -
product is in Eg the cartesian product.

Peaiome

(CocTaBieHnne HOBHIX CXeM H3 JaHHEIX CXCM A, B cBomuTCi K JIBYM OCHOBHBIM
OHePamam:
1. IlocaegosareabHas onepania A ¢ B, ecin 4HUCA0 BHXOIOB CXeMbl B pasHO
yueay BXORoB cxempl A,
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2 Coepnnenne cxem A n B Kk exeme A < B: une/o BX0JI0B exembl 4 < B pasHo
cymme Bxojios cxem 4 m B, Toske caMoe CUNTACTCHA 1A BEIXOI0B,

,"Vl.em,.-zy cficemamn olpeneaseTes YKBUBAJEHTHOCTL, COBMECTIMANA ¢ OlepPalHAMI
;I,. n,,%x*. Ecam nepenecTn oTH onepalii Ha MIO/KECTBO KJIACCOB DIBHBAJEHT-
'.Inl:;;rzll,Hr;o:rg:za;‘t;::? anrebpanieckas CTPpYKTypa, 00pasyloniad KaTeropmi OTHO-

NIBHO ,, JYTPYIIY OTHOCUTENBHO 4, % . Ode one
po ke 3 pauuin ya0BaeTBOPAIT
{4 % Byoll x D)y ={40C) x (BaD).

F\{l'l'cl‘()pliﬂ € OTHM CBOHCTBOM HA3BIBACTCH X-rareropueii, Paccmorpennsie B
Aannoi padbore X-kateropun MO¥HO XaparTepHaoBaTh CACAYIINNM odpasom:

1. MnoskecrBo emmHm X-Karero
= pum § odpasyer CcBoGOJHYID IIOJVIPYII 2
1O POFHIAIOIINM DIACMEHTOM ¢, 5 e

2, MuomecTBrO BCeX NMOPOEAAIINX DJIeMEHTOR U3 § He GoJiee ueM CUeTHO.

g 0% ABJACTCH nojrareropueil wareropun, yiosiersopsiomeit 1. n 2, B raxoii
t1{(:1‘)0:[110H“X-1{a1'er0pnn HMEIOT MECTO IpapPna COKPAI¢HHA OTHOCHTEJLHO
O |, X5, ecdI BRIIOJHACTCH HEKOTOpoe caaboe yeaosne.

[Ipu noerpoennu 21oil Teopun 0coGerHy10 POdb HI'paeT X-RaTeropus ,,I0CKHX
:-u-ruii"wn?‘uﬂ'me KOMOMHATOPHOMN TOIIOJOTHH, KOTOPAA UMeeT CXO0LCTBO n; , KOCaMu
;F.prm’{a . Ba_:ruuym M3YUAmyIoes djech CcBOGOJAHYIO X-l{aTernpmt)”Mmmm
orofpasuTe GyarTopoM 1Ha X-KAaTeropuio maocknx cereit. Hampasa TeopeMa 0THO-
CHTENLHO {§ HepeHocHTed YYHETOPOM B Teopemy o cerax. Ecan *r.(maaaru{]'eo eMa
0 CeTAX, TO BOOOGIIE He TPYAHO J0KA3ATE AHANOTHTHVIO TeopeMy J::.IIH B> T. € 're%pe-
MU 0 X-RaTeropum § MMEIOT CYIIeCTBEHHOE h‘oméﬁna’ropnoé COJ]C;);H}]'HH.C. ato

IBIJIOCE IPUUMHOI TOTO, YTO B HAYal
JI0 TIOCTPOEHIS HAIATaeMoil
OCTABICHHBIE CETH . ' it &

‘ CB}IBL q:.:xenf ¢ X QpyHruuAMH Asanerca pyarropom X-gareropnn § B X-warero-
puio g, rae Eg ects oTobdpamenne Tnna S%— 87 11 8 ge foJiee HeM cueTHOE mmmec'lr—

BO, cojepauiee 1mo xpaiigeit Mepe aea siemenra: ,,X¢°
piementa; ,, X*‘-onepanusa A §
IIPAMBIM IPOU3BEeIeHNeM MHOKEeCTD. ¥ " ik
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Eine Algebraisierung des Syntheseproblems
von Schaltkreisen I1")

Von GoxTER HoTZ?)

3.  Definition der freien Kategorie mit direkfem Produkt
als Faktorkategorie () /R

3.1. Einfiihrung der Projektion und der Diagonalisierung

In den Abschnitten 1 und 2 haben wir die in der Einleitung geschilderte tech-
nische Aufgabe in ein algebraisches Problem verwandelt. Nun wollen wir unsere
Theorie weiter dem technischen Sachverhalt anpassen.

Beim Zusammenschalten von Automaten wird man in der Regel einen Aus-
gang eines Automaten auf mehr als einen Eingang des folgenden Automaten
schalten wollen und andererseits nicht jeden Ausgang des vorhergehenden Auto-
maten fiir jeden nachfolgenden Automaten benétigen. Dementsprechend neh-
men wir in unser Alphabet 9 Zeichen auf, die Verzweigungen eines Drahtes
reprigentieren und solche, die eine Auswahl der angebotenen Einginge her-
stellen. In der Sprache der zugehérigen Abbildungen heilit das, dai wir in das
Basissystem stets Abbildungen von dem Typ f: § — 8% mit f(s) = [s. ..., 8],
d. h. Diagonalisierungen, aufnehmen und die Projektion von §* auf eine oder
mehrere Komponenten. Wir kommen mit einem endlichen Basissystem aus,
wenn wir zu der Abbildung %:8 — 8° und der Diagonalisierung § — S noch
eine weitere Abbildung »: 82 — S? mit #(s,. s,) = [85, 5] fir [5;, 85| € 52 hinzu-
nehmen; d. h., mit diesen drei Basisfunktionen kénnen wir jede Projektion und
Diagonalisierung in € erzeugen.

Die Hinzunahme der Abbildung » kann man noch weiter motivieren: In der
modernen Schaltungstechnik geht man mehr und mehr zu gedruckten Schal-
tungen iiber, fiir die Permutationen von Anschliissen, die zu UUberkrenzungen
der Leitungen fithren wiirden, zu vermeiden sind; bei der Realisierung einer
Schaltung als ebenes Netz kommt eine Uberkreuzung gerade in der Verwendung
von v zum Ausdruck,

Sei W ={U,V,.D} und Z(U)=0,QU)=Q(D)=1, Z(D) =QV)=Z(V) =
= 2. In Zukunft betrachten wir stets Alphabete U mit A < A; U iibernimmt
die Rolle der Abbildung S — S°, D die Rolle der Diagonalisierung und V die
der Funktion .

') Habilitationsschrift, Universitit des Saarlandes, Saarbriicken 1965. Roeferonten :
Proi. Dr. J. D6rr. Prof. Dr. D. Puree (beide Saarbriicken), Prof. Dr. F. L. BAusr
{Miinchen) — Der erste Teil dieser Arbeit, der die Abschnitte 1 und 2 sowic das
Literaturverzeichnis umfafit, findet sich im Heft 3 (1965) der vorliegenden Zeit-
schrift.

?) Institut fur Angewandte Mathematik der Universitdt des Saarlandes, Saar-
bricken (Direktor: Prof. Dr. J. DORR).
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Wir definieren
i=ExU Ui=UXZE
und setzen
R, ={UVloD=E, UloD=E, Ulo V=U} Ulo V=T1}.
Satz 10. Ist W U, dann gilt fiir jeden Funktor ¢: F(U) — € mit QoK) =S:
@(U) = u:8 —> 8%,
@(U%) = Projektion von 8% auf die i-te Komponente.
Ist ¢ mit R, vertriglich, dann ist ¢(D) die Diagonalisierung 8 = S2und (V) = ».
Beweis. 1. Da ¢ ein Funktor ist, folgt aus £ x E, = F und Q(¢(£)) = S,

daB Q(p(Eg)) = S8° ist. Also ist Q(p(U)) = 8§ und Z(?)(U)) = §% Da es nur
eine einzige Abbildung von S in S° gibt, folgt damit die Behauptung.

2. Da ¢ ein Funktor ist, gilt
@(U) = @B x U) = ¢(B) x ¢(U).
Sei [, 8,] € 82 und [] das Element von 8° dann haben wir
@(U3) (51 8) = [P(E) (1), @(U) (s2)] = [, ] = 81 -
3. Die Behauptung iiber U2 beweist man analog,
4. @(D) ist eine Abbildung von S in 8% Sei s€ S und [sq, 8] = (D) (s).
Da ¢ mit R, vertriglich ist, folgt
(U} 0 ¢(D) = ¢(B)
und also
U (51, 8) = 8,
woraus sich s, = s ergibt. Analog erhilt man s, = s und damit (D) (s) = [s, s]
far s € S.
5. Durch die gleichen Schliisse wie eben folgt
(U o V) = ¢(U3) .
Setzen wir [s], si| = @(V) (51, 8,), dann folgt
@(U3) (51, 82) = @(U3) (51 89) -
Also ist 8] = s,. Analog ergibt sich s, = 5,. Also gilt
(V) (51, 85) = [52: 5]
filr [y, 8] € 8=
Wir nennen in Zukunft einen Funktor ¢: §() — € normal, wenn Q(p(E)) =S
und ¢ mit R, vertriglich ist.
Wir zeigen nun, daB sich in () mit % ¢ ¥ jede Projektion und Diagonali-
sierung von € beziiglich jedes normalen Funktors ¢: F() — € darstellen 1aBt

and daB die Darstellung jeder dieser Abbildungen von der speziellen Wahl des
normalen Funktors unabhingig ist.
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Wir definieren zunichst die Verlauschung des ersten Faktors von 8% mit

den #n — 1 folgenden Faktoren, deren Reihenfolge untereinander nicht geiindert
wird. Wir setzen

gy
und definieren induktiv ¥, , fiir » = 2 durch
Vip=(E X Vip1)o(V X Ep_y).
Mittels vollstindiger Induktion zeigt man leicht
P Tasnd (1r - 2 8a) = (85, - 6, 8]
fir [s, ..., 8,] € 8% (Abb. 14),
Hiermit konnen wir die Diagonalisierung verallgemeinern auf den Fall
fiSt— (8™2
Dazu definieren wir
Dy= 1),
Dy = (B X Via X By 1)0 (D X Bsp_s)o (B X Dy_y)
fir n > 1 (s. Abb, 15).
Man findet: Fir jeden normalen Funktor ¢ gilt ¢(D,) (s) = [s, s] fiir s € 87,

%8,
V£,
DE;
£xly g
Exlg o5,
W3 Gy
Abb, 14 Abb. 15

Wir verallgemeinern weiter, indem wir setzen:
BB,
D ==L o Faa I Stan = |

(Abb. 16). Man erkennt hierin die Verallgemeinerung der Diagonalisierung zu
der Form S§* — (S™)%,

Durch die gleichen Schliisse, wie im Beweis zu Satz 10 zeigt man, daf}
Uf = Ui-1 ¢ | x Unr—t

fiir 1 = i =< n beziiglich jedes normalen Funktors die Projektion von 8* auf
den i-ten Faktor definiert, wenn U® = E, gesetzt wird. Durch

U =E; x U bzw. U =Uix EB,_;
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wird die Projektion auf die ersten i bzw. letzten n — i Faktoren von S" de-
finiert.
Wir fassen zusammen :
Satz 11. Sei W A und ¢ ein normaler Funktor. Hieraus folgt:
@(Vi,n) werlauschi die erste mit den folgenden n Komponenten von
e S
@(DF) st die Diagonalisierung S" — (S™E,
gUY) st die Projektion von S™ auf die i-te Komponente.

Fiir mit R, vertrigliche Funktoren g ist die Funktion der Elemente aus )
cindeutig bestimmt. Es gibt aber Elemente in F(A), die zwar durch jeden
normalen Funktor auf jeweils gleiche Elemente abgebildet werden, (.lhne (1?-.8

diese Elemente kongruent nach R, sind. Wir
] werden spiter ), zu einem Relationensystem N
vergroBern mit dem jeder normale Funktor ¢

4 .
) vertriglich ist, und fir das gilt:
o(F) = (@) = F =6
tir F, @ € Fw().
DyxE

Abb. 16

o7

3.2, Normalformen in o (%)

Wir bezeichnen im folgenden mit F () die durch U, C & (90) er_zeugt-e_Unt-eru
kategorie von F(2). Ist A = (A} bzw. = {4, B}, dann schreiben wir auch
T () bzw. Fa, p(A) fir Fa,(2)- ) 1§ |
%AWir definieren zunichst Normalformen fiix Fp, Gy und Fp(A) und verglei-
chen diese Normalformen beziiglich normalen Funktoren.

s K g i i alform. Wir behaupten ¢(U;) #

1. Jedes Element von &y heilit eine Nnrmalfqrmr Wix : L LA
£ @(U,) tiir U, £ U, und Uy, U, aus Xp. Da Z(U) = 0 ist, 146t gich jedes
Element in §y auf die Form

By x Ui x By X --2 X U X By, :
bringen. Wir schreiben U; und U, in dieser Form. Da beide \rers?hleden_ sind,
gibt es eine erste Stelle, in denen gich beide Ausdriicke untersuheldf-m_ ; dies sei
der j-te Eingang. Nach Voraussetzung enthilt § mindestens zwel Elemente
4 =% 5. Wir withlen nun ein Element s € 8%, n = Q(U,). dTe-ssen Komponent.e.n
alle gleich s, sind, auBer der j-ten, die gleich s, ist. Ist Q(U,) # Q(U;): da-nvn igt
die Behauptung trivialerweise erfiillt. Im anderen Fall betrgl-eht-en wir (‘?([;1) ()
und @(Uy) (s). Aus Satz 11 folgt, daB einer der beiden Funktionswerte c_he qu-
ponente s, enthilt und der andere nicht, womit die Behauptung bewiesen ist.

2. D' € §¥p heiBt eine Normalform, wenn I’ eine Binheit ist, oder wenn es
Diagonalisierungen D¥ gibt mit

D' =E;, x Db x By x Dbx ... x Dy x By,

,
die rechte Seite des Ausdruckes nennen wir eine Normaldarstellung von D’
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Sei n =@Q(D) und s,,...,8, 8. Dann ist ¢(D) (s, ...,s,) erklirt und
p(D') ersetzt die (¢; + 1)-te Komponente s; ., durch k, gleiche Komponenten,
die (i; + # -+ 2)-te Komponente durch [s; 9, ..., 8;4i42] (ky-mal) usw.

Sind D" und D” zwei Normalformen aus §; mit verschiedenen Normal-
darstellungen, dann gilt fir jeden normalen Funktor ¢: g(D') £ ¢(D”). Zum
Beweis kann man annchmen Q(D') = Q(D"), Z(D') = Z(D"). Die betreffenden
Normaldarstellungen von D' bzaw. D miissen sich, da sie verschieden sind, zu-
mindest fiir einen Eingang unterscheiden. Das kann nur dann gein, wenn die
eine Normaldarstellung an diesem Bingang eine Einheit, die andere aber eine
Diagonalisierung D% (an dieser Stelle) hat, oder wenn beide zwar eine Diago-
nalisierung an dieser Stelle besitzen, aber mit verschiedenem oberen Index.
Wihlen wir nun ein Element s € 8", das an dieser Stelle die Komponente s,,
an allen anderen Stellen die Kompenente s besitzt, dann enthilt ¢(D) (s)
und ¢(D”) (s) die Komponente s, in verschiedener Vielfachheit, woraus die
Behauptung folgt.

3. V' e Fy heilit eine Normalform, wenn ¥V’ eine Einheit ist oder sich in der
folgenden Weise induktiv definieren liBt:

Vi=E X Vi1 X Ej

oder

V= (B X V)0 (Fix X Bucics)»
worin ¥ eine Normalform ist, n = Q(¥’) und
Fri‘] - (V e Ei_l)o (El x ¥V x El'._.z}D i i) (El'—l X V}

fir + > 1. Die in der Definition benutzten Darstellungen heifien Normal-
darstellungen. Aus Satz 10 ergibt sich, dali die Elemente F € {r bei jedem
normalen Funktor Permntationen der Komponenten von 87 (n = Q{F])
definieren. Die Normaldarstellungen geben ein bestimmtes Verfahren zur Her-
stellung dieser Permutationen an: ¥, ; ver-
taugcht der Reihe nach die (i 4 1)-te Kom-
ponente mit allen vorhergehenden bis sie
auf die erste Stelle gekommen ist. Die Nor- E X Vs X5,
maldarstellungen erzeugen die Permuta- ;
tionen, indem sie zunichst die erste Kom-
ponente herstellen, dann die zweite usw.,
von links nach rechts fortschreitend: da-
bei werden die durchzufithrenden Vertau-
schungen durch die ¥;; beschrieben, also
stets auf kirzestem Weg ausgefithrt. Es
st klar, daB auch hier fiir jeden normalen L7
Funktor ¢ und verschiedene Normalformen
V' und V" gilt: @(V’) 5= (V). (Zur Ver- Abb. 17

anschaulichung siehe Abb. 17, dort wird

eine Normaldarstellung beschrieben: Es werden zunichst alle notwendigen
Kreuzungen des am ersten Ausgang endenden ,,Fadens' durchgefithrt, dann
die noch iibrigen Kreuzungen des zweiten Fadens, usw.)

Exx Vb,
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4. Sei U, U” € Fy und F, F' € §p, v und Q(F) = Z(U"), Q(F’) = Z(U").
Behauptung. Ist U % U”, dann gilt fiir jeden normalen Funktor ¢ :
¢ (Po U+ ¢ (FoU).

Beweis. Wir kénnen wieder annehmen Q(U’) = @(U"”) = n. Nach 1. gibt
ot mindestens eine Komponente, die ¢(U’) beseitigt, nicht aber ¢(U”). Wahlen
wir einen Punkt s in 8% wie unter 1., dann kommt in genau einem Punkt
¢ (Fo U') (s) oder ¢ (o U”)(s) s als Komponente vor, da durch F hzw.
F’ eine Komponente hochstens vervielfacht oder permutiert wird.

5. Seien DY, D" e Jp Normalformen und F, F'eFy, QF) = Z{D') und
QU = Z(D"). Ist D'+ D", dann ist fir jeden normalen Funktor ¢ wieder
@ (Fo D)+ ¢ (Fo D).

Der Beweis lauft analog wie bei den vorhergehenden Punkten.

6. Wir wollen die Normalformen fiir §or(2) unter Benutzung der schon defi-
nierten Normalformen einfithren. Naheliegend wire der Versuch, F € Fy ()
eine Normalform zu nennen, wenn es Normalformen V’, D’ und U’ gibt, so dali
gilt: F = V'o Do U’. Bei dieser Definition wiirde aber der angestrebte Satz,
daB verschiedene Normalformen bei jedem normalen Funktor zu verschiedenen
Funktionen fithren, falsch werden ; denn ¥ und D sind Normalformen u nd damit
whre auch Vo D eine Normalform. Es ist aber ¢ (Vo D) = ¢(D), wie man
leicht nachpriift. Durch eine Zusatzbedingung erhalten wir eine Normalform
mit der gewiinschten Eigenschaft.

F e [y heilit eine Normalform, wenn es Normalformen V'e Gy, D' € Fp
und U’ € Fy gibt mit F = V'o D'o U, s0 daB V’ keine ,,Faden* von IV o U
verdrillt, die von dem gleichen Eingang von D'c U’ herkommen.

Hilfssatz 14. Sind F', F* € Fo(N) Normalformen und ist Ft £ F', dann
gilt fiir jeden normalen Funbtor ¢(F1) % ¢(F").

Beweis. Seien F’ und F+ Normalformen, dann gibt es Normalformen
UL D,V wnd Ut, DY, 77 mit Bl = Vool und Ft = Vo Do U,
Aus 4. folgt @(F’) # ¢(F*) fir jeden normalen Funktor ¢, wenn U’ £ UT ist.
Wir konnen also annechmen U’ = Ut. Ist @U') = n und Z(U’) = m, dann
durchliuft ¢(U’) (s) ganz S™, wenn s diec Menge S§* durchlautt; also ist g(F) =
= @(Ft) genau dann, wenn (Vo D) = ¢ Vo Dt) gilt. Nach 5. ist aber
@ (Vo D)+ ¢ (Vio DY) tir jeden normalen Funktor, wenn I} =4 Dt Wir
kénnen also IV — I annehmen und haben noch zu iiberlegen, wann ¢ (V'o D) =
=@ (V+o D) ist, wenn Vo I und V'o D’ Normalformen sind.

[st V'~ V+, dann gibt es einen ersten Ausgang B; bzw. B in V' baw. Vt,
dessen Faden in 7/ und P+ von verschiedenen Kingingen kommt, sagen wir
in ¥’ vom i-ten und in V*+ vom k-ten Eingang. 1’ ist nach Definition ein
direktes Produkt von Einheiten und Diagonalisierungen vom Typ Dj.

Liegt der i-te Bingang von V’ an einem anderen direkten Faktor von IV
als der k-te Eingang, dann ist nach fritherem ¢ (Vo D) = @ (V1o D) tir alle
normalen Funktoren . Es bleibt der Fall zu untersuchen, dal} der i-te uned
der k-te Ausgang von D’ Ausginge eines direkten Faktors Di sind. Wir kénnen
i < k annchmen. In V' sei A; der Eingang des Fadensg, der in B; endet, In
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Pt mull dieser Faden in einem Bj, mit m > I enden, da nach Annahme ¥V
und Ft in den Faden, die in den g-ten Ausgingen (g < l) enden, iiberein-
stimmen, Wir haben also in V+ die Situation, wie sie durch Abb. 18 veran-
schaulicht wird. Wir wenden nun den
JorpaNschen Kurvensatz auf einen
Repriagentanten von ¥+ an. Der vom
i-ten Eingang zum m-ten Ausgang ;
laufende Faden w zerlegt das Innere N
des Rahmens in zwei getrennte Ge- | P
biete. Der vom k-ten Eingang zum
[-ten Ausgang fiuhrende Faden
verbindet Punkte P und P’ im inne-
ren des Rahmens, die durch w ge- 7
trennt werden. Also schneidet w’ den /p—\
Weg w, da o/, abgesehen von den S hia
Endpunkten, im Inneren des Rahmens Abb. 18

verlduft. Der Schnittpunkt von w

und w’ entspricht aber gerade einem V in ¥F. Also V= verdrillt Faden, die
von dem gleichen Eingang von V+o D' herkommen, was nach der Definition
der Normalformen ausgeschlossen ist. Also sind zwei Normalformen entweder
gleich, oder sie werden durch jeden normalen Funktor auf verschiedene Funk-
tionen abgebildet.

o}

3.3. Ein in gy () fiir Projektion und Diagonalisierung
vollstindiges Relationensystem
Wir geben nun eine Erweiterung des Relationensystemes i, an, mit dem wir

jedes Element von $y () in eine Normalform tiberfithren konnen. Wir defi-
nieren ;

= {UloD=8, ToF=Us VoV=25%, Vob=D,
(Vx Yo (ExXV)o(VxEY=(ExV)o(VxE)o (ExT),
(B x Dys V= (F e o tlx Vo (D x 2,
(D x Byo D= (B x D)o D}.
Die beiden Relationen von R, die nicht in R’ vorkommen, lassen sich aus

den beiden vorkommenden Relationen und Vo V=E, und Vo D= D ab-
leiten. Man erkennt leicht

Hilfssatz 15. Jeder normale Funktor ¢: §(U) — € ist mit R verirdglich.
Ist also B = G(N'), dann ist fiir jeden normalen Funktor ¢(F) = @(().

s ; : ek .
M’ ist aber auch eine echte Erweiterung von R, da, wie leicht zu sehen ist,
- — Al - &,

Vo V = E, nicht aus R, abgeleitet werden kann.
Wir zeigen zunachst den

Hilfssatz 16. Zu F e Fop(N) ewistieren U € Fg, V' e Fp und D’ Fp mi
i 7 e ¥ Sy un € §p mal
F=06(R), worin @ = V'c D'o U’ ist. i
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Beweis. Wirdenken uns F in sequentieller Darstellung gegeben. Wir zeigen,
daf wir durch Anwendung von S’ die gegebene Darstellung so abindern kénnen,
dab schlieBlich die von dem Satz behauptete Darstellung erzielt wird.

1. Die gegebene sequentielle Darstellung von # enthdlt das Produkt
(E.ﬁ b4 U 4 EJ)O (E,, X I” - E;) .
Fallunterscheidung:

a. 1 < s. In diesem Fall kann man schon in X(A) die Reihenfolge der Fak-
toren vertauschen: d. h., wir kénnen das oben stehende Produkt durch

(B,_1 x V x Eyo (B; x U X By
ersetzen.
b. i >s | 1. Die beiden Faktoren kionnen in () durch
(B X V X By_1)o (B X U x Ky
ersetzt werden.

¢. i =s. Durch Abspalten der gemeinsamen Einheiten erhalten wir aus
dem gegebenen Produkt (U x E)o V, was wir nach R’ durch (E x U) er-
setzen diirfen.

d. i — ¢ + 1. Durch Abspalten der gemeinsamen E-Faktoren erhalten wir
(E x U)o V, was nach N’ durch U X & ersetzt werden darf.

Damit haben wir gezeigt, daB ein sequentieller Faktor, der ein U enthalt,
stets vor einen solchen Faktor mit einem V gezogen werden kann, bzw,, dafl
der V-Faktor beseitigt werden kann durch Anwendung von H'.

2. Die sequentielle Darstellung enthalte

(B; x U x EByo (B, x D x Ey).

Fallunterscheidung:

a. i < soderi > s -+ 1. Analog wie unter 1a zeigt man, daB sich die Reihen-
folge der Faktoren vertauschen 1afit.

b. i — &. Durch Abspalten der gemeinsamen Einheiten erhilt man (U X K)o
o D, was sich nach i" durch & ersetzen laBt.

¢. i=—2s5-1. Durch Abspalten der gemeinsamen Einheiten ergibt gich
(£ x U)o D, was nach f’ durch £ ersetzt werden darf.

3. Die betrachtete sequentielle Darstellung enthalte
(B; x D x Eo (B* X V X Hy) .

Fallunterscheidung

a. i< s oder i>s -+ 1. Analog la.

b, i — s Dieser Fall 1aBt sich mittels der Relation

(D % BYo V=(E x V)o(V x E)o(E x D)
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erledigen, die sich aus der in " vorkommenden Relation
(E x D)o V=(V x E)o (E X V)o (D x )
und Vo V= E, ableiten lilt.
¢. i =8 - 1. In diesem Fall 1Bt sich die Reihenfolge von D und V in der

sequentiellen Darstellung durch Anwendung der zweiten Relation in 3b ver-
tauschen.

Aus 1., 2., 3. folgt nun leicht die Behauptung des Satzes
Hilfssatz 17. Zu D' € Jp(A) existiert eine Normalform Dt = D'(R').
Beweis. Wir zeigen zunichst
(D} x E)o Dl =D,

Nach Definition ist D! = (Di~* xX K)o D, wenn D} = E gesetzt wird. Fir
[ =1 gilt die Behauptung auf Grund der Definition. Sei nun I > 1. Dann ist
(DF x Ejyo D} = (D% X E; 1 X E)o(Di™ X B)o D =

= ((D* X B;_y)o Di™* % E)o D= (Dk+i~' x Ejo D= Ditt,
wenn die Behauptung fiir 7 — 1 als Induktionsannahme vorausgesetzt wird.

Nun zum Beweis des Hilfssatzes: Man erkennt, dafl sich jedes Element D’
von Fp(A) in ein direktes Produkt von der Form
D= (Ei:l b ¢ Fl o E"‘-a b 1’"2 o 'F'ﬂ'-j x E“'j—:—l)

aufspalten laBt, worin F; vom Typ F; o D ist mit F; € Fp(A). (Das folgt daraus,
dal Q(D) = 1 und D einzige Erzeugende von §p(9) ist.)

Sei fiir jedes F; eine sequentielle Darstellung gegeben und I(#;) die Anzahl
der Faktoren der Darstellung; (1Y) = max I(¥F;). Wir fihren den Beweis durch
Induktion nach I. Fiir I = 1 ist I eine Normalform, und damit ist die In-
duktion verankert,

Sei die Behauptung fiir ¢ — 1 = 1 bewiesen. Wie schon gezeigt, ist
F‘j = F; oD

mit  #;e Fp(A). Es ist Q(F;) = 2. Also liBt sich unsere sequentielle Dar-
stellung von F; auch schreiben:

F; = (Fyy X Fig)o D Fiq, Fis e Fp(A);:  QF ) = Q(Fi2) = 1.

Nun igt I(F:1) < D) und I(F;s) < I(D’). Also gibt es nach der Induktions-
annahme k;; und k;p mit

Fi= DY) Fip= DA .
Also ist
Fy= (D' x Dfi?)o DIR)
= (D' x By yu1)o (B X DiiZjo D
— [Dfi1 X EBy,,.1)0 (E x D27 x E)o(E x D)o D
= (D% x By,:1)0 (B x Dz~ x E)o (D x B)o D
— (Dfi1 X By y41)0 (B x Dt "o D x E)oD.



218 G. Horz

Nach Induktionsannahme ist
(B x DY¥2~Y)o D = DML,
Nun folgt aus dem zu Beginn bewiesenen weiter
Fy = (Dfitthz « E)o D = phithetl,
(]. e, (I.
Hiltssatz 18. Sei F e Jy, p(N), dann gibt es eine Normalform F' = V'o D
mit V' e Fp(A) und D' € Fp(A) mit ¥ = F'(R).
Beweis. Wir zeigen zunichst
(B x VX Eyo DF=DER) Hir 11-2+j=k+1. (%)
Es ist nach der im Beweis zu Hilfssatz 18 gezeigten Tdentitit:
(B x V x E;)o Dk = (By X V X E)o (Dt x Bjlo DI —
= ((By x VYo Dit! x EjyoDi.
Nun ist auf Grund der gleichen Identitit:
(By X V)o DUt = (Ey X V)o (Di—! X Eyo D} =
= (D= x V)o D? = (Di-1 x V)o (D x K)o D

und wegen (¥ x D)o D = (D x E)o D(R) gilt weiter:
=D-1x Vo(BExDoD=(D*x VoDjo D=
—= (Di-' x D)o D = (D' x E)o (E x D)o D= Di**.

Setzen wir das Ergebnis oben ein, so erhalten wir (*).

Aus den Hilfssitzen 16 und 17 folgt, daB es eine Normalform D' e Fp(2)
gibt und ein ¥+ & Fp(A) mit F = Vo D'(R).

Wir haben zu zeigen, daB sich mittels der Relationen i’ erstens V' auf eine
Normalform bringen liBt und zweitens, daB diese so gewahlt werden kann,
daB keine ., Fiden® des zu Vto [ gehorigen Netzes iiberkreuzt werden, die
beide von demselben Eingang V+o D' kommen: d. h., Faden, die von einem
direkten Faktor D¥ von I’ herstammen, sollen nicht \fOIdll].lt werden. Wir
zeigen zuerst, dal} wir in VF mittels ' alle Faktoren V entfernen konnen,
deren hmgangamdgn an dem gleichen Faktor D¥ hingen.

Folgt ein solches ¥ unmittelbar auf ein D¥ dann kionnen wir unser Ziel
durch Anwendung von (*) erreichen.

Folgt ein solches V nicht unmittelbar auf D¥ dann haben wir zwei Fille
zu untersuchen: die beiden Eingangsfiden von V riihren von benachbarten
Ausgiingen von DF her, oder dies ist nicht der Fall.

Im ersten Fall kénnen wir mittels (V x E)o (£ x Vio (VxE)=(ExV)c
o (V x B)yo (E x V) das betrachtete V' .unter den anderen Kreuzungen hin-
durch gchieben®, womit wir auf den schon erledigten Fall zuriickkommen.

Im zweiten Fall schlieBen wir mittels des Jorpanschen Kurvensatzes auf
vorhergehende Kreuzungen von Linien, die von D¥ herrithren. (Siche Abb. 19;
die herausgegriffene Iberkreu/ung ist durch * markiert. ) Nun gibt es unter
diesen Uberkreuzungen eine, die an D am , nichsten® liegt. Diese Eingangs-
fiden miissen aber von hl-nnnhbar‘ren Ausgiingen von DF herriihren. Also
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kann ich nach vorigem dieses ¥ beseitigen. Man erkennt, dall das Verfahren
dann abbricht, wenn kein ¥ mehr existiert, das zwei Fiaden aus dem gleichen

D¥ autnimmt.
Damit haben wir gezeigt, dall es zu F eine Normalform D' gibt und ein 7
mit F= V"o D'(N), wobei V" keine Fiden von D’ permutiert, die an dem
gleichen Eingang von D’ hidngen. Wir

/J\ I haben noch zu zeigen, daBh man V" in
|
|
|

eine Normalform ¥’ bringen kann, ohne
dall die eben beschriecbene Eigenschaft
von V" verloren geht. Letzteres ergibt
sich daraus, dafl wir zur Herstellung der
Normalform von den Relationen aus ' nur
VEP=FE und (Fx E)o(ExV)o (VX E)=
= (ExX V)o(VxE)o(ExXV)verwenden,
die die obige Eigenschaft nicht verdndern.
Die erste der beiden Relationen besagt,
dall wir geradzahlige Verdrillungen von
zwei Faden beseitigen und ungerad-
zahlige durch eine einzige ersetzen diirfen.
Abb. 19 Die zweite Relation erlaubt uns, Fiden
_ _ itber Kreuzungspunkte hinwegzuschieben.
Konstruktion der Normalform. Wir bezeichnen den , Faden* von V", der
in dem ersten Endpunkt von V" endet, mit . :
Ist @(V") =1, dann ist ¥’ = E und V" also Normalform. Wir machen
vollstindige Induktion nach n = @(V”). Zunichst zeigen wir, daB sich V"
durch die beiden genannten Relationen auf die Form

{E X V_'.—)O (V.i:,l X En-—fcwl)
bringen lafit. Da Q(V+) = n — 1 ist, kénnen wir dann auf V+ die Induktions-
annahme anwenden und erhalten die Behauptung,
Sei H eine sequentielle Darstellung von V”. Wir ersetzen jeden Faktor

(l!&‘i >}§ V x E,_;_5) von H, dessen I-ter Eingang auf dem Faden w liegt,
aure

(Viici X Ep )o (Byx VX Ey_i_2)o (Vi_ XBy ) Hix l=1¢,
(VX Bp—g—1)0 (Vi_a,1 X By q) fir l=1¢+1,
(Vii—eX By _yi1)0 (V1,1 X By_y) tirl=1+2,

(Vi,i-1 X By )0 (BipaX VX EBa_i_g)0 (Vig,1 X By i)
fir I =17+ 2
(siche Abb. 20).

In jedem der vier Fille wird E; x V x E,_; , durch Ausdriicke ersetzt,
die zu dem Faktor kongruent modulo den beiden Relationen sind. In den drei
ersten Fillen gentigt schon V2= E, allein, im vierten Fall braucht man auch
(VXE)= (EXV)o(VxXE)o (Fx V)o (VxE)c(ExV), was aus bei-
den Relationen folgt. Man erhiilt so eine zu F” modulo R’ kongruent-e Dar-
stellung, worin sich benachbarte , Einschiebungen® mittels V2= E, gerade
wegkiirzen lassen, da w den vorhergehenden Faktor im I-ten Ausgang verlalit,
wenn er den folgenden im I-ten Eingang betritt,



990 G. Horz

Es bleibt damit nur der oberste Faktor der Ersetzung des obersten Faktors
von H und der unterste Faktor der Ersetzung des untersten Faktors von H
stehen. Auf Grund der Voraussetzung iiber den Faden w ergibt sich aber, daB
dieser Falktor eine Einheit ist, so dal}
i V' die gewiinschte Form angenommen
i hat.
||_ Wir haben nun gezeigt, dali jeder
normale Funktor verschiedene Nor-
r malformen auf verschiedene Elemente
L abbildet (Hilfssatz 14). Wir haben

I geschen, dafl i’ mit jedem normalen
i Funktor vertriglich ist (Hilfssatz 15)
AN T Y und daB sich jedes Element von ()
TN mittels R’ in eine Normalform iiber-
! tihren 1aBt (Hilfssatz 16, 17, 18). Hier-
S0 Iy aus ergibt sich

"r Satz 12. Ist F = G(N). dann is

\ @(F) = glG) fiir jeden normalen Funk-

_ tor @. Ist ¥ == G(N), dann ist ¢(F) +#

Abb, 20

+ (@) fiir jeden normalen Funklor ¢.

Aus dem Beweis zu Hilfssatz 18 ergibt sich leicht cin

Korollar zu Hilfssatz 18. Sei F,, Fy e Fp.p, QUF;) = Q(F,) und Z(F;) =
= Z(F,). Wird der i-te Kingang von F, genau dann mit dem j-ten Ausgang
durch einen , Faden* von F, verbunden, wenn dies fur F, gilt, dann ist
F, = Fy(N).

Bemerkung. In diesem Zusammenhang ist leicht zu sehen, daB F( V)R mit

Rt — YO)AR = (Vo V=E, (V x E)(E x V)(V x E) =

=(E X V)(V X E)y(& X T);
die Kategorie der Permutationen endlicher Mengen liefert. TV, DYI mit
R+ = N A FV, D) steht in engem Zusammenhang mit der Kategorie ¢!
der Abbildungen der Abschnitte der nattirlichen Zahlen in sich. Vertauscht
man in der Definition von D die Bedeutung von @(D) und Z(D) und &ndert
man die Relationen von $it+ durch Vertauschung von Faktoren entsprechend
ab, dann wird §(V, D)/R+ isomorph zu €.

3.4. Das vollstindige Relationensystem fiir die freie Kategorie
mit direktem Produkt
Wir nehmen zu den Relationen R’ weitere Relationen R” hinzu und beweisen
fiilr M = N v R” den in der Einleitung angekiindigten Satz.
Fiir 9 9 machen wir allerdings die folgende Einschrénkung:
By sei Z(F) = 1 fiir F e A~ A.
Definition.
R’ = {Uo F=U* DoF=(F x FyoD;, Vol(B x F)=
= (F x B)o Via|FeUANA, n=0Q(F)}.
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Dabei haben wir
U = Dy — Vie= B,
gesetzt.
Man erkennt ohne weiteres:

Hilfssatz 19. Ist F, G € F(U) und F = KR”), dann gilt fiir jede P
Funktor ¢ die Gleichung @(F) = ¢(@) * it e

Aus R folgt
Vo(Veo (B X F))= Vo ((F x B)o V) (R).
Benutzen wir Vo V = E,(R’), dann erhalten wir

EXx BE=(Vo (F x B))o Vi, (R uR)

und weiter

(BEXFloVa1=Vo(F X B)yoVi,0V,1=Vo(F x E) (R uR”).
Also gilt auch

Vo (F x B)=(E x F)o Vyy (Wul). (+)

Da man direkte Produkte stets in die Form

F X G=(F X E)o(E, x Q)
mj:ll. (‘.),(F) =n bringen kann, sind in " zusammen mit () alle Kombinations-
moglichkeiten enthalten, in denen ein Element aus 9 links von einem Element

aus A ‘\ A" steht. Man kann also ¥ & () mittels R’ v R so umformen, dal
jedes Element ans U’ rechts von jedem Element aus 9 . 9’ steht. Es gilti- also

Hiltssaty 20. Zu jedem F e FA) existiert ein G - und ei -
mit F=Go H (% vR). S(U) ein G € Fa g und ein H € Fyp

Aus Interesse an rekursiven Funktionen, auf die wir hier nicht niher ein-
pehen wol!en, beweisen wir den angekiindigten Satz in einer etwas schirferen
Form. \-’\-"_11- nehmen aulier {U, ¥, D} noch weitere ausgezeichnete Elemente
C Illllll T in U auf mit YT) = Z(T) = Z(C) = 1 und @(C) = 0 und definieren
wie folgt: Ein normaler Funktor ¢: F(A) — € heiBt T-normal, wenn r(C;)
p(To0), p®lo ),... ganz 8 durchliuft. Wir setzen : -

B ={"o0 |m=0.1y...}

3

mit,

"M =ToTo---0T(n-mal),

Hilfssatz 21. Sei O, T e und L, M e Jy (), QL) = (M) = 5 -
Z{L) =4 Z(_{-}I) i : (5%1( ) Q( ) Q(* ) — % und

(1) Ist "€ 8™, dann existiert ein C” € 8'™ mit C" = Lo C'(R).

(2) Wenn fiir jedes ' € 8™ Lo C'= Mo C'(R) ¢ilt, dann folgt L — M.

Beweis, 'IJl_ar Be:wais fiir (1) ergibt sich wie der Beweis zu Hilfssatz 20
nin.rmm, dali sich die Elemente von U’ mittels " uR” siamtlich nach rechts
lnr'miqt-.n lassen; da Q(C) = 0 ist, heiBt das aber, daB sie vollstdndig eliminiert
werden.,
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Zu (2): Aus Hilfssatz 20 folgt fiir jeden normalen Funktorg, daBp(L)o ¢(0) =
q.(:"l{’ o (") ist. Wihlen wir ¢ T-normal, dann gilt ¢(L) = @(M), woraus
nach Satz 12 die Behauptung folgt.

Hilfesatz 22. Sei ¢, T e und QF)=£0 fir FeU, F++ C. Ist H,, II:_:E
€ Jacgr und gilt fir jeden T -normalen Funktor ¢ @(H,) = ¢(H,), dann ist
Hy=H, (X' =Wou{C}, ANA" ={4,,...,dk—1, Th

Beweis. Zum Beweis konstruieren wir zu H, und H, einen 7T-normalen
Funktor ¢ mit @(H,) # ¢(H,) tir H, 7 H,.

Sei {0p ... 0n} freies Erzeugendensystem einer Halbgruppe Q und
S ={we 2|w=* 1} Wir setzen m = 2q k1, wo n vorerst eine be-
liehige natiirliche Zahl sei.

Ist Q(4;) = j;, dann ordnen wir 4; eine Abbildung f;: S¥#— 8 zu, indem wir
setzen :

folwy, oo s W) = On s Onsp Wy o v o Wi Okl
worin y, . . . , w;, € S und die rechte Seite ein Produkt in 2 ist. Weiter defi-
nieren wir eine Abbildung ¢: § — 8 durch

ta) = 011 fir 0 <=i<2n 4+ k+1, Hosprxr1) = 0y 0o;
w o) firw=wo;undi<2nt+k+1,

Hw) = : B
tw) o, fir w=w ozpr41 und W FE 1.

Die Abbildung t zihlt ganz S auf.

Wir definieren nun
oAy =ffiri=1,...,k—1;

o(T) = t;

p(0) = 043

@(U) = Abbildung »: S — 8%

@(V) = Vertauschung der Faktoren in 8%
p(D) = Diagonalisierung S — §2,

Wie wir frither sahen, liBt sich ¢ eindeutig zu einem Funktor XA —C
fortsetzen; ¢ ist mit R vertriglich, und es ist p(S*) = 8 auf Grund der De-
finition von £, so daB also ¢ T-normal ist.

Wir wollen zeigen, dafl

¢(H,) = p(H;) <—> H, = Hy,
wenn nur » geeignet gewdhlt wird (in Abhéngigkeit von H, und H,).
Sei
B, = {we Q| zuw existiert ein H € o () mit p(H)po (0 =w
und { = Q(H); es gibt keine Zerlegung von H der Form Foo (B, x?TxE,)o
o Fy mit p >n}.
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Man erkennt :

(1) g, Firs =10...,%2;
(2} Wye o o0, Wy E %kn ?t == Q(fii) =4
e R R S =R LR AR S S

W , ’
(3) w,eB,, w=w 04z i>W  Opipric1 €8,
e e L

Man sicht weiter, dafl %, durch (1), (2) und (3) sogar vollstindig charak-
terisiert wird.

[st w=g (Ho (") und gibt es keine Zerlegung von H der Form
Foo(Ey < P01 x E,)o F, mit p > », dann ist H durch w eindeutig bestimmt.

Dies wird plausibel, wenn man sich o, ; tiberall durch die Klammer ,,(*‘ und
Oy 1oq durch die Klammer ,,)*° ersetzt denkt.

Beispiel. H = 4;0(4; X Ao (To T x T x E)mit Q(4;) = Q(4;) = 2,
Q(d,) = 1.
Man findet :
(HoC®) = 0,001k 0ntjOntk Os 01 0n 1521 Onti On it k00 Ot bl Onik bkl -
Mit Klammern geschrieben ergibt dies:
Onti (Onj (02 01) Oupi(0)) -

Iitten wir anstelle von H das Element 7o H betrachtet, dann héitten wir
anstelle des letzten Faktors o, .;.; den Faktora, ;o erhalten, Um eindeutig
auf Il zuriickschlieflen zu konnen, haben wir gerade so viele Klammern vom
Typ ,,) eingefithrt, wie in H maximal Elemente 7 hintereinander vorkommen
konnen.

Zum Beweis definieren wir die Funktion a: S— N u {0} durch

n+1
a(w) = (Hiufigkeit von g, ; in w) — ¥ (Haufigkeit von g,,4.;
b= in w).

Iib w = v .o und v 5£ 1, dann nennen wir @ Abschnitt von w und schreiben
v« w. Man erkennt iiber die Charakterisierung von %8, durch (1), (2), (3):
afv) >0 fir v £ w und we R, ,
a(v) =0 fir v =weRB,.

Folgerung. Sei wy, ..., w;e®B, und w=1w,...w;; dann ist a(v) =0

und » < w dquivalent mit: v = w, oder » = wy - w, oder . . . oder v = .
._I'lim'aus folgt_ weiter: Ist w= e B, und ist w' = g, ; G4p W 0y1p 41, dann
gibt es genau eine Zerlegung w = w, ... wuy, so daBl wye P, tir 1 =1,...,4.

Auf Grund der Struktur von 8B, folgt weiter j = Q(4,).

Wir definieren nun die Abbildung a: B, — Fy g0(2), indem wir setzen:
(n) afo,) = E;
(B &(og) = ({7) fir 4 =1, .. ., n;

10 KIK Hoeft 4
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(0) afw) = A;o (afwy) X - -+ X a(wy)
fiir w0 = 0y Onp W Gpop 1 und @' = 1wy, .. (1075 -0 - 5 Wy € By)s
(d) a(w) = Toa(w gy p—q) Tir w = WO e, b 0.

Aus der oben gegebenen Charakterisierung von %, folgt, dall a auf ganz B,
definiert ist; es kénnte nur sein, dal} die Definition unter (¢) nicht eindeutig
ist. Dies wire der Fall, wenn es fiir w’ mechrere Zerlegungen Wity e 1
oitbe, 8o daB wy, . .., w; € B, ist. Dies ist aber ausgeschlossen, wie wir gezeigt
haben.

a ist gerade mo konstruiert, daB a(g (Ho o) = H ist tir H e Fop o,
| = Q(H)., wenn die sequentiellen Darstellungen von H die Erzeugende T
hichstens n-mal hinfereinander enthalten. Ist nun fiir jedes normale ¢ die
Relation g(H,) = ¢(H,) erfiillt, und kommt T in H; und II, hochstens n-mal
hintereinander vor, dann konstruieren wir fiir dieses n unser ¢ und a und er-
halten

H =a(g(H > C“) =8 ((p (Hyo C-.f)) =
womit unser Satz bewiesen ist.

Korollar zu Hilfssatz 22. Sei Hy, H, € Joear und Q) =1, Q(H,) = j
und ¢ (H, 0 C!) = ¢ (H,o () fiir jeden T-normalen Funktor; dann ist H, — H,.

Der Beweis hierfiir ist im Beweis zu Hilfssatz 22 vollstindig enthalten.
Hilfssatz 23. Sei F,Ge ), @A) >0 fiir A€W und A +C und gelte

fiir jeden T-normalen Funktor p(F) = ¢(@); dann ist F = G(R), wo R = R uN”
gesetzt ist.

Beweis. Aus Hilfssatz 20 folgt, daB es H,, I, € For o (A) und K, K,y
€ Tar(A) gibt, so dab gilt

F=H,0 K(R), 6=H,0EyR).

Nach Hilfssatz 19 und Satz 12 ist ¢(F) = ¢ (H,0 K,;) und ¢(@) = ¢ (Hyo K,
wo ¢ irgendein normaler Funktor ist. Also gilt g(H) o ¢(K,;) = @(Hy) o p(Ky).

Bs ist Q(K,) = Q(K,). Sei n = Q(K)); dann bilden wir H;o K;o O™ und
haben

@(Hy) o p(K, 0 O™ = g(Hy) o g0 OF) .
Nach Hilfssatz 21 gibt es ein C! bzw. ein €/ mit

¢ = K,c "N bzw. (V= Kyo C"(N) .
35 gilt also fir jedes normale ¢

@ (Hyo O = ¢ (Hy0 0) .

Wir wenden das Korollar zu Hilfssatz 22 an und erhalten H, = H, und daraus
| = j. Wir setzen H = H, = H,.

Wir zeigen nun K, = Ky(R). Sei
O = (T % 2T %= Mo O,
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A_llah Hilfssatz 21 folgt: Es existieren €y, ..., C/y, O, ..., Choq, so daB
wilt; i , , i "

Ko Gt =0 x €™ x 05 x ..
Kyo Ct=04 % Urnx 03 ..
mit Ty, Ty € Fyp.

s Cj)-|1 =0 pifie,
» R sy =T aCe

IMiir jeden normalen Funktor ¢ gilt ¢ i '
]  gilt ¢ (Ho K 0 0%) = ¢ (Ho K0 CF
u.ln-r‘ ¢ (Ho Tyo CP) =g (Ho Tyo 7). Hieraus folgt nach dem Kirollaz
7z Hilfssatz 22 ;

Ho T=Ho 7,

und nach Satz 7 (1) weiter 7, = T\.

Iy ist

Ti=ATyx By Tg ' o5 Tii),

.u-m-iln T P e % Tit1 ein Produkt von Faktoren T, 27, ..., »7
ist, in dem Faktoren *7' mehrfach vorkommen aber auch vollig fehlen kénnen.

Ht!i! ‘Z{Tl) = 1gnd J = {iy, ..., 4} die Menge der Nummern der Ausginge
von Iy und damit auch von K, und K, an denen ein Faktor ‘7" endet. Ist
i .)"r und endet an dem Ausgang i von 7' der Faktor {7', dann ordnen wir i,
die  Zahl ! =a(iy) zu. Wir erhalten so eine Abbildung «: J— N,

T R

K

MEEA

L) RPN : .
f\j ‘I_,_; e Ry die angibt, welcher Ausgang mit welchem Eingang durch
elnen B aden. in K; und K, verbunden ist. Wir kénnen durch Anwendung
ungerer Relationen K, und K, auf die Form

K, =Y, oKX,
K,= Y,0 K;0 X,(R)

] Yo tadh, M

|I1;i'llﬁ.’.'l'll,! worin Xy, X, € Fy, K1, Ky € Fo,v und ¥, ¥y € Fg ist (s. Abb, 21.)

Wegen T, = T, folgt j =m und n; = my fiir i=1,...,7j 4 1, so daB gilt
Vi=ErxX BE™ %X ...x Bitl = ¥,

mit r; = Z(7;).

Da in 7} und 7, genau die gleichen Faktoren ‘7' vorkommen, ist auch

X = X;.
Aus X, = Xf und ¥, = ¥, und der Abbildung a 1aBt sich nun eine Ab-
bildung o': N, — N, mit N, ={1,...,Z(K})}, Ny={1,...,Q(K})} ge-

winnen, die fiir K; und K, angibt. welcher Ausgang mit welchem Eingang

v:-rlnlnc'lv.n ist. Aus dem Korollar zu Hilfssatz 18 folgt damit K} = K;. Also
K= K,, q.e.d,

17 WIK Heft 4
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Satz 13. Ist F, G e FQ) mit W v{C, T'} < Aund Z(A) =1 fir A e U\ W,
dann ist p(F) = @(@) fiir jeden T-normalen Funktor genau dann, wenn F = G(R).

Beweis. Enthilt 9 auBer C kein Element A mit Q(A) = 0. dann folgt
die Behauptung des Satzes direkt aus Hilfssatz 23, 20 und 15.

Sei nun Ay = {C; |i = 1,...} die Menge der Elemente 4 mit A4 5= € und
((A) = 0. Wir ordnen jedem Element F e F(A) ein Element yy(F) € T, (U)
su. indem wir in einer sequentiellen Darstellung von F jedes vorkommende C;
durch %7 o € ersetzen, worin keine natiirliche Zahl grofier als die Héaufigkeit
des Elementes T in den vorgegebenen Elementen ¥ und G aus F(A) ist. Man
erkennt, daB w(F) unabhingig von der Auswahl der speziellen Darstellung
von F ist. Weiter sieht man

P = G() <> pulF) = 3l () -

Sei nun F, @ e () und F== G(R) und B = ypu(F), 6" = y4(G), dann ist
F', G € T (M) und F= G'(M). Nach obiger Bemerkung kénnen wir
Satz 13 aber auf %Q{\m’u{%{) schon anwenden, Also existiert ein T-normaler
Funktor ¢: Fa g, —> € mit () # @(@'). Wir konnen ¢ auf ganz XA fort-
setzen, indem wir definieren: ¢(Cy) = @(*- i o (J). Man erkennt: @ ist wieder
T.normal, und es ist @(H) = g(y(H)) fr H e F), also ¢(F) # ¢(@), was
zU zeigen war.

Der Satz gilt natiirlich auch, wenn wir ,.T-normal* durch ,normal®” er-
sotzen. In dieser Formulierung kénnen wir auch die Voraussetzung {C, 7'} < A
fallen lassen, da sich jede Kategorie F(U) mit {0, T}< U in eine Kategorie
K(AH) mit {C, T'} e AT durch einen bijektiven Funktor einbetten liBt. Also
stellt Satz 13 wirklich eine Verschirfung des in der Einleitung abgekiindigten
Satzes dar.

s ist iiblich, nicht die X-Kategorie als ,,Kategorie mit direktem Produkt**
zu bezeichnen, sondern eine Kategorie O, die noch die folgenden Bedingungen
erfiillt:

(a) Jeder Einheit e € D ist ein Element d, € ® zugeordnet und jedem Paar
von Einheiten e, e; € D ein Paar p, p, € D mit Q (¢ X ¢) = Z(d,), Q(d,) = Qle),
Qpy) = Qps) = Z (ey X &) und Z(py) = Qler), Z(pe) = Q(es)-

(b) Ist f, g € D und Q) —Qlg) = ¢, Z(f) = ¢, und Z(g) = &, dann gibt es
genau ein Element k€D mit

f=moh, g=p0h,
wobei die Bezeichnungen von (a) gelten.’
(¢) Unter den Voraussetzungen von (a) und (a) gilt weiter
h= (f X g) Q de 2

Bine X-Kategorie, die (), (b) und (c) erfiillt, wird auch kurz als D-Kategorie
hezeichnet.

Korollar 1 zu Satz 13. FA)/R mit A’ c A und Z(4) = 1 fiir A e U W
ist eine D-Kategorie.

Beweis. Sei F,G e FW), QF) = QG) =m, Z(F) = n und Z(G) = k. Aus
den Relationen R folgt fiix H = (F x G)o D, dafl

Uk+no H=F(R), Uprtto H=G(R) (+)
erfitllt ist.
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‘HI'II p: §(A) — Cy ein normaler Funktor, f = ¢(F), g = @(@) und b = o(H)
r'\";.i'“ll‘. Satz 11 sind p, = @(U3H*) und p, = @(U**) ein Paar zusa-mmon-.
gohoriger Projektionen in der D-Kategorie €5 Ist I’ e F(N) ein weiteres
Floment, das (4-) erfiillt, und ist &' = g(H’), dann gilt in g g

f=mok, g=mpoh, [f=pok, g=polk,

woraus nach (b) A =#" folgt. Da dies fiir j

iieue nalh, G . Da dies jeden normalen Funktor ¢ gilt

:a.ilhl.l,.,l hII(.-thII«;(‘!_l_;_ b?t-z 13 H=H'(R). Also ist F)/R mit D als I;)ilag({)r%:l‘i(’
Sung ur A 7 B Sl : ' e

e gund £, U als zu B, B, gehorigem Paar von Projektionen eine D-Kate-
Korollar 2 zu Satz 13. Sei W c W, Z(d) =1 fir 4 A W, aber U

nonkt beliebig, Dann gilt: 9 ™ A al i ] reies K
e %‘.(QU%{_ \ A" repréasentiert cin freies Krzeugendensystem

Beweis, Sei Bein Erzeugendensys & i '

j ! zeugendensystem der D-Kategorie D und g, : (AN A’
”:”.“Il: ::{}]:31:1\}}.>bi1t1111:i%, ile Em Voraussetzung erfiillt, die jeder Fuﬁi{tc(;r Qf%luf}!c_:
J,nimlich : Ist e Links-Einheit von ¢, (A ist Q(A’) = n, dannist (4’

g ongy(4) undist Q(A’) = n, dannist Q(p(4")) =

) .I\I'\"ir' ltfeha-upt-en,. da:.[S sich dann ¢, zu einem Funktor von J() auf D fort-
; .I:vr] abt, der“Imt i ver.trii-glich ist. Dazn geniigt es nach fritherem 2 zei el;
dul} sich ¢, zuniichst zu einer Abbildung ¢: 9 — % fortsetzen 16, so daﬁ.‘gi It -
2 Bt, gilt:

¢(U) = py, wo Po die zu e = e X €® gehdrige Projektion auf die
zweite Komponente ist. :

(D) =d,, wo d, die zu ¢ gehérige Diagonalisierung ist.

p(V) =v mit Qv) = Z(x) = Q) und (e
G T 2 X i o
und (p; X e) = (¢ X py)o . BT S
Muan erkennt, daBl

U= (ps X 1,)0 dye

|Ilinlng‘ii.nscht,e Eigenschaft hat, wenn d,,, die zu ¢ % e gehorige Diagonali-
sierung ist und p; die zu e X e und e gehdrige Projektion auf die i-Komponente

D py, py und d,,., in D lie i i

_ Pu Py W D liegen, liegt auch v in D, so dab also ¢ : A — B'
I|I:;I| h|f|fol.{1.;1ve Abblf(‘lll ng ist, die sich zu einem Funktor ¢": F(A) --(i- D for‘rﬁzt;(\?
f.ll| 1 f{)-{ II.:t vertraglich mit den Relationen aus M. Also gibt es einen FUI-lkt-(;ll'
' FOROR > D, der die durch A\ A in FEAR reprasentierten Elemente

anf B abbildet. Da F(A)/R eine egorie i
| 7! [M eine D-Kategorie ist ot da ine i
auf ist, womit das Korollar bewiesen ist. i b i

4. Bemerkungen

Bemerkung 1. Zum Beweis 3 ¥

. u: o2 s von Satz 12 geniigte es, sich auf Mengen S

;‘[ltt-il I:'NI'.?.WPI El.gmcnt-en zu beschriinken. Im Beweis zu Satz 13 haben ?m:;; Car{)e?
1 N eine abzihlbar unendliche Menge verwandt. Der Satz 13 wird falsch

a1 1 nur e . I\‘IO o ar
| - E & il 3 b : L "\ v i
Waonn wir I ]I(“I(fl 2 ngen mit einer l!S[[IIInlten N ‘Jhl on Elb‘]nent:en

Bemerkung 2. Die Definiti i
X, g 2. Die ion der allgemein-rekursiven F ion ist i
Rahmen der hier entwickelten Theorie sehr einfach [3]: ; i

Aye
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Qoi C.Te¥U, St=("ToCln=01,.. o un‘d -F e FA), Q(F{]’_l——lga
Z{‘ﬁ:)' — n und % ein Relationensystem zu '}"{-(?{) Sei We(]l.tt;;' .S ii,;ll}{e%br)‘
o .-'K-{‘)[) —» §g ein Funktor mit = @lF). . Wir sagen, }a. t:-' dt g jtedcm
‘IT'l |t|nrl , rekursiv definiert wird, wenn ¢ mit R ve-r';tra.ghfc;— L 18 uE( s ]:Hmkﬁml
‘(t' ef g‘“‘ genau ein (€S gibt mit Fo (U; = (»y(?]l). -met - %(QI)
,-‘cr‘ (-_E* hciﬁ‘? allgemein-rekursiv, wenn es ein Alphabet A, ol E]crnefila[s ; 4 )
ein l:;.t-.lationelmyst-em % und einen Funktor ¢: FA) —> N gibt, so R g
die Funktion f rekursiv definieren.

Bemerkung 3. Man kann sich mit geringer Miihp von der in :'.181‘ -Eintt?]tu:&
;,rmnachi:-en Eir?schr:’a}nkung befreien, dafl Ausgangsmgn&le und Eingangssignale
fiir jeden Baustein wvon der gleichen Art sind : at i g

Seien S 8, die verschiedenen Signalmengen, die fiir eme‘n.1 : Ii., wﬁ‘
nrl‘é:-l Aus ;ﬁé-dér Bausteine 4 € vorgeschrieben werden. Dann _I;J[Ilflll].b o
der Men%‘c 8; die Erzeugende s (1 =1,..., k) einer freien Halbgrupy
(s, - - - 5 Sz) 2. : : ;

ini inde i setzen: Q(A) = & . . . 8y, WENN

Vi finieren Q@ : A — £, 1ndgmw1rfast°:e : b
7 1‘FEWir;:g‘»;Liliaf:jl}_?a-t- ugd fiir den k-ten Eingang die Signalmenge S;; vorgeschrieben
- = - 5 'y : e - .1..-
ist. Analog wird Z: % — £ definier _ e

Nun erk{fﬁren wir die Belegung f der Netze dhﬁl]]j?; mle- fr;;hetéfrin; E;lggﬁiﬁ

g o1 | Punkte des Netzes N heibt erlaubt, w d f(1
. v Ausgdnoen haben und wenn fir jede

ie gleiche Anzahl von Eingdngen bzw. Ausga g s %
g:;(;e%]:; s mit P als Anfangspunkt und @ als Endpunkt gllt;\ L.l‘a.li dr?:lmi ?{1}3)
%pl’echenden KEingang von {Q) und dem s entsprechenden Ausgang
die gleiche Erzeugende von £ zugeordnet ist.

Im Unterschied zu fritherem fithren wir zqsﬁt-z]i(':h eine Belegung der Rand-
punkte der Netze ein; dies geschieht durch die Abbildung

g: {0y, . -+ W Zl,..._.Zm}—r{sl,...,sk},

¥ I e ol e { .E' LT nkte ]t‘.?“'_'
\-()].'i 1 Q 4 s Q” di ¢‘a11f&ngbpllnk L+ llnd Z1. Pow ey Z,m _ll h LI i.[]u 11{ e «

I -rl R . ot

Ne-ﬁzef-l. LY ]nit' d.er Be](‘.gur]g j seln [Ilﬂé’en.

¢ heiit mit (N, ) vertriglich, wenn folgendes gilt:

(1) Ist @; Anfangspunkt einer Strecke s des Netzes mit dem inne-rcr; _PUI{L}\{;- _5'

: l- : 1 1 I T 1e i
als .gﬂndpunkt und entspricht der Strecke s ein Eingang von f(P};,tSuiéchg]l(i
thL vorgeschriebene Signalmenge ist, dann muB gelten g(Q;) = ; (entsy M
fiir Zi).

(2) Ist @; Anfangspunkt der Strecke s, deren Endpunkt der Ausgan gspunkt Z;
des Nl}t?ﬂﬂﬁ: N ist, dann muB gelten: g(t;) = g(Zy).

'ri N o N ein Netz
Wit betrachten nun die Menge XA, Q, Z) der T ripel l'.A: 5 g{j, “;;1: le:l(Nc ;)
ist, [ eine zulissige Belegung der inneren Punkt?_ von N und g e h i3 en(',]_er
i iz Belegung fiir die Randpunkte von N. Wir deflqmeren in na ; Fg_;) . o
‘;’3(2‘:; gFo @ fiir F, G falls Z(G) = Q(F) und erkennfn: Q.(glf o]f) — Q{-G}é(fg ; (J;;) =4
7 Vir inieren F % @ fir F, @€ FU) und erkennen: =
i ﬁg; (3?(;; g?}”;(g;‘i Z(_F>'<) . Z{@), wobei rechts das Proldukt- in filts}:.-fzisg?
é;rrfeint- ist. Man erkennt, daB man wieder eine X-Kategorie erhilt, deren W
heiten die Elemente (Ey, g) sind.
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lin mag zuniichst vom technischen Standpunkt her als rein mathematischer
IKniff erscheinen, verschiedene Einheiten mit der gleichen Anzahl von Ein-
plngen einzafithren, nimlich nur um wieder eine Kategorie zu erhalten, Aber
on knnn auch physikalisch sinnvoll sein, diese Unterscheidung zu treffen, wenn
man Leitungen mit verschiedenen Taktfrequenzen betreibt, so dafB fir diese
nnterschiedliche maximale Kapazititen zugelassen werden.

Die hier betrachtete Kategorie ist von besonderem Interesse im Zusammen-
hang mit Fragen der Programmierung, wie sie in der Einleitung kurz ange-
sehnitten werden; denn die AnschlieBbarkeit eines Programms an ein anderes
Int nicht nur von der Anzahl der Ausginge bzw. Einginge der beiden Pro-
pramme abhingig, sondern zumindest noch von der Art der iiber die Einginge
hew. Ausgiinge zu iibernehmenden Parameter: ganze Zahlen, Gleitkomma-
salilen, Booresche Variabeln usw.

Bemerkung 4. Man erhilt die Kategorie 9, der rdumlichen Netze in fol-
ponder Weige:

Bei A = {V, V'}Iu@, @ ={4}|m.n=0,1,...} mit V) =Q(V)=
A2V) =Z(V') =2 und Q(AL) = n, Z(A%) = m. Wir setzen

By =R u{(AL X E)o Vi w=Viu(BE X Ap) |n,m=0,1,...} U
U{Va (A X E)=(ExAR)o Vyi|nm=0,1,...}u
V{(EeX VX E)o AR =ARi4e |0 ki =0,1,...}u
U {ALit2 o (Byx VX By) = ALH542 | Li,m = 0,1,...}.

Die Kategorie 9, = F()/R, ist die Kategorie der raumlichen Netze. R, sind
i Relationen der Zéopfe; die beiden folgenden Mengen beschreiben die Defor-
mution eines Fadens dber einen Knotenpunkt; die letzten beiden Relationen-
dysteme erlauben, die von einem ausgehenden bzw. in einem Punkt endenden

Htrocken beliebig zu verdrillen. Der Knotenpunkt wird dadurch von einem
vhonen Punkt zu einem Punkt des Raumes.

Man gieht leicht, daB die Losung des Wortproblems fiir %, auf das engste
it dem Knotenproblem verwandt ist,

Kurzfassung

In Toil I wurde die Theorie der X-Kategoric entwickelt, die es ermoglicht, die
bl dor Synthese von Schaltkreisen aus Bausteinen auftretenden Probleme in eine
nlgebraische Form zu bringen. Das Bausteinsystem wurde ropriisentiert durch das
Wegougendensystem 9 einer freien X-Kategorie #(%). Die Elemente von ()
roprisenticren je eine Zusammenschaltung von einem Schaltkreis aus den Bau-
sloinen, und jeder Schaltkreis, der sich aus den Bausteinen zusammensetzen 148t,
wird durch ein Element von F(%) dargestellt.

In Teil IT passen wir die Theorie noch mehr an die technischen Gogebenheiten
ant Sei A, B e F{A) und A° bew, B’ der durch 4 bzw. B bezeichnete Schaltkreis.
Ao B ist genau dann erklirt, wenn die Anzahl der Ausgénge von B’ gleich der
Anznhl der Eingéinge von 4’ ist. 4o B bezeichnet den Schaltkreis, der entsteht,
wonn man den i-ten Ausgang von B’ auf den i-ten Bingang von A’ schaltet. Tech-
nisch ist es natiiclich moglich, den i-ten Ausgang von B’ auf den #z-ten Eingang
von A’ zu schalten, wo ¢ — ip eine Permutation ist. Weiter besteht technisch die
Miglichkeit, einen Ausgang auf zwei verschiedene Eingéinge #zu schalten oder einen
Atngung gar nicht zu benutzen. Diesen technischen Selbstverstindlichkeiten tragen



230 . Horz

wir Rechnung, indem wir in 9 drei Elemente 1V, D, U aufnehmen, deren Funktion
so festgelegt wird, daB 7 die Uberkreuzung zweier Drihte und D die Verzweigung
zweier Drihte in zwei Zweige reprisontiert; U hat einen Eingang und keinen Aus-
gang.

Nun stellt sich folgendes Problem. Seien A, B e F(A) und zei {V, D, U} c U
und die Funktionen von U, ¥, D in der oben skizzierten Weise festgelegt, wihrend
die Funktionen von U~ (U, V, D} vollig frei sind: Man finde ein System von
Relationen W, das es erlaubt, 4 genau dann in B iiberzufithren, wenn 4 und B
bei jeder Belegung von A~ {U, V, D} durch Funktionen die gleiche Funktion
definieren.

Die Aufgabe wird in dieser Arbeit fiir den Sonderfall geldst, daf die Elemente
von U { U, ¥, D} nur einen Ausgang besitzen. Bildet man in der durch 9 er-
zeugten X-Katogorie Restklassen nach S, dann erhiilt man eine freie D-Kategorie
{(Kategorio mit direktem Produkt).

Dieses Ergebnis ist aueh im Zusammenhang mit dem Problem der automatischen
Vereinfachung von Programmen von Interesse.

Abstract

In part T the theory of X-categories was developped, which enabled us to give
the problems arising in connection with the synthesis of switching circuits an al-
gebraical form. The system of primitiv building blocks was represented by the
generator system 9 of a free X-category F(%). Kach of the elements of F(A) re-
presents the synthesis of a eircuit from the primitiv building blocks and each syn-
thesis of a eireuit has a correspondence in ().

In part 11 we adapt the theory more to the technical reality. Let be A, B € F(9)
and A’ resp. B’ the circuit designated by A resp. B. Ao B is defined, if the number
of the outputs of B’ is equal the number of inputs of 4’. 4o B represents the
circuit which arises from 4’ and B’ by switching the output number ¢ of B’ on the
input number ¢ of 4. The circuits can be switched in other ways too: On ean the
i-th output of B’ switch on the ip-th input of B’, where ¢ — i} is a permutation.
Beyond it, it is possible to connect one output of B’ with two or more inputs of a
circuit A’ or not to use one output. We take account of this technieal self-evidence
and take three elements 17, D, U into 9 and fix their functions such that V' re-
presents the crossing of two wires and D the branching of a wire in two branchies.
U reprosents an element, which has one input but no output.

Now the following problem arises. Let be 4, B € &), One find a system of
relations M that allows to transform A into B if and only if 4 and B realize the
same funetion for each coordination of functions to the elements of (U, I, D}.

This problem is selved in this paper for the special case, that the elements of
AN{U, V, D} have only one output., Forming equivalence classes respective 0
one gets the quotient category, which is a free D-category (category with direct
product).

This result is of interest for the automatic modifying of programs in computers
too.

Peziome

B nepsoit vactn padorsl buia nailomena Teopus X-KaTeTopuu, KoTopas 1asTt
BOSMOMHOCTE IIEPEBCCTH B areipanvecHyio GopMy TpobIeMsl, BOZHHRAIOIINE TIpH
CHHTE3E 1EePeIUTOIanINGIX CXeM M3 dlleMeHTapHLX OaokoB. CHeTeMa 9THX dIeMeH-
TAPHEIX OIOKOB TpegcTaBsuIach cuereMoti oGpasyomux ¥ ceofogHol X-RaTepo-
pun F(A), Kampent sagement us FA) mpegcrapiser NeperiIOUAIOLIYE) CXCMY 13
QIEMEHTAPHEIX (I0KOB M KadJad MePeRI0IAIIIAN CXeMa, KOTOPAad MOMHeT OBITh
HOCTPOEHA U3 HIEMeHTAPHBIX OI0HOB, TpelcraBingercs ajaementom uz §(U).
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Bo Bropoil macTH MBI OPpUGIMIKAEM TeopHlo eld Goiblle K TeXHHIeckuM YCIo-
puaM: llyern A, Be®¥) mw A" u B coorserersywmne A u B neperiio-
Hqawinpie cxemul. 4 0 B onpefeaeno Torga M Toabko TOINA, KOINA YHCI0 BRIX0T0B
B B’ pasmo umcay pxogop B A’. 4 0 B olosnadaer 1eperaioyaiomyio cXeMmy,
ROTOPAsA MOAVIACTCH, CCINH COCTHHATL i-THH BLIXox M3 B’ ¢ i-ToiM Bxojlom B A,
TeXHHUCCEN BOSMOMHO TaR:He COCTUHEHHE [-TOTO BLIXo#a M3 B’ ¢ ip-ThiM BXOj0M
B A’, TA¢ { — i3 CCTH TcpecTaHoBHA. Bo3MOMEHO CoeguHeHWE OTHOTO BLIX0ja C
ABYMA Da3SHEIMH BXOTAMH, 4 TaKHe MOMHO 1e HCIOAL3OBATE OIHOIO BHIXO/A.
VuUuTEIBAA 5TH BO3MOKHOCTH Mbl BRIOUaeMm B U Tpm saementa V, D, U, rje
T ofo3HavaeT nepecedeHue ABYX NPOBOMOR, [} — pasBeTRICHHC IBYVX IPOBOIOK
Ha JIBe BeTBH, U — uMeeT BXO/, HO He MMEeT BEIXO0JA.

Bosuukaer chnejyioman upotaema: Ilyers A, B e FW), nyers {V, D, UlCc¥;m
OyCeTh onpeineaser gyvaripn daemenros U, ¥V, D ragum e 00pasoM kawx BLIle
OBIZI0 YHA3aHo, HO (PVHRIUKM saementToB U {U, ¥V, D} MoryT OLITH coBepIIeHHO
nponaBoaLpHs.  Hymno gailtn cuctemy cooTHonernii R, KoTopad DasT BO3MOIK-
HOCTh mepesectn A B B Torjga M TolnbKO TOTAa, Korma 4 u B peaiusyioT onu-
HAKOBBIE PYHRIMN HPH KamgoM BeiGope Gyurmuit aaemenros uz 4 {U, V, D},

Dra pajgava peumacTes B OperloseHnoli paboTe O YACTHOTO CIyYad, Korja
amementol ua A~ {U, V, D} nMmelor TonbKO Oo oJHOMY BuiXogy. Ecmu obpaso-
BaTh HJaaccel BeYeToBR 1o R B X-wareropum, moposmgéHHo# U, To moayuaercs
cpofonuan D-gareropus (RaTeropus ¢ NPAMBIM IPOU3BETIeHIEM).

DTOT peayaLTAT MMeeT HHTEpeec M B CBA3K ¢ NpodjgeMoii aBTOMATHYECKOTO
VIPOMIEHNA HPOrpavm.,
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