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. PREFACE

De toutes les idées qui circulent dans les milieux mathématiques actuels,
celle de publier un ouvrage de référence consacré 3 la théoric des faisceaux
est assurément I'une des moins originales : la plupart des spécialistes de cette
théorie en ont eu Pintention 3 un moment ou A un autre, et Pon connait
plusicurs pubhcatxons — en général mnéotypéescommcs’:ls agissait de tracts
subversifs — qui traitent de cette question, les plus céldbres 4 Juste titre étant
celles que Pon doit & Henri Cartan, Mais on chercherait en vain un exposé
complet, donnant toutes les démonstrations de tous les théordmes, et les
donnant en entier. Alors que la technique des faisceaux envahit les branches
les plus diverses des Mathématiques, une parcille situation ne pouvait ére
tolérée plus longtemps par les techniciens : c’est pourquoi un spécialiste de
P’analyse fonctionnelle présente aujourd’hui un exposé complet, i, e. moins
incomplet que les autres, de la théorie des faisceaux — with a vengeance,
Il est évident qu'un tel kivre serait parfaitement inutile s’il ne s’adressait
quaux spécialistes de la théorie des faisceaux, ou méme, en raison des appli-
cations extra-topologiques de cette théorie, #il supposait le lecteur parfaite-
ment informé des techniques classiques de la topologie algébrique. Nous
avons donc cherché & écrire un ouvrage qui ne suppose aucume connaissance
de la topologie algébrique, et par conséquent avons fait précéder Pexposé
de la théorie des faisceaux proprement dite d’un chapitre d’algibre homo-
logique qui, nous Fespérons, sera utile 4 certaines catégories de lecteurs,
Outre les considérations habituelles sur les suites exactes, les foncteurs, les
complexes, etc..., ce chapitre premier traite essentiellement de trois questions
importantes : la théorie des suites spectrales (§ 4), celie des foncteurs Ext et
Tor (§5), ct celle des complexes simpliciaux (§ g). Notre exposé est évidemment
beaucoup plus court et beaucoup moins complet que cclui quon trouvera dans
le livre récent de H. Cartan ct 5. Eilenberg, en c¢e qui concerne les suites
spectrales et les Ext et Tor. Onant aux « complexes simpliciaux », il s’agit
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des complexes de chaines (ou de cochaines) dans lesquels on a des « opéra-
teurs de face » permettant d’cffectuer formellement les calculs simpliciaux
classiques; situation que I'on rencontre non seulement dans la théorie clas-
sique des polyédres, mais aussi en homologie singulidre, en cohomeologic de

¢t en théorie des faisceaux. Comme de plus les travaux récents de
Kan semblent prouver que ces complexes constituent le domaine naturel
de validité d'une théorie complite de I’homotopie, on peut affirmer que
la notion générale de complexe simplicial (due essenticllement A Eilenberg
et Zilber) est appelée A jouer un réle essentiel en topologie algébrique.
On trouvera en particulier dans ce paragraphe 3 un exposé A peu prés complet
de la théorie des produits (produit cartésien et cup-produit), exposé dont
Ia seule originalité est sans doute d’étre imprimé. Nous n’avons pas cru devoir
insérer dans ce paragraphe un cxposé des opérations de Stecnred; on le
trouvera dans le second volume de cet ouvrage, lorsque nous aurons 4 notre
disposition les techniques nécessaires (cohomologie des groupes, espaces A
groupes d’opérateurs, homologie singulidre, ...). '
La théoric des faisceaux proprement dite occupe la seconde moitié de
ce livre. A Pintention des lecteurs qui sont au courant des exposés publiés
antéricurement nous allons donner quelques indications sur lez méthodes
que nous employons, attendu que celles-ci different assez sensiblement des
méthodes déja connues, et vont du reste en général plusg loin que celles-ci.

Aprds deux paragraphes de généralités sur les faisceaux d’ensembles et les
faisceaux de modules, nous abordons au paragraphe 3 le probléme central |
de la théorie des faisceaux : celui du « prolongement » ou du « relévement »
des sections d’un faisceau, La notion essentielle de ce point de vue, 3 cause
de sa simplicité et de son utilité, semble &tre celle de faisceau flasque : un
faisceau ¥ sur un espace X est flasque si toute section de F au-dessus d’un
ouzert de X peut se prolonger & X tout entier. Tout faisceau F peut se plonger
dans un faisceau flasque (par exemple, le faisceau des germes de sections
non nécessairement continues de F); de plus, si Fon a une suite exacte

0-—;—;”-;—5‘-.—- -

de faisceaux flasques de groupes abéliens, alors les sections de ces faisceaux
au-dessus -d’un ocuvert quelconque forment encore une suite exacte, Dans
les espaces paracompacts, il est important d’avoir aussi la notion plus faible
de faisceau mou: un faisceau & est mou si toute section de F au-dessus d’un
ensemble fermé se prolonge A I'espace ambiant, Cette notion semble devoir
se substituer avantageusement & celle de faisceau fin, qui jouait um réle essen-
tie! dans la théorie antérieure, comme on l¢ constatera expérimenta-
lement, Sur un espace paracompact, si ’on a une suite exacte de faisceaux
mous de groupes abéliens, les sections de ces faisceaux au-dessus d’un fermé
quelconque forment encore une suite cxacte.
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Le paragraphe 4 définit, pour tout espace X, méme non séparé, et tout
faisceau & de groupes abéliens sur X, les groupes H*(X; .b) et démontre
Jeurs propriétés essentielles : on a tout d’abord

H® (X; &) =T (&),
g.loupe des sections globales de &; & toute suite cxacte
N . Rt i
est associée une suite exacte de cohomologie
e o (53 ) o P (3 ) o H (3 ) - HO 21 O ) -3

enfin, on a
H*(X;&) =0 pour a1

si Jb est flasque (ou bien, lorsque X est paracompact, si J est mouj. La possi-
bilité¢ de définir, sans aucune hypothése sur X, des groupes de cohomologie
possédant ces propriétés, a été démontrée tout d’abord par A. Grothendieck
en 1955, en utilisant le fait que tout faisceau se plonge dans un faisceau infectif,
au gens de l'algebre homologique, Comme les recherches de Grothendieck
sur ce sujet geront publiées prochainement, nous avons préféré utiliser, au
lieu des faisceaux injectifs, les faisceaux flasques [qui évidemment sont spécia-
lement adaptés & I’étude du foncteur & -+ I'(A}]; il s¢ trouve que I'on peut
construire, de facon canonique, une résolution flasque

0= b € (X; ) > € (K; ) > -
de tout faisceau b, qui de plus est un foncteur « exact » par rapport a Jo;
posant

C* (X3 0) =T (* (X; &), H=(X;4) = Hr (C* (X3 W),
on obtient alors, de fagon tout A fait élémentaire, les trois propriétés fonda-
mentales des groupes de cohomologie,
Le § 4 contient aussi la démonstration, basée sur Pemploi des suites spectrales,
des célebres «théortmes fondamentaux »; en particulier, toute résolution
0o+ €0 o g1,
d’un faisceau & donne lieu A des homomorphismes canoniques
HYT (%)) -~ HYX; &),

Iesquels sont bijectifs si les $P sont flasques (ou mous, lorsque X est para-
compact), c¢ qui montre bien entendu qu’il était en principe inutile, pour
définir les groupes H*X; &), de choisir une résolution flasque « canonique »
de J. Enfin, nous exposons en déiail la suite exacte de cohomologie associée 4



v PREFACE

un sous-espact fermé, et diverses questions accessoires (relations entre la
cohomelogie d’un ensemble et celle de ses voisinages, cohomologie 4 valeurs
dans une limite inductive dé faisceaux, suite spectrale des espaces fibrés,
dimension cohomologique).

Le § 5 étudie les relations entre Jes gmupes HYX; &) et les groupes ﬁ-(X Jo}
obtenus par la méthode de Cech (laquelle, on l¢ sait, ne donne pas de résultat
satisfaisant en dehors des espaces paracompacts, ou bien de catégories spé-
ciales de faisceaux). Nous montrons d’abord que tout recouvrement 1 de X
qui est soit cuvert, soit fermé et localement fini, définit une résolution C*(U; &)
de tout faisceau M sur X; il en résulte des homomorphismes canoniques
H*(1l; &} - HX; &) qui proviennent du reste d’une suite spectrale. A la
limite, on trouve une suite spectrale reliant la cohomologie de Cech 2 la
« bonne » cohomeologie. On déduit de 13 qu’il y a isomorphisme

HA(X; &) = HYX; &)

pour tout faiscean si X est paracompact; et, si X n’cst pas paracompact,
il en est encore ainsi pour un faisceau donné g’il existe dans X « suffisamment »
d’ensembles ouverts tels que, pour toute intersection finie U de tels cuverts, on
ait

HMU; &) = 0 pour 5 3> 1.

Ce dernier résultat, dir & H. Cartan, permet de montrer que, pour les faisceaux
algébriques cohérents étudiés par Serre, la cohomologie de Cech coincide
avec [a « bonne » cohomologie. Nous avons pu d’autre part démontrer, sans
hypothise sur I'espace X, le résultat céléhre de Leray suivant lequel,
étant donné un recouvrement M = (M;) de X tel que Pon ait toujours

HYM;,n---n My ;&) =0poursn>1,
les homomorphismes ' '
H (5 &)~ HA(X;54)
sont bijectifi pourvu que MM soit ouvert, ou bien fermé et localement fini. Nous
n’avons malheureusement pas pu trouver une démonstration qui s’applique
simultanément 3 ces deux cas : dans le cas ouvert, il faut étudier le double
complexe C*(M; €*(X; M), et dans le cas fermé le double complexe
C*(X; c*(IM; &), od C*{IM; &) désigne la résolution de b définie par M.
Le § 6 étend A la théorie des faisceaux les notions de produit cartésien et de
cup-produit. Etant donnés des faisceaux & et B sur des espaces X et Y, on
constate trivialement que le produit tensoriel des résolutions canoniques de b
et & est une résolution du produit tensoriel oo § & (Ia notation § indiquant que

le résultat est un faisceau de base XxY), d’oll, sans aucune hypothése
sur X et Y, des applications

HP(X; &) X H(Y; B) = Hrvo(X X Y; 5 B )
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qui possddent toutes les propriétés qu’on est en droit d’attendre d’un produit
cartésien en cohomologie, Lorsque X = Y, on trouve par des raisonnements
similaires, ou bien en utilisant le prodmt cartésien et l’apphcauon diagonale,
les cup-produits

He(X; &) X H(X; 8) - Hr+9(X; b @ 8).

Indiquons par ailleurs une circonstance importante; il existe, pour lout fais-
ceau 4 sur un espace X, une résclution flasque

0 o &b = P(X; ) = 9 (X; k) -

qui est un foncteur exact en M, ¢f dont la différenticlle résulte d’une structure semi-
simpliziale (i. e. d’opérateurs de « face » et de & dégénérescence » analogues
formellement 3 ceux de la théoric des complexes semi-simpliciaux d’Eilen-
berg-MacLane-Zilber). 5i Pon utilise cette résolution pour définir les groupes
de cohomologie, on constate que les formules « explicites » qui donnent le
cup-produit dans la théorie simpliciale classique, disons Ia formule

SUE(Rgy ooy Xpig) =S{%gs 0y 2p) @ g(Xpy o0y ¥psg)s

le donnent aussi en théorie des faisceaux (¥). Cette remarque n’a pas seule-
ment [’intérét, aprés tout purement pédagogique, de montrer que la théorie
multiplicative des faisceaux n’est quun cas particulier de Ia théoric générale
concernant les complexes « simpliciaux »; elle montre que toute notion repo-
sant exclusivement sur Pexistence d’une structure simpliciale s’étend automa-
tiquement A la théorie des faisceaux; en particulier, il est clair dés maintenant
que las opérations de Steenrod peuvent se ddfinir en théorie des faisceaux puisqu’elles
supposent, tout au plus, une structure simpliciale et une application diagonale.
Cette question, comme nous I"avons dit plus haut, sera exposée en détail dans
le second tome de cet ouvrage.

Enfin, le § 7 contient des indications sommaires sur les faisceaux injectifs,
les foncteurs dérivés, et la suite spectrale des Ext qui est indispensable en
glométric algébrique (%),

Les quelques indications qui préckdent montreront sans doute aux lecteurs
informés que notre exposé différe sensiblement de ceux de Leray ct Cartan,
bien que, de toute évidence, les idées essentielles qui le gouvernent soient dues
A ces auteurs, Il semble raisonnable de penser que la théorie des faisccaux est
maintenant dans un état pratiquement final, attendu que d’unc part elie a

(1) Il en est bien enténdu de méme en cohomologie de Cech; malheurcusement, la
méthode de Cech n’est satisfaisante que sur les espaces paracompacts.

{® On trouvera des résultats beaucoup plus complets (notamment pour les faisceaux
« cohérents » de modules) dans un article de Grothendieck (Sur qualgues points d’ Algibre
Homologique, & paraftre an Tohoku Math. Fournal).
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atteint le degré de généralité maximum que l'on puisse concevoir, et que
d’autre part ses méthodes sont, & beaucoup d’égards, considérablement plus
simples que celles des auteurs anciens; cela ne saurait cependant nous faire
oublier le rdle qu'ont joué ceux-ci: il est clair que notre exposé ne comporte,
la plupart du temps, que des améliorations de détail par rapport A ceux de
Leray et Cartan (1). Le progrés le plus important est probablement d’avoir pu
construire une théorie raisonnable valable pour fout espace topologiquc H
comme nous I'avons dit, on doit ce résultat 3 Grothendieck; mais il semble
juste d’ajouter que, probablemcnt, la question ne se serait pas mé:mc poséc sans
les wravaux de Serre sur les variétés algébriques.

Pour parvenir 4 un exposé relativement complet de la #héoric des faisceaux,
il nous resterait A traiter encore quelques questions importantes : rapports
entre la théorie des faisceaux ct I'homologie singulitre, dualité des variétés,
espaces fibrés et faisceaux i groupes d’opératewrs, opérations cohomolo-
giques, etc... Il est clair que nous n’aurions pu inclure ces matidres daus le
présent volume sans en retarder considérablement Ia publication; elles consti-
tueront donc le second tome de cet ouvrage, ou ’on apprendra, par exemple,
comment calculer les groupes d’homologie d’une sphére (probléme que les
résultats contenus dans ce premier volume ne suffisent malheureusement pas
résoudre...).

11 est bien évident que ce livre n’aurait jamais vu e jour sans Paide précicuse,
et les encouragements enthousiastes (quoique particllement intéressés), que
nous ont prodigué certains géométres, et tout spécialement N, Bourbaki,
H. Cartan, P, Cartier, A, Grothendieck et J. P. Serre. D’autre part, une pre-
miére rédaction de cet ouvrage a été écrite pendant année scolaire 1954-55,
alors que "auteur occupait, 4 1a University of Illinois, 1a « G. A. Miller Visiting
Professorship » et se trouvait, de ce fait, dans des conditions particuliérement
favorables. Enfin, 'impression de ce Livre a &té rendue possible grice A PInsti-
tut de Mathématiques de 'Université de Strasbourg. A tous ceux, proches ou
lointains, qui 'ont aidé, "auteur est heurewx de présenter ses remerciements
les plus chaleureux.

{*) Sans entrer dans une discussion historique du sujet, il est indispensable de rappeler
qu'un certain nombre d'idées de base de la théorie des faisceaux et des suites spectzales
furent introduites par J. Leray en 1945 et dans les années suivantes, La notion générale
de suite spectrale fut ensuite dégagée par J. L. Koszul. Le premier exposé cohdrent
de la théorie des faisceaux, basé sur la notion de « résohution », est dd A H. Cartan,
Il semble enfin que, A cdté des travaux videmment fondamentaux de J. Leray, une
démonstration du théordme de Rham par A. Weil, datant de 1947, ait joué un réle
important dans Pévolution de la situation.
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A Dlintention des lecteurs qui ne sont pas encore familiarisés avec les questions
traitées dans cet ouvrage, il peut étre utile de donner quelques indications sur
la fagon de lire celui-ci,

I1 est indispensable de lire les §§ © et 2 du chapitre 1, et les §§ 1 ¢t 2 du cha-
pitre it. On peut alors lire le n° 3.1 du chapitre & (faisceaux flasques) puis les
n% 4.1 % 4.4 de fagon & connaiire la définition et les principales propriétés des
groupes de cohomologie & valeurs dans un faisceau. 11 est alors indispensable
de Lire le § 4 du chapitre 1 (suites spectrales) ainsi que ce qui concerne les
faisceaux mous au chapitre o, § 3; on peut ensuite terminer la lecture du § 4
du chapitre i (I'essentiel étant les n% 4.5 a 4.10).

Avant d’aborder la cohomologie de Cech, il est utile de lire le début du § g
du chapitre 1, spécialement les n® 3.1 4 3,5; on peut alors, dans une premiére
lecture du § 5 du chapitre &, se borner aux n% 5.1, 5.3, 5.4 5.7, 5.8, 5.9 ¢t 5.10,
en négligeant ce qui concerne les familles de supports.

En ce qui concerne les produits en cohomologie, il est pratiquement indis-
pensable &’étudier simultanément la fin du § § du chapitre 1 (n% 3.6 4 3.12) et
le § 6 du chapitre i étant donné que ces deux §§ sont étroitement liés.

De méme, il est utile de lire simultanément le § 5 du chapitre r et le § 7 du
chapitre I, en essayant, 4 titre d’exercice, dc se placer dans une catégorie
abélienne quelconque (mais possédant suffisamment d’objets injectifs). Il est
aussi utile de construire des démonstrations purement fonctorielles des théo-
rémes fondamentaux du chapitre 1, § 4.

Le lecteur désireux de connaitre quelques applications de la théorie des fais-
ceaux, ou d’en approfondir certains aspects, pourra consulter I'article de Serre
sur les faisceaux algébriques cohérents (Annals of Math., 61 (1955), pp. 197-278),

un article de Grothendieck 3 paraitre au Tohoku Math, Journal, et enfin les
volumes du Séminaire de 'E.N.S. de H. Cartan consacrés aux fonctions de
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plusieurs variables complexes. On pourra aussi consulter le volume récent
de F. Hirzebruch dans la série bien connue des Ergebnisse der Mathematik,
qui contient des applications importantes de la théoric des faisccaux 4 la
théorie des variétés analytiques compactes.

Notons enfin qu'une référence telle que Théoréme 4.9.5 indique qu’on doit
se reporter au n° 4.9, donc au § 4, du méme chapiire, sauf mention expresse du
contraire {utilisation au chapitre m de résultats ou de définitions contenus
dans le chapitre 1).



CHAPITRE I

ALGEBRE HOMOLOGIQUE






I. MODULES ET FONCTEURS

1. 1. — Suites exactes de modules

Soient A un anneau avec €iément unité, et L, M deux A-modules 3 gauche,
L’ensemble des homomorphismes de L dans M est un groupe abélien, qui
sera noté Hom, (L, M) ou simplement Hom(L, M) si aucune confusion n’est
possible,
Etant donné un homomorphisme f: L = M on définit

Ker(f) =/~%0); Im{f) =f(L); Coker (f) = M[f(L).

Ce sont des A-modules 3 gauche,
Une suite
oo > Ly L n,, DL e

de A-modules et d’homomorphismes de A-modules est dite exaste si Yon
a Im{f,) = Ker{fa .} pour tout n. Par exemple, la suite

o~ {LEL "o |
est exacte si et seulement si fest injectif, g surjectif, et side plus Im(f) = Ker{g) ;
on peut alors identifier L’ & un sous-module de L, et L'’ aumodule quotient /L',
1.2, — Propriétés des groupes Hom(L, M)

Dans tout ce n® on considére des modules A gauche sur un annean A donné,
Supposons donnés des homomorphismes

J:L—=1L; g:M-=M;
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on obtient alors un homomorphisme de groupes abéliens
Hom( f; g) : Hom(L, M) - Hom(L', M),

4 savoir celui qui transforme toutu : L > Men gousf: L' > M'. On exprime
ce fait en disant que Hom(L, M) est contravariant en L et covariant en M.

Les deux propriétés fondamentales des groupcs Hom(L, M)] sont les sui-
vantes :

St Pon a une suite exacte de la forme
0M = M-=M
alors powr tout 1L, ia suite correspondante
' 0 - Hom(L, M) - Hom(L, M) - Hom(L, M")
est exacte; si Pon a une suiie exacle de la forme
L'e~L>L'->0
_ alors pour tout M la sutte corvespondante

Hom(L/, M) =« Hom(L, M) - Hom(L', M) «. 0
est exacte.

Ces propriétés sont bicn entendu triviales.
1.3, — Modules projectifs

Un A-module 2 gauche L est dit projestif s, pour toﬁte suite exacte de la
forme
0rX = X-»X >0

la suite correspondante

0 - Hom{L, X'} » Hom (L, X) - Hom(L, X") -0
est cxacte. En vertu du n® précédent les A-modules projectifs sont donc carac-
térisés comme suit :
(PR): Soit p: X —» X' un homomorphisme surjectif; alors pour fout homomor-
phisme f71 L+ X' sl existe un homomorphime f: L X tel que f* = pof.
Théoréme 1.3.1 — Pour gu'un A-module soit projectif il faut et il suffit qu'dl
soit facteur direct d'un A-module libre.

Notons tout d’abord qu’un module libre est projectif, car un homomor-
phisme d’un module libre L est déterminé par les valeurs, du reste arbitraires,
qu’il prend sur une base de L. D’autre part, il est clair qu'un factcur direct
d’un module projectif est projectif; 1a condition de I'énoncé est donc suffisante.
Pour montrer quun module projectif L la vérifie, on écrit L = F/R ot F
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est un A-module libre et R un sous-module de F; comme L est projectif,
Yapplication identique L -» L se factorise en un homomorphisme L -» F
et en lapplication canonique F — L, d’oti le résultat.

Il résulte évidemment du théoréme précédent que lout A-module est un

quotient d’un A module projectif. Nous aurons par la suite (§5) besoin du résultat
plus précis que voici *

Théoréme 1.3.2 — Elant donné un diagramme de A-modules

P P
¥ ¥
0= X X >
\ ¥
0 0

dont las Kgnes et les colonnes sont exactes, et dans lequel P ot P sont projectifs, ou
peut trouver un A-~module projeciif P et des homomorphismes P = P, P =P, P = X
dz telle sorie que lo diagramme

0P = PP =0

R
DX X=X 0
¥ Y
0 0 0

soit commuiatif et formé de suites exactes.
Pour cela on prend P = P’ X P' (en sorte que P est bien projectif) et on
définit les homomorphismes P/ -= P et P P* A partir de cette décomposi-
tion de P en somme directe; on obtient ainsi un diagramme de suites exactes
0P o P PP =0
\ ¥
0= X! -u-X-a-X'-t-O;
¥ t
0 0

pour définir F'homomorphismee P+ X, on construit d’abord ur homomaor-
phisme P’ - X tel que le diagramme
P
v 1
X - X'
soit commutatif — ce qui est possible puisqne P* est projectif et 'homomor-
phisme X -» X" surjectif; puis on construit un homomorphisme P - X en
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composant P’ - X’ et X' = X; il existe alors un homomorphisme et un seul
P X qu, sur les facteurs P* et P’ de P, se réduise aux homomorphismes
gu’on vient de définir; il est clair que celui-ci répond A la question.

Notons pour terminer que si I'anncan de base A est principal, tout A-module

projectif est libre, et réciproquement, puisqu’alors tout sous-module d'un module
libre est libre.

1. 4. — Modules injectifs
Un A-module L est injectif si pour toute suite exacte

Qo X e W X o ()
la suite correspondante

0 = Hom(X', L} - Hom(X, L) = Hom(X* L) =0
est encore exacte, antrement dit s'il vérifie la condition
(IN]) : seft § 2 X' = X un homomorphisme injectif; alors pour tout homomorphisme
S X o Ll existe un homomorphisme f: X - Litel que f' = fo f

Cela signifie que tout homomorphisme dans L d’un sous-module d’un module X
se prolonge en un homomorphisme de X dans L.

Théoréme 1.4.1. — Pour gi'un A-module & gauche L soit injectif il faut et il suffit
que, pour tout idéal & gauche 1 de A et tout homomorphisme f:1-= L il existeun xe L
tel que £ (X) == d.x pour fouth e 1.

La condition est nécessaire puisque f doit se prolonger en un homomor-
phisme A - L.,

Réciproquement, supposons-la vérifice, et soient X un module, X' un sous-
module de X, et f un homomorphisme X’ -» L. En considérant les couples
(Y, g) ot Y est un sous-module de X contenant X' et g un homomorphisme
Y - L qui prolonge f, on voit 4 Paide du Théoréme de Zorn que f admet un
prolongement maximal (Y, g). 81 Y était distinct de X, on pourrait construire
un r& X non dans Y, un idéal 4 gauche 1 de A (Vensemble des A A tels que
kxeY) et un homomorphisme 4: 1 - L, 2 savoir X — g(d.x); par hypothése
il existerait un élément « de L tel que la relation Ax e Y impliquerait g(hx) = hu;
mais alors g serait prolongeable au sous-module de X engendré par Y et x, d'olt
une contradiction.

Si par exemple I'anneau de base A est principal alors L est injectif si et seule-
ment si, pour tout k = 0, Pendomorphisme ¥ — ix de L est surjeciif.

Théoréme 1.2.2. — Tout A-module est un sous-module d’un A-module injectif.

Pour le voir, considérons I'anncau Z des entiers rationnels, le groupe additif @
des nombres rationnels, et le Z-module

T = Q/2.
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Celui-ci est injestif en vertu du critére précédent, et il est clair que tout groupe
abélien ¢yeligue (d’ordre fini ou non) se plonge dans T.

Cela dit soit L un A-module A gauche, et formons
L. = Homg(L, T);
c’est de fagon évidente wm A-module A droite; de méme,

£~ Homy(L, ‘I')

est un A-module & gauche, et on a un homomorphisme canonique

_ L-» i
de fagon non moins évidente. Montrons d’abord que celui-ci est injectif, Soit
en effet un xsL non nul; tout revient & construire un homomorphisme
J:L =T tel que f(x) o o; or soit G le groupe cyclique engendré par x dans
le groupe abélien L; comme G se plonge dans T, on peut définir f sur G —
mais comme T est un Z-module injectif, fse prolonge 2 L, d’ou le résultat.
Montirons maintenant que s L ast projectif, L est injectifs soient en effet X un
A-module 2 droite et f un homomorphisme d’un sous-module X’ de X dans
le A-module L; par dualité on en déduit un homomorphisme £ f>%Xeten
particulier, puisque L se plonge dans i., un homomorphisme de L dans X/;
mais X' étant un sous-module de X et T étant injectif, X’ est un quotient de X ;
puisque L est projectif, I’homomorphisme §: I — X’ provient d’un homo-
morphisme L -> X, lequel définit par dualité un homomorphisme k-t qui
prolonge f, et a fortiori un prolongement de f 3 X.
Pour achever la démonstration, représentons £, comme quotient d’un module
projectif F; alors ﬁ, et g fortiori L, se plonge dans F, qui est injectif @’aprés ce
qu’on vient de voir — d’ot: le résultat.

On laisse au lecteur le soin d’établir, & Paide du résultat précédent, .que pour
qu'un module L soit injactif il faut et il suffit qu'il soti facteur divect de tout module le
contenani.

"On a bien entendu pour les modules injectifs un résultat similaire au Théo-
réme 1.3.2; on laisse au lecteur le soin de ’énoncer et de le démontrer.

1. 5. — Produits tensoriels

Soient L un A-module & droite ¢t M un A-module & gauche. Formons le groupe
abélien libre (1., M) ayant pour base 'ensemble produit L X M, et dans
(L, M) considérons le sous-groupe N, (L, M) engendré par les éléments qui ont
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I'une cu Fautre des formes snivantes ¢

(¥ + 2, 3) — (&, 3) — (*", )3
(Y +5") — %)) — (%97
(xa,y) — (%, a)

(x,«,x"aLl; y,¥,y"eM;acA); on appelle alors produit tensoriel de L par
M le groupe abélien

L ? M = (L, M)/N, (L, M).

L’image du couple (x, y) dans L. ® M se note x ® y; les éléments de cette
A

forme engendrent L. ® M, ¢tonades formules (' + ') @ y=2" @ y+x" ® 3,

) A
etc., correspondant [aux « relations » qu'on a imposées dans le groupe
abélien libre (L, M).
. Soit G un groupe abélien quelconque; une application f: L x M— G est bili-
néasre si, pour y donné (resp. xdonné), V’application x> f (¢, ) (resp. y > f(x,5))
est un homomorphisme de groupes abéliens, et si en outre on a lidentité
f(xa, ) = f{x, ay) pour tout ae A, Par exemple, on a une application bili-
néaire canonique .

LxM->L&M,
A

3 savoir (x, ¥) —x ® y; de plus, oute application bilinéaire I. x M —+ G

s’obtient en composant I’application précédente avec un homomorphisine de
groupes abéliens L& M — G,
A

Si I'on considére A comme un A-module 4 droite, alors pour tout A-module &
gauche M on a un isomorphisme canonique A ® M = M, obtenu en iden-
A

tifiant ¢ ® m et a.m.

Soient A et A’ geux anneaux, L et M des A-modules & droite et 3 gauche res-
pectivement, L’ et M’ des A'-modules & droite et & gauche respectivement.
Supposons donnés un homomorphisme d’anneaux # : A — A', et des homo-
morphismes f : L «» L' et g : M — M’ compatibles avec # (i.e. f et g sont des
homomorphismes de groupes abéliens, vérifiant en cutre les identités

S (xa) = f(Duls), gl®y) = ulo)e(y).
On obtient alors un homomorphisme

fOgLOM->L @M

ct un seul qui applique ¥ ® ysur £ (x) ® g(y).
Théoréme 1.5.1, — Soil une suite exacie de A-modules & droite de la forme

mixir*m
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alors pour tout A-module & pauche Y la suite correspondante

xeoy f21 xov £21 x'0Y 0
est exacte. .
Posant f@ 1 =f" et g®@ 1 = ¢, le seul point non trivial est d’établir que
Ker (') cIm(f"). Or posons M = f (X") =Ker(g); il est clair gue Im({f") est
le sous~groupe de X @ Y engendré par les produis m ® y (meM,yeY).
Cela dit, tout »* @ X’ est de la forme g(x), ot # cst unique modulo M; on peut
donc définir une application bilinéaire X* X Y — (X @ Y){/Im(f") par
(%7, 9} — x ® y, ohr x est choisi par la condition que g{x) = x"; cette applica-
tion bilinéaire définit un homomorphisme X’ ® Y — (X ® Y){Im(f") qui
transforme g(x) ® y en la classe de ¥ @ y modulo Im(f"), et qui est donc mul-
tiple & gauche de g ® 1 = ¢/, donc s’annule sur Ker(g'}, ce qui prouve visible-
ment gue Ker(g') ¢ Im{f") comme annoncé,
Si Phomomorphisme X' — X est injectif, il n’en est généralement pas de méme
de X' ® Y > X @ Y; c’est cependant le cas lorsgque Y est libre. On dit plus
généralement qu'un A-module & gauche Y est plat si, pour towd homomeor-
phisroe injectif X' — X, 'homomorphisme correspondant X' @ Y-X @ Y
est lui-méme injectif; on trouvera au § 5 une caractérigation « interne » des
A-modules plas.

1. 6. Limites inductives )
Soit T un ensemble ordonnd filtrant décroissant; supposons donnés des ensembles
E; (i« I), et, pour tout couple (7, f) tel que i > §, une application
' fi:B,—~E,
de telle sorte gu’on ait les conditions de « transitivité » suivantes :
fi=1 pour tout {5 fi=f{of} powr i>j>k

Dans Vensemble somme des E;, introduisons la relation d’équivalence qui consiste
4! identifier x@aE, et x&E; s et seulement si Pon peut trouver un indice
k <4, j tel que I'on ait £i(x) = fi(xy); alors Pensemble guotient correspon-
dant est la fiméte inductive des E; (relativement aux applications données f});

on le note
E= lim.'ind. E:.

On a, pour chague i, une application canonique

f‘:E[-)‘E,

ainsi que les propriétés suivantes :
(@) : fl=S" o S} pour i j;
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() : pour que () =) il ot o il sufic qu'on ai i) = fiGs) pous
un k <4, j;
{¢) : Ia réunion dans E des images f*(E,} est E tout entier.
On a en outre une « propriété universelle »: supposons donnés un ensemble F
et des applications #: E, — F telles que I’on ait # = ¥, f{ pour i « j; alors il
existe une application et une seule h: E — F telle que ¥ = ko f' pour tout .
8i les E, sont des groupes (resp. anneaux) et les f} des homomorphismes de
groupes (resp. d’anncaux), il est clair gue E se trouve canonigquement muni
d’une structure de groupe (resp. d’anncau) telle que les f* soient encore des
homomorphismes.
Plus généralement, supposons donnés pour chague i&l un anneau A, un
A; — module A droite L; et un Ay — meodule 3 gauche M;; supposons donnés
pour i >»j un homomorphisme d’anneaux
WA > Ay
et des homomorphismes de groupes
JiiLi=L;; g:M—>M;
compatibles avec #}; posant |
A=lim. ind. A, L=Ilim ind Yy, M =lim.ind. M,,
il existe alors sur L une structure de A-module 4 droite, et sur M une structure
de A-module 2 gauche, telles que les applications f* et g soient des homo-

morphismes de groupes abéliens compatibles avec les homomorphismes d’an-
neaux #.

Dans les mémes hypothises, on g un tsomorphisme canonigue
L&®M=1m.ind. L, ® M;;
A Ar

a limite inductive du second membre est naturellement relative 4 la famille
des homomorphismes f} ® g}, et I'identification préoédentc g’cbtient en consi-
dérant les homormophismes

f‘@g‘:L;@M;-—rL@M.
A A

On laisse au lecteur le soin de vérifier ces assertions, gui ne présentent aucune
difficulté.
Dans le méme ordre d’idées, notons qu’une limite inductive de suites exacles est
encore une suite exacte; autrement dit, supposons donnés un systéme inductif
d’anneaux A, et des systémes inductifs de modules L}, L, L] avec pour tout {
une suite exacte

LI L —» L]
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de telle sorte que, pour i > f, le diagramme
Li - L; -~ Lf

b

soit commutatif; alors en posant
L' = lim. ind. L{; Le=jlmind. L, ; L’ = lim, ind. 17,
I suite de modules et d’homomorphismes ' ‘
L'>L-+L"
déduite de fagon évidente des suites exactes données est encore exacte,

1. 7. Catégories et foncteurs

Nous aurons besoin dans la suite de cet ouvrage de quelgues notions sur les
catégories et foncteurs; nous allons les exposer en nous plagant & un point de
vue aussi « naif » que possible.
Une catégorie est une collection & d’objets (qui n’est pas nécessairement un
ensemble au sens strictement mathématigue de ce terme) munie des données
suivantes :
pour tout couple d’objets X, Yef on se donne un ensemble Hom(X, Y) dont
les &léments sont appelés les homomorphismes de X dans Y; au lieu d'écrire
JeHom(X, Y) on écrira souvent
‘ I X - Y;

quels que soient les objeis X, Y, Z e £, on se donne une application

Hom(X, Y} x Hom(Y, Z) - Hom(X, 7)
notée (f, g} = gof et aﬁi;elée composition des homomorphismes (1), Les données
précédentes sont de plus assujetties & vérifier les deux axiomes que voici :
(K1) : dtant donnés des homomorphismes f: X Y, g:Y—> 2, h:Z T,

on & la relation
" ho(gof) = (hog)e f;

(Ke) : pour tout Xa & il existe un homomorphisme eg : X — X tel que Pon aii
exof = f pour tout homomorphisme f: Y -> X et foey =f pour toud homomorphisme
St X > Y (on dit que ¢; est "homomorphisme identique ou unité de X dans X
<t on le note souvent ¢, ou 1, lorsque le contexte permet d’écarter tout risque
de confusion).

Par exemple, les espaces topologigues formcnt une catégorie, si Pon définit

. (1) Certains auteurs disent « morphisme » au lieu de « homomorphisme »,
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Hom(X, Y) comme étant Pensemble des applications continues de X dans Y
et la composition des homomorphismes comme il est d*usage de le faire, De
méme, les modules 2 gauche sur un annean de base donné forment une caté-
gorie moyennant des définitions évidentes pour les ensembles Hom(X, Y) et la
composition des homomorphismes.
Etant donnés des objets X, Y d’une catégorie R, on appelle isomorphisme de X
dans Y tout homomorphisme u: X — Y tel qu'il existe un homomorphisme
»:Y - X vérifiant

UoD = ey, Dotk ==ty
A toute catégoric £ est attachée une catégorie duale £* définie comme suit : les
objets de £* sont les chjets de £, mais étant donnés deux tels objets X et Y,
un f* -homomorphisme X — Y sera par définition un f-homomorphisme
Y — X, les homomorphismes se cornposant dang £* comme dans £.
Soient £ et &' deux catégorics; par un Jondeur covariant

F:R->8

on entend la donnée, pour tout Xe &, d’un objet F(X)eR’, et pour tout
homomeorphisme % : X — Y, d’'un homomorphisme F(u): F(X) — F(Y), et ce
de telle sorte que les deux conditions suivantes soient vérifiées : si 4 est Didentité
il en est de méme de F(u); on a

F(uo¥) = F(u)oF{p)
toutes les fois que cetle relation a un sens. -

Par exemple, pour tout A& R, la formule X — Hom(A, X) définit de fagon
¢évidente un foncteur covariant sur &, 4 valeurs dans la catégorie de tous les
ensembles.

Etant donnés deux foncteurs covariants F : £ — & et G : £ — & on définit
de fagon évidente le foncteur composé Go.F: £ — &".

Ftant donnés deux foncteurs covariants F, G : £ — &, on appelle homo-
morphisme (ou bransformation naturelld) de F dans G la donnée, pour chaque Xef,

d’un homomorphisme T(X) : F(X) - G(X), de telle sorte que, quels que
soient X, Ya& ¢t ye Hom(X, Y), le diagramme suivant soit commutatif :
Fx) 1% wy)
TX) | | ™0
G(X) &% G(V)

Par exemple, considérons une catégorie £, deux objets A, B de &, et les fonc-
teurs X — Hom(A, X) et X — Hom(B, X}; tout homomorphisme ¢: A - B
définit wn homomorphisme du second foncteur dans le premier, obtenu en
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attachant i chaque X & & 'application s — %0 ¢ de Hom(B, X) dans Hom(A, X.)
Les considérations précédentes s’appliquent aux foncteurs contravarianis & — &' :
on appelle ainsi, par définition, les foncteurs covariants £ — &'*.

1, 8. Catégories abéliennes

On appelle catégorie additive toute catégorie & munie de la structure définie
par la donnée, quels que soient X, Ye R, d'une loi de groupe abélien sur
Pensemble Hom(X, Y), et ce de telle sorte que 'axiome suivant soit vérifié :
(KA 1) : quels que soient XXX, Z @ R, Papplication canonique

Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) - Hom(X, Z
est bilindaire, ( (> 2) )
Les catégories additives les plus importantes sont celles dans lesquelles on peut
définir de fagon raisonnable la notion de suits exacte; nous allons montrer com-
ment on peut y parvenir,
Considérons, dans la catégorie additive &, un'homomorphisme

# A > B,

Nous appellerons ngyeu de % un couple (N, §) formé d’un Ne& & et d’un homo-
morphisme {dit « canonique »} 7 : N — A, de telle sorte que la propriété sui~
vante soit vérifide : pour fous X e R, la suite

o -~ Hom (X,N) -+ Hom (X,A) -+ Hom (X,B)

de groupes abéliens est exacte, Cela signific évidemment gque, étant donné un homo-
morphisme f: X - A, pour que Pon ait uo f = 0 il faut et il suffit que fse
factorise en P

xLEnta

et que de plus cette factorisation de f est alors unique. On déduit immédiate-
ment de 1A que le couple (N, j) est unique 3 un isomorphisme pres, i.c. que si
(N, 5} et (N',j) sont deux noyaux de #, il existe des homomorphismes

i:N->N, #:N-N
réciproques l’un de Pautre et tels gue j = o, §' = joi’.

De méme on appelle co-nieyau de u tout couple (j*, N*) formé d’'un N*e g et
d’un homomorphisme j* : B — N*, de telle sorte que pour tout Yeg la
suite de groupes abéliens

o - Hom (N*,Y) T Hom(BY) % Hom(AY)

soit exacte. Cela signifie gque pour quun homomorphisme g : B —» Y vérifie
gott = 0, il {aut et il suffit que g se factorise en

“ r
B N* & v,
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et qualors cette factorisation est unique. Comme plus haut, on voit que le
co-novau de %, ’il existe, est unique & un isomorphisme pres,

Cela dit, nous supposerons maintenant que K satisfait & ’axiome suivant :
(KA 2) : Pour tout homomorphisme u : A — B, il extsle une suite

L
NL AL 1838 N

d’objets de K et d*homomorphismes possédant les proprifiés suivanies : (N, j) est un
noyau do u, (j*, N*) est un co-noyau de u, (I, p*) est un nopau de j*, (p, 1) est un
co-noyau de §, ¢f on a

0= p*oﬁ.

Il est clair que, pour ¥ donné, Ia suite dont ’axiome (KA 2) affirme Pexistence
est unique & un isomorphisme prés. On dit que le couple (I, *) est une image
de #, et le couple (p, I) une co-image de u.

Indiquons les principales conséquences de Paxiome (KA 2).

Tout d’abord il existe dans £ un objet nul, noté 0, et caractérisé & un isomo-
phisme prés par le {ait que le groupe abélien Hom(0,0) se réduit 2 son ¢lément
neutre; il suffit pour le voir de considérer un X e et le noyau de ’homo-
morphisme unité X — 3

On a évidemment Hom(0, X) = Hom(X, 0} = 0 pour tout Xe &.

I’autre part on dira gu'un homomorphisme u : A — B est injectif (resp. sur-
Jeetif) si son noyau (resp. co-noyau) est nul. Supposons  injectif; pour tout X,
Tapplication Hom{X, A} - Hom(X, B} induite par u est alors injective,
i. ¢. o f = 0 implique f'= 0; et évidemment cette propriété caractérise los
homomorphismes injectifs. Considérons de plus une co-image (p,I) de u;
comme (P, I} est un co-noyau de I’homomorphisme nul,  induit, pour tout
YeK, une application Hom(I, Y} — Hom(A, Y) qui est bijective : par
suite, p est un isomorphisme de A sur 1,

De méme, si I'on suppose # surjectif, on voit que ’homomorphisme cano-
nique $* ; I — B est un isomorphisme. En conséquence, pour gue s : A - B
soit un isomorphisme il faut et il suffit que u soit injectif et surjectif. On notera par
ailleurs que, quel que soit 4, les homomorphismes § et $* figurant dans P'axiome
(KA 2) sont injectifs, et les homomorphismes p et j* sont surjectifs,
Considérons maintenant des homomorphismes

(1) A+-B=>C

tels que 2o = 0; soient I une image de u et N un noyau de ».
Puisque 2o = 0, u se factorise en

AXinis
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la seconde fitche désignant I’homomorphisme canonigue de N dans B; comme
Jot annule Ie noyau de «, et comme  est injectif, on voit que & annule le noyau’
de u; donc ¥ se factorise en

A 1R N,
2 désignant la surjection canonique de A dans I. En définitive on voit qu’il

existe un homomorphisme bien déterminé Im(u) - Ker(s) tel que # se facto-
rise en

A+ Im(y) ¥ Ker(s) + B;

il est dix reste clair que & est injectif puisque, en le composant avec Ker(v) —+B,
on trouve I’homomorphisme injectif Im(x) — B.

Cela fait, nous dirons que la suite (3} est exacte si vou = 0 ¢t si u est un isomor-
phisme. La notion de suite exacte 4 un nombre quelcongue de termes se déduit
de 1a de fagon évidente.

Par exemple, un homomorphisme # : A — B est injectif si et seulement si la

suite 0 — A = B est exacte; et quel que soit 4 : A — B, on a la suite exacte
0 — Ker(s) — A + B —> Coker(s) — 0.

Tous les caleuls valables pour les suites exactes de modules sont encore valables
ici (1.

Considérons d’autre part deux catégories £ et £ vérifiant les axiomes précé-
dents, et un foncteur covariant F : & - &'; on dit que F est addifif si, quels
que soient X, Y& ®, Papplication- Hom(X, Y) - Hom(F(X), F(Y)) induite
par F est un homomorphisme de groupes abéliens. 8l en est ainsi, on dit que F
est exact & gauche 3'il transforme toute suite cxacte de la forme

0-X>Y—=Z
en une suite exacte
0 — F(X) - F(Y) - F(Z)
et on dit que F est exact & drofte 5°il transforme toute suite exacte de la forme
X>Y—>Z->0

en une suite exacte
F(X) > FY) -F(Z) - 0;

si F est exact 3 gauche et & droite, on dit que F est exact; il est clair gu'alars F
transforme toute suite exacte dans & en une suite exacte dans 8.

(1) On trouvera i ce sujet des renseignements beaucoup plus complets dans un article
de D. Buchshaum (Exact categorics and duality, Trant. Amer. Math, Soc., 8o (1955),
PP- 1-34).
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Dans une catégoric & vérifiant les axiomes (KA 1) et (KA 2} on a la notion
d’ohjet projectif (vesp. injectif ): A est projectif si le foncteur X —Hom(A, X}
est exact — en général ce foncteur est seulement exact & gauche; de méme, A
est injectif si le foncteur X — Hom(X, A) est exact, Bien entendu, il n’existe
pas toujours « suffisamment » d’objets projectifs, ou injectifs.

Pour parvenir & la notion de catdgorie abélienns il nous reste 4 énoncer un axiome
qui assure la possibilité de former, dans &, le produit direct de deux objets :

(KA 3) : quels que soient A, BeR, il existe un objet CeR et des homomorphismes
p:C—=A, ¢:C->B,
fels gm, pour tout X & &, Papplication
Hom(X, C) - Hom(X, A) X Hom(X, B)
donnée par u — (Pot, qots} soit bijective.

Il est clair que le triple {(C, p, ¢) est unique 4 un isomorphisme prés. D’autre -
part, on vérifie facilement qu’il existe des homomorphismes canoniques
i:A—>Cetj:B — C tels que Pon ait les relations

got = poj = 0} foi = qoj = iofp + jog = identité,

- De ce point de vue, le « produit direct » de A et B s’identifie aussi 4 la « somme
directe » de A et B, '

Comme les axiomes (KA 1) et (KA 2) sont de toute évidence « auto-duals »,
on déduit de 13 que la catégorie duale d’une catégorie abélienne est une caté-
-gorie abélienne.

Nous allons maintenant donner un exemple important de catégorie abé-
lienne, celle des « pré-faisceaux de groupes abéliens » sur un espace topolo-
gique. On verra au chapitre 0, § 2, que la théorie des Faisceaux conduit aussi
4 des catégories abéliennecs, gui possédent la propriété de contenir suffisam-
ment d’objets injectifs (mais non projectifs}.

1. 9. — Préfaisceaux sur un espace topologique

Soit X un espace topologique, et considérons I'ensemble des parties ouvertes
de X; on peut le considérer comme une cafégoris en convenant tue, pour deux
ouverts UJ, Vc X, I'ensemble Hom(U, V) se réduit 4 un &lément si UcV,
et est vide dans le cas contraire (en sorte qu'il est superflu de définir la compo-
sition des homomorphismes). Cela dit, étant donnée une catégorie quel-
congue R, on appelle préfaiscean de base X & valeurs dans & tout foncteur contra-
variant défini sur la catégorie des ouverts de X et & valeurs dans £.

Un préfaisceau F consiste donc & attacher un objet F(U)ef a chaque
ouvert UcX, et & se donner un homomorphisme

Pt 2 F(V) > F(U)
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toutes les fois que UV, ceci de telle sorte que les axiomes suivants soient
vérifiés : pY est I'identité quel que soit U; si'on. a UcV cW, on a la relation

pE = pb p¥- ‘
On dit que py est Phomomorphisme de restriction de F(V) dans F(U).
Soient & et 3 deux préfaisceaux sur X, A valeurs dans &; comme il sagit de
foncteuss, on peut définir la notion d’hemomorphisme ¢ : ' — 3" ; un tel homo-
morphisme est une collection d’homomorphismes ¢(U) : #(U) — F(U) telle
que, pour U eV, le diagramme

#(v) 0 gv)
i i
#(U) % #(U)

' (dont les fldches verticales sont les homomorphismes de restriction) soit tou-
jours commutatif. Comme un homomorphisme de ' dans #” est un élément de
Pensemble

11 Hom(@ ), 7(uy),

on voit que les homomorphismes de 3 dans ¥ forment un ensemble que Pon
note Hom(#F, F°). En définissant de fagon évidente la composition de deux
homomorphismes & — ' et F — F*, on déduit de 1a que les préfassceaur de
base X donnée, & valeurs dans une catégorie domnée R, forment une nowvelle catégorie.
Considérons le cas plus particulier ot £ est une catégorie abélienne; il en est
alors de méme de a catégorie des préfaisceaux de base X 2 valeurs dans &.
Il est tout d’abord clair gue les ensembles Hom{F, #} sont canoniquement
des groupes abéliens, un préfaisceau étant de plus nul si F(U) = 0 pour tout U.
L’axiome (KA 1) des catégorics abéliennes est vérifié trivialement; Paxiome
(KA 3) Pest aussi : la somme directe F = F ¥ s'obtient évidemment en

posant
#U) =7(U) +#(U)

¢t en définissant de fagon évidente les homomorphismes de restriction dans &
(il est clair d’ailleurs gu’on pourrait méme définir des sommes directes et des
produits directs infinis) ; reste 4 vérifier 'axiome (KA 2). Soit donc ur homo-
morphisme § : F — ¥, Pour chaque cuvert U de X, choisissons dans la caté-
gorie & une suite

w(U) X zu) 22 5u) & o) O av )

d’objets et d’homomorphismes telle que i(U), p(U), j(U} et ¢(U) soient respec-
tivement un noyau, une co-image, une image, ¢t un co-noyau de I’homo-
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morphisme 8(U) : (U} — F(U). Pour UcV, il existera d’aprés le n® pré-
cédent un diagramme commutatif ¢ un seul de la forme suivante ;

To(V) = F(V) - J(V) > F(V) > W)

et t et t
T(U) — &"(U) » JU) » #(U) -~ %*(U) ;

il est alors clair que les applications U — (U}, U - JU), U — %*(U)
définissent sur X des préfaisceaux 4 valewrs dans &, & condition de définir les
homomorphismes de restrictions pour ces préfaisceaux i Paide dy diagramme
précédent. De cette fagon nous avons une suite

g h gl gl g

de préfaisceaux et d’homomorphismes, et il est immédiat de vérifier que
celle-ci satisfait, pour la catégorie des préfaisceaux 2 valeurs dans £, aux
conditions énoncées dans Paxiome (KA 2} des catégorics abéliennes.

Les préfaisceaux sur X & valeurs dans & formant une catégorie abélienne,
on peut définir dans celle-ci la notion de sute exacts de préfaisceans; le lecteur
vérifiera aisément que, pour gu’une suite

. —l-g._l-l'-g,-b-g.q.l-’- A
soit exacte, il faut et il suffit que, pour tout ouvert U, la suite correspondante
o Fary(U) = Fu(U) > &y yi(U) >

soit exacte dans la catégorie £ Ceci montre entre autres que, pour tout
ouvert U, le foncteur F — F(U) est exact.
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Dans tout ce § on désigne par A un anneau avec élément unité (*)

2. 1. — Modules différentiels

On appelle A-module différentiel & gauche tout A-module A gauche X muni de la
structure définie par la donnée d’un endomorphisme d vérifiant 4% = 0, Nous
désignerons le plus souvent un A-medule diffiérentiel par une seule lettre X,
mais il serait plus correct — et il sera parfois indispensable -— de le désigner
par (X, d), de facon A mettre en évidence dans la notation le A-module X et la
différeniielle d.

Un homomorphisme f < (X, d) — (X', d') est un homomorphisme de A-modules
assujetti & vérifier @’ of = fod. Les A-modules différentiels 4 g'auche forment
évidemment une catégoric.

On définit de fagon évidente les notions de sous-modulé différentiel et de
module difiérentiel quotient d’un module différenticl donné, De méme, on
peut parler de suites exactes de modules différentiels.

Soit X un A-module différentiel. On posc
Z(X) = Ker(d), B(X) = Im(d),

(1) La plupart des définitions et des résultats de ce § peuvent se généraliser au cas od
au lieu de Ia catégorie des A-modules & gauche, on part d'une catégorie abélienne
quelconque; nous laisserons au lecteur le soin d’examiner en détail cette situation
plus générale (laquelle #est pas, comme on pourrait le croire, dépourvue d’invérét
Ppratique}.
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de sorte que B(X) « Z(X), ce qui permet de définir le module dérivé
H(X) = Z(X)/B(X)

de X. Tout homomorphisme f: X — Y de A-modules différentiels applique
Z(X) dans Z(Y} et B(X) dans B(Y), donc définit un homomorphisme de
A-modules /* : H(X) - H(Y).

On peut donc considérer X — H(X) comme un fonctsur covariant défini sur la
catégoric des A-moduies différentiels et & valeurs dans celle des A-modules.
Théoréme 2.1.1. — Soit
‘ 0~ X L X4 x>0

une suite exacte de modules a'zﬁ&m:z‘eh;l alors il extste un homomorphisme

2 : H(X") — H(X"

lLI(X)
f# / t
H{X") 33 I-I(X‘)

s0it exacte. Sideplménam&agrmcmmtahfdcadmsxmm

0= X XX >0

t2 ¥ Vu
0>Y > Y=Y -0

tel que la suite

alors le diagramme
H(X" > H(X’)
u* | >
H(Y") ~ H(Y")
et commulatif.

L’homomorphisme ? se définit comme suit. Soit §'eH(X"), et prenons
un ¥ & Z(X") représentant §; comme g est sugjectif on peut écrire 2 = g(x)
pour un xeX, et comme on a g(ds) = d2" =0 il vient par exactitude
dxa f(X'), et méme dr=f(2) avec di' =0; d’autre part, comme
Im(f} = Ker(g), I'dlément x est unique modulo un élément de la forme
dy + f{x'), et par suite dx unique modulo un éément de la forme f(dv);
comme f est injectif, il s’ensuit que Pélément 2’ est unique moduio B(X"}, donc
définit une classe £’ e H(X') qui ne dépend que de §": I’homomorphisme
consiste alors & transformer §* en §'.

On laisse au lecteur le soin de démontrer le Théoréme précédent 3 titre d’exer-
cice.

Un autre résultat important est que I foncteur X — H(X) est compatible avec la
Jormation des limites inductives. Donnons-nous en effet une famille (X.);er de
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A-modules différentielles, supposons I filtrant décroissant, et enfin donnons-
nous pour £ 2> f un homomorphisme de A-modules différenticls £} : X; - X,
satisfaisant aux conditions de transitivité requises, Il est clair que les différen-
tielles des X, donnent 4 la limite une différentielle 4 sur le A-module

X = lim. ind. X,

et que les applications canoniques f* : X, — X sont des homomorphismes de
modules différeatiels. Coonsidérons maintenant Ia famille des modules dérivés
H(X,), et les homomorphismes H(X,) — H(X,) déduits des f}: on peut alors
considérer le A-module lim. ind. H{X;}, et les homomorphismes X;— X
définissent, en vertu de la caractérisation « universelle » des limites inductives,
un homomorphisme

im. ind. H(X,) — H(X);
cela dit, cet homomorphisme est bijectif. -

Pour le voir on utilise essenticllement le fait qu'une limite inductive de suites
exactes est encore exacte; passant 3 la limite dans Ia suite exacte

0 - Z(X) -—X;-‘f-B(x,) -0
on obtient en effet les identifications
Z(X) = lim. ind. Z(X,), B(X) = lim. ind. B(X)),
ct en passant 3 la limite dans 1a suite exacte

0 — B(X)) > Z(X) > H(X) -0

on trouve alors le résuitat cherché,

Soieat X un A-module différentiel & droite et L un A-module & gauche; on
peut alors considérer X ® L, muni de la difiérentielle 4 ® 1, comme un mo-

duie différentiel (sur l’anneau Zen général, sur A si A est commutiatif). On
notera qu'on a un homomorphisme canonique

HX) @ L>HX 8 L)

comme suit : soient {a H(X) et saL; représentons § par un xeX annulé
par d; comme x est unique modulo un élément de 1a forme dv’, * ® a définit
une classe dans H(X ® L) qui dépend uniquement de £ et de a; d’ol une

apphcatlon bilinéaire H(X) x L - HX ® L) qui définit Phomomorphisme

cherché, Bien entendu ’homomorphisme oons:déré est bijectif dés que L est
un A-module piat, puisqu’alors le foncteur X —» X @ L est exact.
A
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De méme soient X un A-module différenticl 3 gauche et L un A-module 3
gauche; alors on peut munir le groupe abélien Hom(X, L) d’une différen-
tielle, - & savoir # — #od — ainsi que le groupe abélien Hom(L, X) — &
savoir 4 — dot. Prenons un ye Hom(X, L) tel que uod = 0; il est clair que
est nud sur B(X}, de sorte que # induit un homomorphlsme I-I(X) — L; de cette
fagon on trouve un homomorphisme canonique

H(Hom, (X, L)) - Hom, (H(X), L)),
et on définirait de Ia méme fagon un homomorphisme
H(Hom, (L, X)) — Hom, (L, H(X)).

Le premier de ces homomorphisimes est &jxtz_‘fquql gue soit X si et sevlement si
le A-module L est inpectif, et le second homomorphisme est bijectif quel que
soit X si et seulement si L est projectif : cela résulte aussitdt des définitions.

2. 2. — Complexes

Etant donné un anneau de base A, on appelle A-module gradué toute suite

= (X.)nes de A-modules; on dit que X, estla composante de degré » de X,
et les éléments de X, s’appellent, par abus de langage, les #éments de degré
r de X, De méme, on appelle A-module bigradué toute famille X = (X}, sex
de A-modules.

Soit X un A-module gradué, formé de A-modules & gauche; si L est un A-
module A droite, on désigne par L ? X le groupe abélien gradué dont la

composante de degré # est le groupe L ® X, ; si L est un A-module 3 gauche,
e

on désigne par Hom, (X, L} le grotipe abélien gradué dont la composante de
degré 1 est le groupe Hom, (X,, L).
Soient X et Y deux A-moduies & gauche graduds; par un hemomorphisme de
degré v 'de X dang Y, on entend toute collection f=(f,) d’homomorphismes
o Xo - Yao, de A-modules; si r = 0 on dit que f est un homomorphisme de X
dans Y. On définit de fagon évidente la somme de deux homomorphismes de
méme degré X — Y, et le produit d’un homomorphisme X — Y de degré r et
d’un homomorphisme Y — Z de degré s Si 'on associe & tout couple X, Y
, de A-modules 3 gauche gradués le groupe abélien Hom(X, Y) formé des homo-
morphismes (de degré ) de X dans Y, il est clair qu’on obtient sur la collec-
tion des A-modules & gauche gradués une structure de catégorie abélienne.
On appelle complexe sur Panneau de base A tout A-module gradué X muni de
la structure définie par la donnée d'un homomorphisme d : X — X d’un cer-
tain degré r, tel que dod = 0. Les deux cas les plus importants sont les suivants :

Les complaxes de chatnes; on suppose X, = 0 pour z <C 0, et d de degré — 1. Pour
des raisons « géométriques », les éléments de X, s’appellent les chaines de
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dimension n de X, 4 s"appelle I'opérateur bord de X; un xe& X, est un ¢ycle si
dx = 0, et un bord il existe ¥’ eX, , tel que x = dx’. Dans X,, les cycles
forment un sous-module Z,(X}, les bords un sous-module B,(X]}, et on appelle
groupe &’ homologie pour la dimension n de X le quotient

H,(X) = Zy(X)/By(X).

Les complexes de cochaines; on suppose X, = 0 pour n<Z 0, et 4 de degré + 1.
On écrit alors généralement X* au lieu de X, on parle de cochaines, de cocy-
cles et de cobords de degré 2 au lieu de chaines, de cycles et de bords de dimen-
sion #; en posant

ZM(X) = Ker(Xr 5 X*+1), *© B(X) = Im(X*~1 5 X»)
on définit les groupes de cohomologie de X, A savoir
HAX) = Z~(X)/B~(X).

Etant donné un complexe quelconque X = (X, )¢z, on définit bien entendu
comme dans le cas des complexes de chaines les modules Z.(X), B.(X) et
H,{X). On pose souvent H, (X} = (H{X)),ez-

Etant donnés deux complexes X et Y de A-modules & gauche, dont les diffé-
renticlles d sont de méme degré, on appelle homomorphisme de X dans Y tout
homomeorphisme de A-modules gradués compatible avec les opérateurs d de X
et Y; ces homomorphismes s’additionnent et se composent de facon évidente,
de sorte que les complexes de A-modules & gauche, pour lesquels la différen-
tielle 4 est de degré r donné, forment une catdporic abélienne comme on le voit
aussitGt; et sur cctte catégorie, les applications X — H.(X) sont des fonc-
teurs covariants additifs, & valeurs dans la catégorie des A-modules 4 gauche.
8i X et Y sont des complexes de chaines (resp. de cochaines}, les homomor-
phismes H, (X} —H,(Y) (resp. H*(X) — H"(Y}) attachés 4 un homomorphisme
JFi: X — Y se notent souvent f,, (resp. f*) aulieu de H,(f) (resp. H*(f)).
Soit '

0 X % X5 % 0

une suite exacte de complexes, dont les différentielles sont de degré r; on

définit alors, par une construction similaire 4 celle du n° 2.1, des homomor-
phismes

2: Ho (X% - Ha. (X,
de telle sorte que I'on ait r suites exactes
-+ Ho(X") Ir H.(X) & H,(X) 2 e (X)) s

En particulier, ¢’il s’agit d’une suite exacte de complexes de chaines on trouve la
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suite exacte d’homologie que voici :

s Ho(X) > Hy(X) > Hy(X) > Ho y(X) >
cr o H(XY) - Hy(X) = Hy(X) = Hy(X") = 0

si au contraire il s’agit de complexes de cochatnes, on trouve une suite exacte de
 cohomologie -

0+ HYX!) = H(X) = H(X) = HY{X) —
-+ H(X) »> H'X) + H(X") = H* (X)) + ---

Soient X un complexe de A-modules & gauche et L un A-modute 3 droite; on
peut- alors munir le groupe gradué L ® X d’une structume dc complexe A
Paide des homomorphismes

I ®d:L®X.—rL®X".-;
on a de fagon évidente des homomorphismes canoniques
L ? H.(X) - H.(L ? X}.
De méme, si L est un A-module & gauche, on obtient, en transposaat 4, une

différentielle sur le groupe gradué Hom, (X, L), laquelleest de degré — r si 4
est de degré r.

En particulier soit X un complexe de chaines sur 'anneau des entiers; étant
donné un groupe abélien L, on désignera souvent les groupes d’homologic du
complexe de chaines X @ L par H,(X; L}, et les groupes de cohomologie du’
complexe de cochaines Hom(X, L) par H*(X; L).

2. 3. — Compiexes augmentés ; résolutions

Soit X un complexe de chaines (resp. de cochaines) sur Panneau de base A;
on appelle augmentation de X. tout homomorphisme de A-modules

i: XA (resp. e: A— X9
tel que on ait eod = 0 (resp. doe = 0) ; un complexe augmenté est un complexe
muni d’une augmentation.
11 est clair que, étant donné un complexe de chaines (resp. de cochaines)
augmenté X, on a un homomorphisme canonique

Hy(X) >A  (resp. A - HY(X)).

On dit que X est agyeligue si cet homomorphisme est bl:jwllg'f et si de plus on a
H.(X) = 0 (resp. H*(X) = 0) pour 1 3> 1; cela signific que la suite

——s-Xl'i-Xo—h-A-r-O
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(resp.
O—h-A--X"i Xt l)
est exgcte, '

8i X est un complexe de chaines augmenté, on peut définir un nouveau
complexe X comme suit:

X, pour 20
Xn = {A pour np=—1I>
la différentielle de X coincidant avcc. celle de X en dimension # > 1 et avec
’augmentation ¢ en dimension 0; dire que X est acyclique signifie que tous

les groupes dérivés de X sont nuls. On a un résultat analogue pour les complexes
de cochaines augmentés.

Notons eafin la notion d’komomorphisme pour des complexes angmentés : C’est
un homomorphisme de complexes, compatible avec les augmentations données,

La notion de complexe augmenté acyclique se généralise comme suit. Spit L
un A-module 4 gauche; on appelle résolution homologique de L toute suile exacte
de A-modules & gauche, de la forme .

X, X, X, -L 0 ;-

le module gradué X =(X,),¢x cst alors un complexe de chaines si on le munit de
la différenticlle qui résulte des homomorphismes X, — X,_, donnés (on prend
donc d = 0 en dimension. 0), et ses groupes d*homalogie sont donnés par

H(X)=0 pows>1; HyX) =L
De méme, on appelle résolution co&mkg@w de L toute suite exacte
0>L+X> X! X2,
dans ce cas, X = (X").ez est un complexe cie cochaines, et Pon a
H*X) =0 pours > 1; H'(X) = L.

Un complexe de chaines (resp. de cochaines) augmenté ot acyclique est donc
une résolution homologique (resp. cohomologique) du A-module A,

Pour construire une résolution homologique d’'un module L, on écrit,

L =X,R, , Ry =X4/R, , R, = X4Ry, o0

on définit P’homomorphisme X, —~ L de fagon évidente, et I’homomor-
phisme X, — X,_; en composant la surjection X, — R,_; avec Pinjection
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Ra_, = X._;. Une méthode analogue s’applique 3 la construction des résolu-

tions cohomologiques de L.,

Soient L et M des A-modules, ct considérons des réolutions homologiques

deLetM: :
XX >L 0

...—bYl-a-Y —r-M—-—)-O

soit um homomorphlsme JiL—>M; on dit alors qu'un homomorphisme de
complexes g: X — Y est compatible avec f 51 le diagramme

. ---Xa-b-xo-b-L—h-o

te Yz
o—h-Yl—"Y --M--O

est commutatif. Bien entendu, X, Y et f étant donnés, il n’est pas toujours pos-
sible de trouver un homomorphisme g: X —» Y compatible avec f,

On a une notion analogue relativement aux résolutions cohamologiques.

2. 4. — Opérateurs d’homotopie
Soient X et Y deux A-moduics difiérentiels, et des homomorphismes

Joh: X=X,

on dit que f, et f, sont homotopes ¢'il existe une application Aclindairc h: X Y

telle que Pon ait
Ji—fo = hod + doh.

St dv =0 on a alors f; (¥} —fo(*) = d(h(x)); par conséquent, les homomor-
phismes H(X) — H(Y) définis par f, et f, sont identiques.

Noter que la relation « f; et f; sont homotopes » est une relation d’eqmmlw:e

comme on le voit aussitbt.

On dit que deux A-modules différentiels X et Y sont homotopiquement équiva-
lents il existe des homomorphismes f: X — Y et 2: Y — X tels que fog et gof
soient homotopes 4 Yidentité; les modules dérivés de X et Y sont alors iso-
morphes. En particulier on dit qu'un A-module différentiel X est homotoge
& zéro {ou homeotopiquement ivivial} si les endomorphismes et o de X sont homo-
topes; évidemment on a alors H{X) = 0 — la réciproque n’étant pas exacte,
On a du reste le résultat suivant : )

Théoréme 2.4.1. — Soit X un A-module difféventiel & gauche; pour que X soit homo-
topiquement trivial il faut et il suffit que Pune des deux conditions équivalentes suivanies
soient oérifide - :

{a) : H(X) = 0 et Z(X) est focteur direct de X;



GENERALITES SUR LES COMPLEXES 27

(b} : pour fout A-moduls & gauche L, le groupe différentiel

Hom, (X, L)

est acycligue.
Supposons X homotopiquement trivial; il est clair que H(X) = 0, et que
Hom(X, L) esthomotopiquement trivial, donc acyclique; or, pour s € Hom{X,L),
la relation du = 0 signifie que # est nul sur B(X) = Z(X), et I'existence
d'un ve Hom(X, L) tel que 4 = do, 1.e. tel que u = vod, signifie que Pho-
momorphisme v : Z(X) — L défini (sans ambiguité st du = 0} par s(dx) = u(x)
peut se prolonger 4 X. St donc X est homotopicquement trivial, on voit — en
attachant a tout » : Z(X) — L Phomomorphisme # = vod : X — L - que
tout homomorphisme Z(X) — L se prolonge 4 X; cela montre que Z({X) est
facteur direct de X,
Réciproquement, supposons (a) vérifié ct soit McX un supplémentaire
de Z(X) dans X; tout xe X s’écrit sous la forme x = m } dy et méme sous la
forme x=m 4 dm', avec m, m'eM univoquement déterminés par x;
posant m' = h(x) 1l est clair que 1 == kod + doh.
De méme, s1 (b) est vérifié, le ralsonnement utilisé dans la partie directe de la
démonstration montre que tout homomorphisme X — L nul sur B{X) est de
la forme vod avec un o : X — L, donc, en particulier, est nul sur Z(X) — ce
qui implique B(X) = Z(X); de plus on voit comme ci-dessus que tout homo-
morphisme Z(X) — L peut se prolonger & X, ce qui exige que Z(X) soit
facteur direct de X; d’olr le Théoréme,
Soient maintenant X et Y dcux complexes de A-modules & gauche, dont les
différentielles sont de degré r; deux homomorphismes £, f,: X -+ Y sont dits
homotopes s’il existe un homomorphisme de modulcs gradués 4: X — Y, de
degré — 1, tel que

Ji—Jo = hod + doh.

I! est clair qu’alors les homomorphismes H.(X) — H,(Y) définis par f, ct f;
sont égaux. ’

It est clair que le Théoréme 2.4.1 s’étend, moyennant des modifications tri-
viales, aux complexcs de A-modules,

2. 5. — Le thécréme des modeéles acycliques

Dans ce n® nous appellerons complexe tout complexe de A-modules & gauche
dont la différentielle 4 est de degré — 1. Un complexe X sera dit acyclique en
dimension n si Hy(X) = 0, et atpolique §'il est acyclique en toute dimension. Les
complexes forment évidemment une catégorie abélienne.

Seit & une catégoric quelconque; nous aurons a considérer des foncteurs
covariants définis sur £ et & valeurs dans la catégorie des complexes, Un tel
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foncteur F s’identifie A une suite (F,) de foncteurs covariants 4 valeurs dans la
catégorie des A-modules & gauche, suite munie d’homomorphismes de fonc-
teursd,: F.— F ., tels que 'on ait d,—; od, = 0 pour tout ».

Supposons donné une fois pour toutes un ensemble SR d’objets de Jt, nous
dirons que le couple (&, ) est une catdgorie avec modéles, et que les X & R sont
les objets modéles de cette catégorie.

Un foncteur covariant F défini sur & et 3 valeurs dans la catégoric des
complexes sera dit acycligue en dimension n si le complexe F(X) est acyclique en
dimension # pour tout moedéle X a IR,

D’autre part, un foncteur covariant G défini sur £ et 4 valeurs dans la caté-
gorie des A-modules 4 gauche sera dit représentable (1} lorsque la condition sui-
vante est réalisée : pour chagus M eaSIR ¢l existe un ensemble By G(M) tel gue,
pour chague X & &, le A-module G(X) admette pour base la famille des Hléments

G{u)m

o2 m déerit les divers ensembles By et o, pour ma By, u décrit Uensemble Hom(M, X)
Cela signifie donc que tout x & G(X) s’écrit d'une fagon et d’une scule sous la

forme
x= Z X Glu)m,

avec des m; @B, , des ;& Hom(M,, X), et des }; e A.

Si G est représentable on a donc pour chaque Xe& une base canonique-
ment définie de G{X), et tout homomorphisme X -> Y applique la base de
G(X) dans celle de G(Y).

Théoréme 2.5.1. — Soient (R, M) une catégoric avec moddles, et F, G deux fonc-
teurs covariants définis sur £ et & valeurs dans la catégorie des complexes. Supposons le
Joncteur Fy, représentable, et le foncteur G acycligue en dimension g, ot p et ¢ sont des
entiers donnés. Alors pour tout homomorphisme T : Fy—= G, vérifiant d,T =0 il
existe un homomorphisme T' : Fp — Gy, tel que T = doT".

Pour définir Phomomorphisme

T/(X) : Fp(X) = Ggi(X)

il suffit de le faire sur une base du A-module Fp(X). Par hypothése il existe
pour tout M et un ensemble B, cF,{M) tel que Fy(X) admette pour base
la famille des Fp{t)m (meB,, Meai, saHom(M, X)); il suffit donc de
.définir T'(X) sur les éléments de ce type, et on pourra d’ailleurs choisir arbi-
trairement les valeurs de T'(X) sur ces éléments; mais comame T’ doit étre

{1) La définition qui suit est mmMMque celie que Yon doit 2 8, Eilen-
berg et 8. MacLane; elle suffira cependant pour toutes les applications que nous avons
en vue,
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nalurel on aura nécessairement

TR, )m = Gyu y ()T (M)m;

en conséquence i suffit de construire les éléments T'(M)me Gy...,(M).
Ceux-ci sont du reste assujettis 2 la seule condition de vérifier

4T (Mym) = T(M)m;

reste 4 montrer qu on peut effectivement trouver dans Gy, (M) un &lément
qui la vérifie : mais c’est évident puisque par hypothése on a

ATMm) =0,  H(G(M)) = 0.
D’ot le Théoréme.
Le Théoréme précédent a d’importantes conséquences, dont voici la pnnm-
pale.
Considérons sur & deux foncteurs covariants F ¢t G 4 valeurs dans la catégorie

des complexes de chaines sur Panneau de base A, Pour tout entier n, nous considé-
rerons les foncteurs covariants

H,(F) : X - H,(F(X)),
H,(G) : X - H,(G(X));

si Pon a un homomorphisme T : F — G on en déduit évidemment des homo-
morphismes T, : Ho(F) - H,(G).

Nous dirons d’autre part que deux homomorphismes Ty, T, : F —+ G sont
homoiopes 2’1l existe pour chaque » un homomorphisme D, : F, — G, .., tel que
Pon ait Ty — Ty = doDyx + Dy od endegrén. 11 est clair qu’alors les homo-
morphismes dérivés H.(F) — H.(G) définis par T, et T, sont identiques.
Supposons enfin donné dans & un ensemble IR de modéles; nous dirons que F
est repre'smtable si chaque foncteur Fo(n > 0) cst representable, et que G est
acyclique si Uon a

H.(G(M)) = O pour tout s 2> 1 cttout Me &,

Théoréme 2.5.2. — Soit (R, M) une catégorie avec moddles, F et G deux foncteurs
covariants sur R, & valeurs dans la catégorie des complexes de chaines sur Panneau A,
Supposons F représentable et G acyclique. Alors tout homomorphisme Hy(F) — Hy(G)
est induit par un homomorphisme F — G, unique & une homotopie prés.
Considérons en effet le foncteur G, & valeurs dans la catégorie des complexes,
et défini comme suit :

G, pourn > 0,

G, ={H(G) pour n = -1,
0 pours<_—1I,
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la différentielle de & se réduisant A celle de G en dimension # 3> 1 et se rédui-
sant, en dimension 0, 4 ’homomorphisme canonique =5 : Gy = Hy(G). 1l
est clair que le foncteur G est acyclique en ioute dimension.

Cela étant, donnons-nous un homomérphisme

U': Hy(F) > Hy(G)
et composons-le avec ’homomorphisme canonique xp: F,—Hy(F); on
obtient une transformation naturelle
Usxy: For G_,

évidemment annulée par d; comme F, est représentable et G acyclique il
existe donc un homomorphisme .
To:Fo=> G,
tel que
- Usmy = x50 Ty
Cela fait, considérons
Ty od : Fy = Gy;

cet homomorphisme est annulé par d; d’aprs le méme raisonnement il existe
donc un homomorphisme T, : Fy — G, tel que P'on ait

T.od = doTl H

il est clair qu’en pou.rsmvant indéfiniment la construction on pamcnt 4 un
homomorphisme F —» G qui induit U..

Reste 4 prouver que si un homomorphisme T : F — G induit 0 sur ’homologic
de dimension 0, il est homotope 4 0. Or comme on a do Ty = 0 le Théoréme
précédent prouve Pexistence d’un homomorphisme D, : F, > G, tel que
Ty = doDy; on a alors do(T; — D, od) = 0, &0 D, : F, =~ G, tel que
Ty —D, od = doD,, et ainsi de snite indéfiniment.

Corollaire. — Soient (&, ) une calégorie avec modiles, &8 F, G deux foncteurs
covariants sur &, & valeurs dans la catégorie des complexes de chaines sur Danneau de
base A. Supposons F et G représentables et acycliques, et los foncieurs H(F) et Hy(G)
isomorphes. Alors F et G.sont homotopiquement égquivalents,

En particulier, pour tout X & &, les complexes F(X) et G(X) ont méme homo-
logie en toute dimension.

On laisse au lecteur le soin d’expliciter les résultats précédents dans le cas ol la
catégorie & contient un seul objet.



GENERALITES SUR LES COMPLEXES g1

2. 6. — Complexes doubles

On appelle complexe double sur Panneau de base A tout A-module bigradué
X = (Xpg)p, ez muni de la structure définie par la donnée d’homomorphismes

d Xpg > Xprr,gs 4" Xpg = Xy gur
vérifiant les relations _
d'd' = d'd" = d'd" + d'd’ = 0.

On déduit alors de 12 un complexe (simple) comme suit : sa composante de
degré r est donnée par

et sa différenticlle
d: Xn - Xu-l-r

est donnée par d = d' 4+ 4”. Les modules dérivés de ce complexe se notent
H.(X).

On pewt encore déduire de X deux auires complexes. Le premier, noté ‘X, a
pour composantes homogénes les modules

-
X, = 2 Ko,
q

et est muni de la différentielle 4’; on note ses modules dérivés "H,(X)}. Le
second, noté "X, a pour composantes homogénes les modules

”Xn = Z Xpn
r

et est muni de la différentielle 4”; on note "H,{X) ses modules dérivés.

On remarquera que chaque module ‘H,{X) admet une décomposition en
somme directe

Hy(X) = E'Hp("x,),

¢

ol bien entendu ‘Hy("X,) est e module dérivé pour la dimension p du complexe
obtenu en munissant le module gradué (X, ),ez de la différentielle d’. De plus
Ia différentielle 4”, commutant 4 4" au signe prés, induit des homomorphismes

di s Hp("Xq) = Hp("Xyq.0)
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qui permettent donc de former un complexe i Paide des Hy(*X,) (p fixé,
¢ variable) ; le module dérivé pour la dimension ¢ de ce complexe se note

| "Hy('H,(X))-

On définirait de fagon -analogue des modules

"Hy("Hy(X)).
On appelle double complexe de chaines un double complexe X pour lequel on a
r=—1 et X, =0 lorsque p <0 ou ¢ < 0. On appelle double complexe de

cochalnes un double complexe X pour lequel r = + 1, et X, =0 si p<C0
‘ou ¢ << 0; on écrit alors X au lieu de X, etc...

On nbtera que la notion de complexe double a un sens dans toute caté-
gorie abélienne; mais on ne peut en général définir les termes H,(X), 4 moins
d’admettre qu'on peut, dans la catégorie considérée, former des sommes
directes infinies, ou & moins de se limiter aux doubles complexes pour lesquels
les sommes

Xpy
pra=n

sont finies (cas, par exemple, des doubles complexes de chaines ou de cochaines)

2. 7. — Produit tensoriel de deux complexes

Sur I'anneaun de base A, considérons un complexe X de A.modules & droite
et un complexe Y de A-modules 4 gauche, dont on supposera les différen-
tielles de degré — 1. Formons le groupe bigradué

X ? Y= (X, ? Yv)p. FIS H

on peut le munir de deux différenticlles en posant

da®@b) =da® b
Fa®d)=(—1)P.a® db pour 2 de degré p,

11 est immédiat de vérifier que X @ Y ge trouve alors muni d’une structure de
double complexe, dont la différentielle totale est donnée par

(1) da®d) =da@b+ (—1)P.a®db pour a de degré p.

8i X et Y sont des complexes de chaines, X ® Y est un double complexe de
chaines,

On a des homomorphismes canoniques

| He(X) ? Hy(Y) + Hp. o X ? Y)
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définis comme suit; prenons des classes EaH,(X) et neHy(Y), et rcpré-
sentons-les par des cycles. s€ X, et beY,; en vertu de (1), 2® & est un
cycle de degré p + ¢, donc définit un élément de H,. (X ® Y); celui-ci est
indépendant des choix de a et b, car tout autre choix possible de représen-
tants de § et v est de la forme g 4 da’, b + db’; or on a, puisque da = db = o :

(@+dN@B+d)=a®b+dd @b+ a QdY + (—1)Pa®d)
$i a est de degré p, d’od notre assertion. Ceci dit, ’homomorphisme (2) est
définj par la condition d’appliquer § @ + sur la classe du cycle a ® 5.
On déduit de (2) des homomorphismes canoniques
@) Y BmeH® ~ HXeY);
A . A
PHI=n ' - .
si I'on munit le produit tensoriel H, (X) ® H,(Y) de sa graduation totale, on
voit donc qu’on a un homomorphisme de groupes gradués
H,(X) @ Hy(Y) > H,(X 8 V).
Cet homomorphisme n’est généralement pas bijectif; nous Pétudierons de
fagon beaucoup plus dégaillée an § 5.

Cependant, si X et Y sont homoiopigquement triviaux, il en est de méme de X @ Y
(muni de sa graduation et de sa différenticlle « totales ») : la démonstration
est immédiate. Dans ce cas, les homomorphismes (3) sont évidemument bijec-

2, 8, Complexes homomorphismes

Solent X et Y deux complexes de A-modules 4 gauche; on supposera la diffé-
renticlle de X de degré — 1, ct celle de Y de degré 4- 1. Par définition, nous

poserons
HomA(X-a Y)= (Homl(xm Yq))p, €3

11 est clair que Hom(X, Y) est un groupe bigradué; nous allons le munir de
deux différentielles d' et d*, de fagon 4 en faire un double complexe. Etant
donné un homomorphisme u : X, — Y? nous pogerons

d'u = uod; d'u = (— 1)P+9+1dou,

Il est immédiat de voir que d’ et d* sont de bidegrés (1,0) et (0,1) et que
d'd* 4+ d*d' =0,

On remarquera que pour yeX etu : X, > Y ona
du(x)) = (du}(x} + (— )P+ uldx)
(en convenant bien entendu de prendre ¥ = 0 sur X, pour r £ ); comme
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est ce degré total p + ¢ dans le double complexe Hom(X, Y) cette formule
exprime que application canonique

Hom(X,Y)@X—»Y

donnée par « ® x — u(x), est un homomorphisme de complexes, étant entendu
qu’on munit Hom(X, Y) de sa graduation et de sa différentielle totales. Clest
ce qui justifie les formules introduites plus haut,

Montrons maintenant que I'on a des homomorphismes canoniques

Hr+9(Hom(X,Y)) -~ Hom{H,(X),H*(Y))

Pour cela prenons une classe de cohomologie de degré p + ¢ de Hom{X, Y) et
représentons-la par un cocycle u de degré total p 4 g; désignant par
u® : X, = ¥ la composante de bidegré (1, 5) de u, on aura, puisque du = 0,
la relation
_[_é‘p-i-!.,q—!.,l_,&‘p,q_'_.&‘p L. q+!.+ P
puisque 'on a d’une fagon générale
& = wed + (,__ I)""‘"‘ldou"',

il vient, en prenant les composantes bihomogenes du premier membre de la
relation du = 0, les relations suivantes :

uP9od + (—-I) pre+ld up+lbe—1l—_1{

WL+l od 4 (— 1)P I+ dourd =0 ;
il s'ensuit que u# ¢ applique Z,(X) dans Z?(Y) et B,(X) dans B¢ (Y), donc
définit par passage au quotient un homomorphisme H,(X)} — H9(Y); de plus,
on vérifie facilement que celui-ci ne dépend que de la classe de cohomologie
du complexe Hom(X, Y) représentée par  — d’ott les homomorphismes cher-
chés,
Bien entendu, on déduit de 13 des homomorphismes canoniques

He(Hom(X, V) = Y. Hom(H,(X), H(Y)).
prg=n

Comme dans le cas des produits tensoriels, ces homomorphismes ne sont géné-
ralement pas bijectifs.



3. COMPLEXES SIMPLICIAUX

Le but de ce § est d’étudier une catégorie de complexes qui se rencontre dans
la théorie classique des « complexes simpliciaux » (homologie 'des espaces
triangulés), dans la théorie de I'homologie singulidre, et dans celle de la coho-
mologie 4 valears dans un faisceau. Toutes les « opérations simapliciales » de la
Topologie algébnque classxque ont un sens dans cette catégorie, et tous ‘les
résultats qui peuvent s’exprimer « simplicialement » s’étendent donc de fagon

.automatique aux complexes que nous allons examiner, par exemple la théone
des « cup-produitz ».

3.1, — Définitions

Etant donné un entier s 3> 0, nous désignerons toujowrs dans cet ouvrage
par A, Uensemble {0,1,...,n} des entiers rationnels compris entre 0 et »,
Etant donnés des entiers p, ¢ > 0, on notera Gy, Pensemble des apphcatlons
“de A, dans A,; on a évidemment des lois de composition

Gpy X Ggr — G,

de sorte que I'on peut considérer 'ensemble constitué par les objets A, al, .
comme une cafégorie (mais nous n'adopterons pas ce point de vue, par trop
' pédant...).

Soit A un anneau de base; nous appcllerons cm:pkm ds chatnes simplicial sur A
tout A-module gradué X, = (Xo)szo muni de la structure suivante : quels
que soient p, ¢ et f& G,,, on se donne un homomorphisme

. JiXg>X,,

et ce de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées : s f est Uidentité,

GODEMENT 4
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il on est de mdme de f, et 5i f = goh on @ f=hog. On laisse au lecteur le soin
d’interpréter cette définition dans le langage des foncteurs. Nous dirons sou-
vent que les homomorphismes de la forme fsont les opérateurs de face de X,,.

On appelle de méme complexe dz coshalnes simplicial sur A tout A-module gra-
dué X#* == (X pour lequel on a défini, quels que soient p, ¢ et fe Gy, 1un
homomorphisme f: X?— X9, avec des conditions de compatibilité similaires &
celles que nous avons énoncées ci-dessus,

Si X, est un complexe de chaines simplicial sur A, formé de A-modules 2
gauche, alors pour tout A-module 4 gauche L le groupe gradué Hom(X,, L)
est muni de fagon dvidente d’une structure de complexe de cochaines simpli-
cial; et pour tout A-module & droitc L, le groupe gradué¢ L ® X, est un
complexe de chaines simplicial.

On définit de fagon évidente a notion d’komomorphisme de complexes de chaines
(resp. de cochaines) simpliciaux : un tel homemorphisme est une application
homogéne, de degré 0, compatible avec les opérateurs de face des complexes
considérés. On voit alors que les complexes de chaines (resp. de cochaines)
simpliciaux sur un anncau de base donné A constituent une catdgorie abélienns.

On appelle complexe dz chatnes simplicial basique sur A tout complexe de chaines
simplicial X, sur A muni de la structure supplémentaire que voici : pour
chaque 1 on se donne une base du A-module X,, dont les éléments sont appelés
les simplexes de dimension n de X,,, et en outre on suppose que les « faces » d’'un
. simplexe de X, sont toujours des simplexes de X,. Pour un tel complexe on a
une augmentation canonique X, — A, 3 savoir celle qui prend la valeur 1 sur
chaque simplexe de dimension 0 de X,.
Dans les définitions précédentes, on peut remplacer, quels que soient p et g,
Pensemble G,, par le sous-ensemble G, formé des applications eroissantes (au
sens large) de A, dans A,; on parvient alors 4 Ia notion de complexe de chafnes
(resp. de cochaines) semi-simplicial (1).
On notera d’autre part que les définitions que nous avons présentées dans ce
numéro s’¢tendent au cas ol 'on remplace la catégorie des groupes abéliens par
une catégorie abélienne quelconque &; par exemple un complexe de chaines
{resp. de cochaines) semi-simplicial dans & est un foncteur contravariant
(resp. covariant) A* — £, cn notant A* la catégorie suivante : les objets de A+
“sont les ensembles A.(r = 0,1,...) et les homomorphismes A, — A, sont les
applications croissantes de A, dans A, Il est méme superflu de supposer
& abélienne; par cxemple, si & est la catégorie des enscmbles, les foncteurs

() Al’inténﬁondulectcurmninlbumé,ﬂpmtmuﬁledeprécisetquelesoomplm
semi-simpliciaux jouent actuellement en Topologie un réle beaucoup plus important
que les complexes simpliciaux, hien que ce fait ne résulte pas des exemplcs donnés
. dans ce §. On en verra une illustration au Chapitre m, § 6.
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contravariants A* — £ ne sont autres. que les « complexes seml-s:mphmaux»

de Eilenberg ot Zilber.

Nous allons maintenant donner quelques exemples importants de complexes
de chaines ou de cochaines simpliciaux.

3. 2, — Chaines d’un schéma simplicial

On appelle schéma simplicial (la terminologie classique est complexe simplicial,
mais nous avons de « sérieuses raisons » de nous en écarter) tout ensemble K
muni de la structure définie par la donnée d’un ensemble de parties finies
non vides de K, appelées les simplexes de K, et ce de telle sorte que touaspmﬁrm
et non vide d’un simplexe de K soit encore un simplexe de K.

Soit par exemple R = (M.)ex un recouvrement d*un ensemble quelconque X;
disons qu’une partie finic et non vide S de I est un simplexe si Pensemble

M, =M
(£ ]

est non vide; on obtient alors sur ensemble d*indices I une structure de schéma
simplicial, et I, muni de cette structure, prend le nom de #erf du recouvre-
ment M.
Un autre exemple — d'ailleurs trivial — s’obtient en posant K = A, et en
convenant que toutc partie non vide de A, est un simplexe; on obtient ainsi le
schéma simplicial type de dimension n. . _
Soient K et L deux schémas simpliciaux; on dit que L est un sous-schéma simpli-
cigl de K si L cK et si tout simplexe de L est un simplexe de K. Par exemple,
Ia réunion *K des simplexes de K de dimension < » (i.e. comportant au plus
n 4 1 éléments) est un sous-schéma simplicial de K, en convenant que- les
simplexes de *K sont les simplexes de dimension < 2 de K; on obtlentams: le
.fqudmc de dimension n dz K.

On appelle homomorphisme (ou application simpliciale) d’un schéma sunphmal K
dans un schéma simplicial L toute application K — L qui transforme tout

simplexe de K en un simplexe de L. Cette définition permet évidemment de
parler de la catégorie des schémas simpliciaux,

Soit K un schéma simplicial. Nous appellerons simplexe singulier (1) de dimension n
de K toute application simpliciale

s: An—K,

() Nous adoptons cette terminologie non orthodoxe d’une part pour éviter la confusion
avec la notion de simplexe (un simplexe st simplement une partie de K), d*autre part
pour marquer I’analogic de la notion considérée avec celle de simplexs singulier d’un
espace topologique, définic au n° 3.4.
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oy, ce qui revient au. méme, toute suite § = (x,, ..., %) de points de K appar-
tenant 4 un méme sm:plexe de K. Etant donnés un simplexe singulier s de
dimension ¢ de K, et une application f: A, — A,, nous désignerons par f(s)
le simplexe singulier 5o f: A, - K de dnnenslon pde XK.

Désignons alors par C.(K) le groupe abélien libre ayant pour base l’ensemblc
des simplexes slnguhers de dimension # de K; toute application f: Ay — A
définit, d’aprés ce qui précéde, un homomorphisme f: C(K) — C,(K) qui,
évidemment, est une fonction « multiplicative » de f. 5i donc on désigne
par Cy(K) le groupe abélien gradué constitué par la suite des C,(K), nous
obtenons sur C,(K) une structure de compkxe de ckafm wlmal basigue sur
Panneau des entiers rationnels.

Etant donné un groupe abélien A, on pose plus généralement
GK;A)=C(K) @4,

et on désigne par C,(K;A) le groupe gradué formé par les C.(K; A); les éé-
ments de C,(K; A), i.e. les combinaisons linéaires formelles, 4 coefficients
dans A, de simplexes singuliers de dimension » de K, sont appelés les chafnes
singulidres de dimension n de K & coefficients dans A; on peut encore les définir
comme étant les combinaisons linéaires formelles, A coefficients dans A, de sim-
plexes singulicrs de dimension n de K

De méme, on définit

CHK; A) = Hom(Ca(K), A),
C*(K; A) = Hom(GC, (K), A) = (C*(K; A))azo;

les dléments de C*(K; A) sont les cockalnes singulidres de degré n de K & paleurs
dans A; on peut encore les définir comme étant les fonctions & valeurs dans A
définies sur Pengemble des simplexes singuliers de dimension » de XK.

I1 est clair que G, (K; A) et C*(K; A) sont canoniquement munis de structures
simpliciales au sens du numéro précédent.

8i Pon a une application gimpliciale K — L, on définit de fagon cv1deme des
homomorphismes de complcxes simpliciaux

Co(K; A) > Cy(L;A);  CH(L; A) = CHK; A).

On peut donc considérer K — C,(K; A) (resp. K— C*(K; A)) comme un
foncteur covariant (resp. contravariant) défini sur la catégorie des schémas
simpliciaux, et & valeurs dans celle des complexes de chaines (resp. de cocha.ines)
simpliciaux.

Soient K un schéma simplicial et L un sous-schéma de K; évidemment C,(L)
s'identifie A un sous complexe simplicial de C,(K), ce qui permet de former le
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quotient
Cy (K mod L) = G4 (K)/Cy (L),

lequel] est encore un complexe de chaines simplicial; plus généralement, on
définit pour tout groupe abélien A les complexes simpliciaux

C,(Kmod L; A) = Cy(Kmod L) ® A
C*(K mod L; A) = Hom(C,(K mod L); A);

on a immédiatement des suites exactes

0 —> Gy (L; A) > Co(K; A) > C(Kmod L; A) -~ 0
0 -~ C*(K mod L; A) — C*(K; A) — G*(L; A) — 0.

Nous avons vu, dans ce qui précide, des cxemples de complexes de chaines
simpliciaux; nous allons maintenant donner, dans le cadre de la théorie des
schémas -simpliciaux, des exemples de complexes de chaines semi-simpli-
clanx,

Nous appellerons schéma simplicial ordonné tout schéma simplicial K muni d’une
relation d’ordre telle que tout simplexe de K soit fotalement ordonné; on définit
alors les simplexes singuliers croissants de K comme étant les simplexes singuliers
croissants de K, étant entendu naturellement que I’on munit les schémas
type A. de leur structure ordonnée évidente. En considérant les combinai-
sons linéaires & coefficients entiers de simplexes singuliers ordonnés de K, on
trouve de facon évidente un complexe de chaines semi-simplicial Cf(K); on a
une inclusion

GK) e Gy (K)

compatible avec les structures semi-simpliciales des groupes gradués considérés.
Pour tout groupe abélien A, on définit alors de fagon évidente un complexe
de chaines semi-simplicial C}(K; A), et un complexe de cochaines semi-sim-
plicial C3(K; A).

Indiquons pour terminer que ’on peut attacher canoniquement un espace
topologique P(K) A tout schéma simplicial K, de la fagon suivante. Considérons
toutes les applications f de K dans I'ensemble des nombres réels qui satisfont
aux conditions suivantes :

(@) :les xa XK tels que f(x) 7= 0 forment un simplexe} f| de K;
() : ona.f(x);sOpourtoutxeK;

(c): on a 2 fi® =

E13 4

espaoe P(K) cherché n’est autre que Fensemble de toutes ces applications,
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muni d*une topologie que nous allons définir. Tout d’abord, pour tout sim-
plexe S de K, notons P(S) 'ensemble des faP(K) telles que | f]eS; 2i 8 se
réduit A un sommet ¥ de K il est clair que P(S) se réduit 4 un point P(x)
de P(K); dans le cas d’un simplexe S quelconque, P(S) est évidemment I'en-
veloppe convexe (dans espace vectoriel de toutes les applications K — R) de
P’ensemble des points P(x), &S, et comme ceux-ci sont évidemment linéaire-
ment indépendants on voit que, si 8 est de dimension 5, P(8S) s’identifie — une
fois les sommets de S écrits dans un ordre déterminé — 4 Vensemble J, des
points (&, ..., t.) de R*+1 vérifiant #, 2> 0, Z w=1 («simplexe géométrique

type de dimension 7 » ; ¢f. n® 3.4). Cela dit nous munirons P(8) dela topologie
de J», ce qui fait de P(S) un espace compact, et on dira qu'une partic U
de P(K) est ouverte si U n P(8) est ouvert dans P(S) pour tout simplexe § de
K. Etant donné que, pour deux simplexes §', 8 de K, on a évidemment
P(8) n P(8") = P(8'n§*), et que P(§') et P(§") induisent sur P(3'n §)
1a topologie définie directement sur ce dernier ensemble, on voit que les topo-
logies définies sur les P(S) sont induites par celle de P(K), et que les P(S) sont
des parties compacies de P(K), qui bien entendu recouvrent P(K}. On ditque
P(K) est le polyédre atiaché & K.
On pourrait encore définir comme suit la topologie de P(K) : chaque raK
définit une application P(K) — R, A savoir f— f(x}; cela dit, la topologie
de P(K) est Ia moins fine qui rende toutes ces applications continues.
Il est clair que Fapplication K — P(K) est un jfonctenr covariant défini sur la
catégorie des schémas simpliciaux et A valeurs dans celle des espaces topolo-
giques : si 'on a une application simpliciale K 2 L, Papplication continue
P(K) — P(L) qui Iui correspond est définie par les conditions suivantes : elle
transforme le «sommet » P(x) de P(K) en le sommet P(6(x)) de P(L), et, pour
tout simplexe 8 de K, sa restriction au simplexe géométrique P(S) st Linfaire-
affine. '
Soient K un schéma simplicial et P{K) le polyddre associé; nous allons définir
canoniquement un recouvrement ‘ouvert (U.)zex de P(K) ayant pour nerf le
schéma simplicial donné K.. Pour cela, nous définirons U, comme I’ensemble
des f @ P(K) telles que £ (x) 5= 0. Etant donnés des éléments x,, ..., %, de K,
ensemble U, n...nUs, est non vide si et sculement 8'il existe feP(K)
telle que |f| contienne xy, ..., %, i.c. si et seulement si %, ..., ¥ appar-
tiennent 4 un méme simplexe de K : le nerf du recouvrement considéré est
donc bien K. Que les U, soient ouverts résulte naturellement de la continuité
de Yapplication f — f (x). On dit que U, est I'doile du sommet x de P(K). Plus
généralement, on appelle doile d’un simplexe $ de K Pensemble Uy = n Us;
o €8
c’est donc I'ensemble des f & P(K) telles que I'on ait f(x) > 0 pour tout x&S.
On notera que si 'on forme le darycentre g, du simplexe géométrique P(S),
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alors pour tout f & U, le zegment fermé d’extrémités f et g, est contenu tout
entier dans Ug,

Remarquons encore que le recouvrement (Ug)ees de P(K) est ponciuellement
Jini : pour tout f & P(K), il n’y a qu'un nombre fini d’indices x tels que f e U,
Il est facile de voir comment I'on peut construire toutes les applications
continues d’un espace topologique donné E dans P(K). Soit ¢ une telle appli-
cation et posons M, = ¢—1(U,); on obtient ainsi un recouvrement ouvert ponc-
tuellement fini (My).ex = R de E, dont le nerf est évidemment un sous-
schéma simplicial de K; de plus, pour tout xeK, considérons la fonction
4y f— f(x), définie sur P(K), et la fonction composée g, = u,0p ; on obtient
ainsi une famille (g.).ex d"applications continues E—R qui posséde évidem-
ment les propriéiés suivantes : g, est toujours 2» 0, est nulle en dehors de M., -
et la somme des fonctions ¢, est partout égale A 1 sur E,

Réciproquement, partons d’un recouvrement ouvert ponctuellement fini
{M.)sex de E dont le nerf soit le schéma simplicial K lui-méme (1), et d’une
partition de Punité subordonnée au recouvrement (My)eex, i.e. d’une famille de fonc-
tions continues ¢, sur E, vérifiant les conditions précédentes. Pour tout e E il
est immeédiat de vérifier que Ia fonction fi: x — ¢(t) définit un élément de
P(X), d’ol une application ¢: ¢ —f; de E dans P(K). Celle-ci est continue
puisque les foncuons 09 = g sont continues sur E.

La construction que nous venons de définir nécessite le choix d’une partition
de Punité subordonnée au recouvrement donné de E; mais elle n’en dépend
pas & une homotopie prés (2); il suffit pour le voir d’observer que si 'on a deux
partitions de Punité (po)-ex &t ($=).ex subordonnées au recouvrement donné,
alors Ia famille ((1r-—2)gs 4 As)aex, pour 0 A < 1, est encore une parti-
tion de I’'unité subordonnée au recouvrement donné. On peut donc dire que fout
recouvrement ouvert ponctuellement fini (Ma)eex d'un espace B, de nerf K, définit une
classe d’applications contimues B —» P(K) deux & deux homotopes, pourvu que Fon
soit assuré¢ de 'existence d’une partition de 'unité subordonnée au recouvre-
ment donné M de E (ce qui sera le cas si par exemple E est paracompact;
¢f. Chapitre i, Théor¢me 3.6.1).

Lorsqu’il existe un homéomorphisme de E sur P(K) on dit que E admet une
tmangulation de schéma K — une telle triangulation étant, par définition, un
homéomorphisme de E sur P(K). Un espace E est dit triangulable 5'il adret,
pour un schéma simplicial K au moins, une triangulation de schéma K.’

(*) Sile nerf est un sous schéma simplicial K’ de K, on obtient des applications E - P(K)
en pagsant par I'intermédiaive d'applications E — P(K').
(3} La notion d’applications homotopes est définie plus loin.(Exemple 3.7.2).



42 ALGEBRE HOMOLOGIQUE

3.3. — Cochaiues A valeurs dans un systéme de coefficients

Soit X un complexe de chaines simplicial dasigue; nous désignerons par 8,(X)
Pensémble des simplexes de dimension # de X, et par S(X) la réunion des
cnsembles S.(X) A toute apphcat:on

P dp >4y
est done attachée une application

F: 8p(X) « 5,(X),
dépc.nda.nt « multiplicativement » de f.

Un systéme de coefficients sur X consistera 3 attacher, 4 chaque s&S$(X), un
module 4(s) sur Fanneau de base donné, et & attacher, A toute application
S A,—rA,eté.howtseS,(X),unhomarﬂumdchon

LS () - %) ;

on supposera naturellement que cet homomorphisme de restriction dépend
multiplicativement de f, et est Pidentité 5i £ est Pidentieé.

En particulier, soit K un schéma simplicial; on appelle systéme de coefficients
sur K T'objet € constitué par la donnée, pour tout simplexe S de K, d'un
module £(8), et, pour tout couple de simplexes S, T vérifiant ScT, d’un

homomorphisme £(S) — 2(T), de telle sortc que les conditions suivantes
soient vérifiées : cet homomorphisme est Iidentité si § =T; si 8cTeU,
l’homomorph:sme %(S) —£(U) est composé des homomorphismes £(S) — £(T)
et &(T) — %(U). On déduit alors de 1 un systtme de coefficients sur le
complexe de chaines simplicial basique C,(K) : on associe 3 chaque simplexe
singulier 5 A, - - K le module £(s) = %(s(A,)), et pour f: &, — A, 'homo-
morphmne 4(F(s)) — ¥(s) se définit de fagon évidente A partir de la relation

S (89 cs(a,).
Par exemple, soient E un espace topologique, ¥ un préfaisceau de groupes
abéliens de base E, et It = (M,);g1 un recouvrement ouvert de E; munis-
sant I de la structure de schéma simplicial qui résulte de ]a nous allons définir
un systéme de coefficients sur 1. Pour cela, on attachera A chaque simplexe S
de I le groupe _

28y =2(M,),. o M, —-nM.,
iES

et pour 8 ¢ T, Phomomorphisme

4(S) = £(M,) ~ (M) = 4(T)

sera celui qui résulte de la structure de préfaisceau de %, et de la relation
M, > M,. Nous £tudierons cette situation en détail au Chapitre 11, § 5.
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Soit £ un systtme de coefficients sur un complexe de chaines simplicial ba-
mqch.Pourtoutenhcrn}Donposm : .

X = I 2);

+EBa(X)

on a alors sur le module gradué C*(X; £) = (C*(X; ®))az une structure de
complexe de cochaines simplicial, obtcnue de la. fagon suivante : soient une cochaine

_ o= (&(Nesyxn o5 e 4(s)

et une application o -
Sihp = b3

alors 1a cochaine de degré ¢

' Sla) =8

sera définie par ta formule

8(s) = restriction a s de «{f(s))

pour tout s S,(X). Il est immédiat de vérifier les axiomes du n® 3.1. .
Enpamcuher,etdéslgnantpaerschémammplmal onpeutassoclerA
tout systtme de coefficients € sur K un complexe de’ cochaines simplicial
C*(K; %), & savoir le complexe des cochaines de G (K} A valeurs dans le
systéme de coefficients défini sur C,{K) par %. Plus particuli¢rement encore
prenois un espace topologique E, un recouvrement ouvert M = (M;)iey, et
un u ¥ de groupes abéliens de base E; en associant 2 €, comme on
I'a cxphqué plus haut, un systéme de coefficients sir le nerf I de %%, on obtient
un complexe de cochaines simplicial; on le note C* ($IR; £).

Soient € et M deux systtmes de coefficients sur un complexe de chaines sim-
plicial basique X; par un homomorphisme 6¢: £ — M nous entendrons la
donnée, pour tout s & ${X), d'un homomorphisme de modules 6(s): £(s) -—r.,ln(s)
et ce de telle sorte que, quels quesou:nt s@S8y(X) et f: Ap— Ay on ait le
diagramme commutatif que voici :

9({(3)) - .:..(}(,))
£s) - Mofs)..

En définissant de fagon évidente la somme et le composé de deux homomor-
phismes, on voit facilement que les systdmes de cocfficients sur X donné
forment une catigorie abllienne, et que, sur cette catégorie, Papplication
£ — C*(X; %) est un foncteur covariant exast 3 valeurs dans la catégorie des
complexes de cochaines simpliciaux. On laisse au lecteur le soin de justifier ces
assertions en détail.
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En particulier, soit YR un recouvrement ouvert d’un espace topologique E;
alors lapplication € — C* (IN; %) est un foncteuwr covariant exact défini sur
la catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens de base E, et 4 valeurs dans
celle des complexes de cochaines simpliciaux sur- I’anneau des entiers ration-
nels.

3.4. Chaines singuliéres d’un espace topologique ()

Dans Pespace cartésien R*+1, nous désignerons pa.r-J. Pensemble des points
£ = (fg, - .., &) tels que Pon ait

’ w20, L4+ ... th=1;
c’est un espace compact, qu’on appelle le simplexe glométrique type de dimen-

ston n.
Toute application f Ap, — A, définit canoniquement une application li-
néaire-affine

fir 3,17,

A savoir celle qui applique le point (£, ..., %) sur le point de J, dont les
coordonnées &, .. ., 1} sont données par - a
-
f’j= Z t:.
=0

{on prend naturellement #; = 0 si j n’appartient pas 4 f(4,)). On pourrait
aussi définir f comme suit: c’est Papplication linéaire-affine de J, dans J, qui
applique le i-tme sommet de J sur le f{f)-éme sommet de J,.

Il est évident que la correspondance entre f et fest multlphcatlve

Cela dit, soit E un espace topologique. On appelle simplese singulicr de dimen-
sion n de E toute application confinue

s:J.—»E.

Soit E.(E) Vensemble de ces simplexes.' A toute application f Bp - Ag
correspond alors une application f: E (E) — Z,(E), A savoir celle qui
transforme s: J, — Eens o f; J, - E. Evidemment les conditions de « transi-
tivité » requises pour former un complexe de chaines simplicial basigue sont
réalisées. On désigne ce complexe par GS,(E), ses éléments sont les chafnes
singulidres entidres de E; CS,(E) est donc le groupe abélien libre ayant Z.(E)

{1) Nous n’étudierons dans oc § que les parties les plus élémentaires de la théorie de
Thomologie singulid¢re; une étude beaucoup plus détaillée, en liaison avec la théorie
des faisceaux, se trouvera dans le Chapitre m de cet ouvrage. :
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pour base, et les opérateurs structuraux S se déduisent par l.méarmé de ocux
qu’on a définiz plus haut,

§i A est un groupe abélien quelconque, on pose plus généralmnent
CS4(E; A) =CS,(E) ® A '
ce qui conduit awx chafnes singulidres & coefficient dans A, et on définit
CS*(E; A) = Hom(CS,(E); A),
ce qui conduit aux cockafnes singulidves de B & valeurs dans A.

A toute application comtinue ¢ : E - F est associé un homomorphlsme de
complexes simpliciaux basiques CS,(B) — (8, (F), obtenu en transformant
Ye simplexe singulier s : J, +~EB en 6o s J,-a-F Oncndédmtplusgénéral
ment des homomorphismes

CS.(E; A) =~ CS,(F; A);  CS*(F; A) - CS*(E; A)
pour tout groupe abélien A.

Fn particuhcr prenons un espace E et un WMPSGC F de E; alors I'injection
canomque de F dans E jdentifie CS, (F) A un sous-oomplexc basique de CS (E),
ce qui permet de définir

CS,(E mod F) = GS,(E)/CS,(F),

qui est un complexe simplicial (mais non un complexe simplicial basique). Plus
généralement on définit pour tout groupe abélien A les complexes s:mphaaux

CS,(Emod F;A) = CS,(Emod F) ® A
CS*(E mod F; A) = Hom(CS, (E mod F); A)

et 'on a des suites exactes

0 CS(F; A) - CS,(E; A) - CS(Emod F; A} -0 .
0 — CS*(E mod F; A) — CS*(E; A) — CS*(F; A) —» 0.

Remarque 3.4.1. — Soit K un schéma simplicial; nous allons montrer que
Pon peut identifier canoniquement le complexe simplicial Cy(K) 2 un sous-
complexe simplicial de CS, (P(K)), P(K) désignant le polysdre attaché 3 K,
1l suffic d’identifier tout simplexe singulier

s A, K

de K 3 un simplexe singulier de Pespace topologigque P(K). Or, en tant quap-
plication simpliciale, s induit une application continue P(A.) — P(K);
attendu que P(A,) est canoniquement homéomorphe 2 Pespace type Ja, notre
assertion est évidemment démontrée, -
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Nous verrons par la suitc qu’au point de vue homologique les oomplcxes
C4(K) et CS,(P(K)) sont équivalents.

3, 5, — La différentielle d’un complexe simplicial

Soit X, un complexe de chaines semi-simplicial. Pour tout entier 2 2» 0 et
tout entier  tel que 0 <{ ¢ < n, considérons Papplication strictement croissante

Fitla_y = A,
qui définit le simplexe singulier
(o, ..., £..., 1)
de dimension n— 1 de A,; 4 celleci correspond un homomorphisme
X, -~ Xo—13

pour s& X, on dit que Fi(s) est la i—éme face de s. _
Cela dit, nous définirons une différentielle dans X, a laide de la formule
I=n

= 2 (—1) ‘i"—:,(s), seX,.

Bien entendu cette définition vaut & fortiori pour les complexes de chaines
simpliciatx; puisque dans ce cas on a une structure semi-simpliciale sous-jacente.
Avant de démontrer que 4* = 0 faisons la remarque suivante. Soit Gl(A.)
le complexe des chaines singulidres entidres croissantes du schéma simplicial
type A.; l’application identique #:: A, — A, définit un simplexe u, @ CI(A,},
—- appelé souvent le simplexe fondamental de dimension n — et il est clair que, pour
tout p, le groupe abélien Cj; (A.) admet pour base 'ensemble des snnplexes
Flu), f&Gh. Il résulte de 1A que, si X est un complexe de chatnes semi-
slmphclal alors pour tout s @ X, il existe un homomorphisme C;(A,.)—»X. et un seul
qui applique u, sur 5.

Comme la définiion de lopérateur d cst évidemment « foncrorielle » il
tésulie de la remarque précédente que pour établir 1a relation dd =0 il
suffit de le faire lorsque X = C}(A,); il suffit & fortiori de le faire lorsque
X = C,(K), K étant un schéma simplicial quelconque, Or dans ce dernier
cas il est visible que Popérateur d est donné, sur les simpiexes singuliers dé K,
par la formule suivante:

o) = Y (1 e B |,

et la relation cherchée résulte alors de 13 par un calcul trivial.
Considérons maintenant un complexe de cochaines semi-gimplicial X*; on
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définit alors la différenticlle de X* en « transposant » la formule donnée
cl-dessus, ii¢,-en posant ;

ds = Z(—-:) F,....i(s) seXr:

on a encore bien entendu la relation dd = o. A titre d’exemple supposons
que X = C*(K; A), oit K est un schéma simplicial et A un groupe abélien;
une cochaine de degré # est encore une fonction f(x, . . ., £a) A valeurs dans A,
définie dés que #, ..., x,& K appartiennent 3 un méme simplexe de K; cela

dit on a la formule

i=a41

f (%0 <« 3 Funt) = 2 (= 1) Flarnrns Frree J.

=0

Ces définitions permettent de parler des groupes d’homologie H,(X) d’un complexe
de chaines simplicial X, et des groupes de cohomologie H(X) d’un complexe
de cochafnes simplicial.

Exemp!e 3.5.1 — Si K est un schéma s:mphcml, les groupes d’homologie
de Co(K; A) se notent H,(K; A), et les groupes de cohomologie de C*(K; A)
se notent H*(K; A). Toute application simpliciale
- 8 K- L
définit des homomorph:smcs o
HL(K; A) ~ Hi(L; A)
0” H*(L; A) — H*K; A).
D’autre part, si L est un sous-schéma de K, les groupes dérivés de
C,(K mod L; A) e¢ C*(KmodL; A)
sc notent H,(K mod L; A) et H"(K mod L; A); en vertu des suites exactes
du n® 3.2 on a alors une suite exacte d’homologic :

. i H(L;A) = H,(K;:8) ~ H(KmodL;A) — H,_, (L;A)
oo > Hy(L:A) ~ Hy(K:A) ~ Hy(KmodL;A) + 0

et uncmtccxam de cohomologie

0 >~ HY(KmodL;A) - HY(K;A) = HY(L;A) ~
oo = H(Kmod L;A) -+ HYK;A) HML;A) = He*HK mod L;A)
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3i mainienant K est un schéma simplicial ordomné, la considération du
complexe CH{K) conduit 4 des groupes d’homologie HI(K; A) et de coho-
mologie H:(K; A). On notera que Pinclusion Ci(K) « C,(K) conduit 3 des
homomorphismes canoniques

HK; A) - HU(K;A), Hi(K;A) - Ho(K; A);
nous démontrerons plus loin que ces homomorphismes sont bijectifs,
Exemple 3.5.2 — Soient X un complexe de chaines simplicial basique
et b un systéme de coeflicients sur X; les groupes de cohomologie du complexe
C* (X; %) se notent H*X;&). Tout homomorphisme 6: b —B définit

des homomorphismes 6%: H*X;0) —> H*X;®#), et & toute suite exacte
de systtmes de coefficients, de la forme

O—»—.JU—:-—J[,—»—JIJ”-I—O,
est attachée une suife exacte de cohomelogie de la forme

0 = HYX ;) — HY(X;h) = HOGA) — HI(XKGA) - ... !

= HOGGN) = HY(XGA) > HAOGA) & H (XN ..

En particulier, & tout systtme de coefficients £ sur un schéma simplicial K
sont attachés des groupes HY(K; €) = H*C*(K; %)) ; plus particuliérement
encore, si I’on a un espace topologique E, un recouvrement ouvert It de E,
et un préfaisceau € de groupes abéliens de base E, on obtient les groupes
de cohomologie de M & valewrs dans £ par

Hr(I; 4) = H{C*(M; 4)) ;
4 toute suite exacte de préfaisceaux
0 el =0

est associée une suile exacle d2 cohomologie

. He (0 9) > H(ER; ) = He (9 ...

Exemple 3.5.3 — Soient E un espace topologique et A un groupe abélien;
on pose

H(E; A) = HL(CS,(E; A));  HU(E; A) = H(CS*(E; A));

on obtient ainsi les groupes d’homologie sinpuliére, et de cohomologie singuliére,
de E. Toute application continue f: E - F définit des homomorphismes

Fet Ho(B3 A) — H(F; A);  f*: HYF; A) ~ H(E; A),
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Enparucuhu*,leestunsm-mfacech ona,cndéﬁmssantdcfa.gmév:dcnte
les groupes « relatifs », des suites exactes

oo > H(F;A) » H.(E:A) — H (EmodF,A) 2 Ho_.(F:A)...

!_ —~ HY(Emod F;A) — H*(E;A) -~ HYF;A) > H*+{(EmodF;A) ...

en homologie ¢t en cohomologie singulidres.

3. 6. Produit cartésien de'complexes simplicianx

SowntXetYdmoomplcxcsdcchai‘ncssamphmuxsm'unanncaudcbascA
on supposera que X est formé de A-modules A droite et Y de A-modules 3
gauche. Acﬁtéducomplcch?Y (gqui ne possdde pas de structare « simpli-

ciale » naturelle), nous allons définir un nouveaun complexc de chaines, appelé
produit cartésien (sur Fanneau A) de X et Y, et qui, lui, admet une structure
simpliciale. Ce complexe, noté X)(Y est défini comme suit: sa compo-
sante de dimension # est - )

(X}fY), =X, ® Y.

et si 'on a une application f: A, - A,, alors Phomomorphisme structural
f:xY:(XESY)? - (x>fY)9

est donné par la formule

[ ?xrr =?: ® ?!
il est clair que les axiomes du n° 3.1 sont vérifis.
On définirait de méme le produit cartésien de deux complexes de cochaines
simpliciaux: _ o

XxVyP=XoYs fr=Fofn

Soient X et Y deux complexes de chaines simpliciaux; étant donnés des &é-
ments e X, et beY,, nous désignerons 'élément ¢ @ & de X, ?Y. par la

notation 43¢ b, lorsque nous voudrons indiquer que l'on considére a ® b
comme un élément du produit m&nmX>l<Y et non du produit femsoriel

X ®Y (en sorte que <5 est de dimension n, tandis qus ¢ @ b est de
A -
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dimension 2r). On utilisera une convention analogue concernant les com-

plexes de cochaines simpliciaux,

Soient maintenant X et Y deux complexes de chaines simpliciaux basigues;

alors X >< Y sera un complexe de chaines simplicial basique: par définition,
A :

un simplexe de dimension z de X > Y est un élément 53<¥, ol 5 est un

simplexe de dimension n de X, et ¢ un simplexe de dimension n de Y. On
a donc, pour tout n > 0, la relation

Ss(X > ¥) = $,(X) X Sa(¥).

Soient f: X' - X et g Y' — Y des homomorphismes de complexes de chaines
(resp. cochaines) simpliciaux; il existe alors un homomorphisme et un seul

fxg: X'=<Y - XY
qui vérifie la condition que f < g(a’ > ¥) = f(a") > g(b') pour a'eX] et
¥ eY]; cest le produit cartésien de f et g.

Les définitions précédentes s’étendent de fagon évidente aux structures semi-
simpliciales.

Exemplc 3.6.1. — BSoient K et L deux schémas simpliciaux; désignons
par K X L le schéma simplicial suivant: I'ensemble K x L est le produit
cartésien au sens usuel des ensembles K et L, et une partie finic non vide
de K X L est un simplexe si et sculement si ses projections sont des simplexes
de K et L; il est clair que les axiomes des schémas simpliciaux sont wérifiés.

On a alors un isomorphisme canonique de complexes simpliciaux basiques

Ca(K) > Cy(L) = Co(K x L)

En effet, un simplexe singulier de dimension n de K X L est une suite de points
{{x0s Y0)> «--» (%, 7)) de K X.L appartenant 4 un simplexe de K x L,
ce qui signifie exactement que les suites:

= (xo, R xl\)s t= ()’DJ LT yll)

sont des simplexes singuliers de dimension # de K et L; autrement dit on peut
identifier 'ensemble Z,(K X L) des simplexes singuliers de dimension n
de K X L au produit Z,(K) x 3,(L); Pidentification cherchée résulte
aussitdt de 1. _

On en déduit évidemment (en vertu de l'associativité du produit tensoriel)
la formule

C(K;A) > Cy (L;B) = Cy(L X L; A®B) l
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valable quels que soient les groupes abéliens A et B. Par contre la formule
analogue pour les complexes de cochaines est fausse en général, & moins que
les schémas simpliciaux K et L. ne soient finis.

Exemple 3.6.2 — Soient E ¢t F deux espaces topologiques, ¢t soit un simplexe
singulier
wJ, - EXF
de dimension n de Pespace produit; en le composant avec les projections,
on en déduit des simplexes singuliers
51 Jy = B, #J, = F,

dont la connaissance détermine u; réciproquement ,étant donnés des simplexes
singulidres s et ¢ de dimension r de E et F, il existe un # qui les admet pour
« projections », Autrement dit, on a ici encore E,(E X F) = E.(B) X Z,(F),
d’ott 'on déduit aussitét un isomorphisme canonique de complexes simpli-

CS4(E) < CS, (F) = CS,(E x F)
et plus généralement
CSe(E;A) 3¢ C5,(F;B) = CS,(E X F; A®B)

quels que soient les groupes abéliens A et B,

Exemple 3.6.3 — Soient K et L. deux schémas simpliciaux ordonnés; mm
Pensemble produit K X L. de la relation d’ordre produit:

(@) << (5 M

<y et ¥ <Y,

et appelons simplexe de K X L toute partic finie et non vide 5 qui vérifie
les conditions suivantes: les projections de 8 sont des simplexes de K et I,
ct de plus S est totalement ordonnée. On obtient ainsi un schéma simplicial
ordonné, appelé produit cartésien des schémas simpliciaus ordonnéds K et 1. Il est
clair qu'un simplexe singulier croissant de dimension 7 de K X L est une
suite ({0, ¥0)5 + . +» (e n)) telle que (%o, ..., %) ¢t (¥, ...,¥) soient des
sisnplexes singuhers croissants de K et L; on en dédmt un isomorphisme

canonique
GHK x L) = Gi(K) < G(L).

si I'on a

3. 7. — Homotopies simpliciales

Dans ce n® nous désignerons par I, le cémplcxe G, (A;) des chaines singuliéres
entitres (on plus généralement A coeflicients dang Panneay de base A) du
GODEMENT 5
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schém?:-éimplicial A,; ce complexe va jouer le méme réle que le « segment
unité » dansla théorie. « géométrique » de 'homotopie. On notera gue Panmeau
de base A opire 4 droite et 2 gauche sur I,, de sorte que si X est un complexe
de chaines simplicial & gauche sur A, on peut former I, >¢ X, qui est encore
- A
un complexe de chaines simplicial 3 gauche sur A. Dans ce qui suit nous
écrirons X ><Y au lieu de XxY, étant entendu que Panneau de base A
est choist une fois pour toutes,
Définissons tout d’abord, pour tout oomplexe de chaines simplicial X, des
homomeorphismes
AaX - I,xX
de complexes simpliciaux. Pour cela considérons pour tout a les simplexes
suivants de dimension s de L,:
w=(00...0); w=(,...,1)
nous définirons alors

P = 8<%,  Hx) =ut><x pour dim (x) =n.

La vérification du fait que f° et /1 commutent aux opératewrs de face est immé-
diate. On notera d’ailleurs qu’on pourrait encove définir f° et /* comme suit:
on considére le schéma simplicial A,; pour tout X on a de fagon évidente
un isomorphisme canonique . .

Ce{tp) XX =Xj
d’autre part on a deux applications simpliciales A, -> A;, 34 savoir 0 >0
et 0 - 1, d’odt résultent deux homomorphismes

Cellg) X X — Cy(8) XX

en les composant avec I'isomorphisme précédent on trouve j° et j,
Par exemple si X = G, (K), oit K est un schéma simplicial, /° et j* se déduisent
de fagon évidentc des applications simpliciales x -» (0,) et x—(1,x) deK
dans A, x K, _
Désignons par. &, la catégorié des complexes de chaines simpliciaux; on
peut considérer X —X et X ~» I, ><X comme des foncteurs covariants sur 8,

A valeurs dans la catégoric des complexes de chaines, et alors / et f1 sont des
transformations naturelles,

Théoréme $.7.t — Les transformations naturelles % et 2 sont homotopes.
Auirement dit, il existe des fransformations naturelles:

Dy X, = (I >xXX)u
telles que Von ait

f—=doeD.+Duyod en dimension a.
Plagons-nous d’abord dans la catégorie f des schémas simpliciaux— autrement
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dit, considérons d’abord des complexes dela fom.c Cu(K; A), ol AestI’'anneau
de base. Pour définir

D: C,(K; A) — C,(a, X K; A)
il suffit de le faire sur les simplexes singuliers de K; nous poserons

D(y, . . ss) = 2 (= 1)+ (0 s o> (085 (1525 -oos (5, 22),

ce qui définit bien une chaine singulitre de dimension st 1 de A X KL
Comme on a

P o5 %) = ((0, %), - . o, {0:%,))

JUxgs + o vy %) = ((1, %05 + + s (T, %))
la vérification du fait que D est une homotopie de f° A j1 est un exercice de
calcul trivial; il est par ailleurs clair que D est naturelle dans la catégorie
des schémas simpliciaux; on a du reste une formule de la forme

D(s) = ET}(“sf)"‘xf {s)s (dim(s) = n)

olt u déerit I'ensemble des simplexes singuliers de dimension 7 4 1 de A,
ot f décrit I’ensemble des applications A,.; —> A, et ot les coefficients v,{x, f)
sont des entiers rationnels indépendants de K.

Dans le cas d’un complexe de chaines simaplicial arbitraire X, nous définirons D
a l'aide de la formule précédente, s désignant cette fois un élément générique
de X,. Le fait que D soit encore une homotopie de f° 3 2 résulte essentiellement
de ce quion a déja démontré, du fait que j°, §1, 4 et D sont des transformations
naturelles sur la catégoric &,, ¢t enfin du fait que, pour tout ¥« X,, il existe
un schéma simplicial K, ¢t un homomorphisme G (K) =X dont l’lmage
contient x.

Une conséquence importante du résultat précédent s’obtient en considérant

deux complexes de chaines simpliciaux X et Y, et deux homomorphismes
0 X - Y. '

On ‘dit que ces homomorphismes sont simplicialement homotopes 8'il existe un

homomeorphisme de complexes simpliciaux

I, xX - Y
tel que P'on ait:
W0 =0aj9 0l =9o f;

il est clair qu'on a alors le résultat suivant :

Théorénie 3.7.2 — Deux homomorphismes simplicialement homolopes de complexes
de chatnes simpliciaux sont homolopes en tant quhomomorphismes de complexes.
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Exemple 3.7.1 — Soient K et L deux schémas simpliciaux, et considérons
deux applications simpliciales

®,0 :K > L;

on dit qu’elles sont simplicialement homotopes si, pour tout simplexe S de K,
les ensembles §°(S) et #3(S) sont contenus dans un méme simplexe de L.
Définissons alors une application

G:A]_XK.—)-L
en posant

8((0, )} = 0%(x),  o((r, %)) = &'(x);

il est clair que 0 est simpliciale (véciproquement, si 6 est simpliciale alors §°
et 6! sont simplicialement homotopes). Passons maintenant aux complexes
de chafnes singulidres de K, L et &, X K : d’aprés les formules de PExemple
3.6.1 on est exactement dans la situation du Théoréme précédent. Donc :

Théoréme 3.7.3 — Soient §° of 0t deux applications simpliciales simplicialement
homotopes d'un schéma simplicial K dans un schéma simplicial L; alors les homomor-
Phismes

CW(K) - Oy (L)

dg%n:cpdr@stelmhmmpa,apmmwawimﬁksmm
H,(K; A} - H,(L; A); H~L; A) —~ H*(K; A)

défims par 0° et 81 sond identiques,

En particulier, considérons un schéma simplicial conique K; cela signifie qu’il
existe un point ¢eK tel que, pour tout simplexe S de K, SU {a} soit encore
un simplexe de K; il revient au méme de dire que les applications simpliciales
X — x et ¥ — a sont simplicialement homotopes. Il s’ensuit que, si on désigne
par C,(a) le sous-complexe de C,(K) correspondant au sous-schéma simplicial
réduit & a, Papplication identique C,(K) — C {K) est homotope & 'appli-
cation G, {K) — G, {a) déduite de x — ¢; comme ce dernier homomorphisme
est évidemment une projectionde G, (K) sur C,, {a) on en conclut queles complcxcs
Cy(K) et Gy(a) sont homotopiquement Equivalents.

On remarquera par ailleurs que, pour tout schéma simplicial K, le complexe
G, (K) est muni d’une augmentation Cy(K) — Z, A savoir application qui prend
la valeur 1 sur chaque simplexe de dimension 0 de K (il en est de méme
plus généralement, comme on I'a vu, pour tout complexe de chaines simpli-
cial bdasigue). On dira que K est agyeligue lorsque le complexe augmenté
Cy (K) Pest. On voit immédiatement, d’aprs les considérations précédentes,
que tout schéma simpliciel conique est acycligue. On pourrait du reste encore le
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voir en utilisant P'opérateur d’homotopie suivant (qui ne s'identifie pas a
celui qui résulterait de la démonstration du Théoréme g.7.1) :
(%gs ++ -3 Xa)} > (85K, -+ .5 %a}s
on Yappelle Vopérateur conique ds sommet a.
Notons que de ces résultats on déduit le

Théoréme 3.9.4 — Tout schéma simplicial de la forme
'ﬁlli X [EN] X ﬁ.p

est acyclique.

Exemple 3.7.2 — Soient E et F deux cspaces topologiques, et
. 0:E > F

deux applications conlinues, Désignant par J, le simplexe géométnqms type
de dimension 1, on a deux applications continues

B - I X E,

b (x) = (P, x), JHH) = (P, x);

[P? est le point {1, 0) et P! I point (0, 1) de J, de sorte que, dans RE, J; est
ie segment de droite d’extrémités P? et P,

On dit que 0° et 0 sont homotopes s°il existe une application continue

données par

telle que
® =240 ° =00 .

Théoréme 38.7.5 — Soient 80 ef 61 deux applications continues homotopes d*un
espace B dans un espace F; alors les homomorphismes
CS,.(E) = C8,(F)

définis par 6% ef 01 sont simplicialement homotopes, etpawlau&gmupcabéhmz\bs
homomorphismes

H.(E; A) - H,(F; A), H*(F; A) —~ H~E; A)
définis par 00 et B sont identiques. '
En effet, les applications continues f, j* et 6 définissent des homomorphismes

2, b CS.(B) > CS,(J; X B) = CS,(J,) > CS*(E),
0y : CS, (J; X E) = CS,(J,) < CS*(E) — CS*(F).

Or, pour tout entier 7, on a une inclusion naturelle
Cy(aa) = GBy (),
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obtenue en. identifiant une application simpliciale f: &, — A, 4 Papplication
contmucf J,—»J qui lui correspond. Cela dit on vérific immédiatement
qu'en fait j) et ji se réduisent aux homomorphismes canoniques

CSy(E} — Ly >< CS4(E)

moyennent Iidentification ci-dessus de I, 4 un sous-complexe de CS,(J,):
considérant 'homomorphisime I, >¢ CS,(E) ~» CS,(F) restriction de 0,,
trouve immédiatement le résultat cherché,

Comme corollaire du théoréme précédent, considérons un espace E et un
sous-espace F de E; on dit que F est un rétracte de E ¢'il existe une application
continue de E sur F qui, sur F, se réduise 3 Pidentité; si de plus ’on peut
supposer cette application homotope (en tant qu’application E — E) A appli-
cation identique, on dit que F est un rétracte ds diformation de B; dans ce cas,
les hormomorphismes canoniques H,(F, 2) —H.(B, 2) sont bijectifs.

En effet considérons d’une part I'injection canonique j: F —» E et d'autre
part une rétraction p: E — F, homotope i Pidentité. L’application

Pe o Ju 2 GSu(F)—>C8,(F)

est évidermnment 'identité, D’autve part’applicationf, o o, : CS,(E)} - CS,(E)
- se réduit A p,, ¢t est homotope A Pidentité d’apres le Théortme précédent,
Par suite, les complexes CS,, (F) et CS,, (E) sont homotopiquement équivalents,
ce qui prouve notre assertion,

En particulier, disons qu’un espace est contractile 5°il admet un rétracte de défor-
mation réduit 3 un seul point; alors :

Théoréme 3.7.6 — L'homologie singultére d’un espace comiractile B o5t donnée par
Hy(E; 2) =2, HuE;Z) = 0pourn>i.

Ce résultat s'applique par exemple dans la situation suivante : soient V un
espace vectoriel topologigue réel et E une partie de V; disons que E est conique
g’il existe un s« E tel que, pour tout » B, 1e segment fermé d’extremités a et x
soit contenu tout entier dans E; alors Phomologie singulitre de E est triviale.
En particulier, si Pon a un schéma simplicial K, et si'on considére le recouvre-
ment ouvert du polyédre P(K) formé par les étoiles U, des sommets de P(K)
(n® 3.2), on wvoit que Ihomologie singuli¢re de toute intersection finie
d’ensembles. U, est triviale. . )

Les méthodes et les résultats que nous avons développés dans ce no s’étendent,
moyennant des modifications convenables, 4 la théorie des complexes de
Au lieu du complexe I, des chafnes singulitres de A, 4 coefficients dans I'anneau
de base donné A, on part du complexc I* des cochaines singulitres de A, a
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valeurs dans A; pour tout entier s, [* ¢st donc I'ensemble des homorzorphismes
de I, dans ’anneau de base et en particulier tout élément de I* j:owéde une
« valeur » sur tout simplexe de dimension # de I,.

Smtalorqunoomplexcdccochainamnphaal,onaectteﬁmsdcshomomor-
hismes canonigues
P Jof: I* XX ~» X

définis comme suit : pour a&I* ¢t x@X" on pose
Jo (25X %) =w(®) . %
Ji{a>X%) = a(w) . %,
oit u? et ui sont les simplexes définis plus haut (p. 52).
8i I'on considére f, et j; comme des homomorphismes entre fonctmrs A valeurs

dans la catégorie des complexes de cochaines, alors f, ei f, sont kmmfop&f,
i.e. il existe des transformations naturelles

A (L XX - X1
telles que Pon ait

fi—fh=doD*4+Dr+1sd  endegrén

On peut d’ailleurs définir ces homomorphismes parles formules da n® précédcnt,
plus précisément, si Fon reprend la formule

D) = Dy ms). 4T ()

du n® précédent [x & X,, la sommation est étendue aux simplexes 4 de dimension
n+ 1 de I, ét aux applications f: A,y — A,, et les coefficients ya(, f)
sont des entiers ratiomnels], on vérifie facilement que Pon peut définir D* par
la formule suivante :

D* (< #) = ¥ Taali (). £ (2)s
Ia sommation étant étendue aux simplexes 2 de dimension # de I* et aux
applications f: A,-—>A._;. ’
Ceci fa.it considérons deux homomorphismes
00, 01 X - Y
de complexes de cochafnes simpliciaux; on dit qu 1ls sont sunphmalement
homotopes s’il existe un homomorphisme

t: X - I* Y
tel que Pon ait
9% =Jjio0 (i =0,1);
il est clair d’aprés les résultats précédents que deux bonwmoqofn.mw nmphudc—
menk homotopes sont homolopes en iant qu homomorphismes de complexes de cochaines.

Ce résultat nous sera utile en cohomologie de Cech (chapitre 1, § 5).
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3. 8. Chaines orientées et cochaines ﬂhrnées

Soit X un complexs de chaines simplicial. Pour chaque entier £ > 0, toute
application A, — A, définit canoniquement un endomorphisme du module
X.,; en particulier, on voit que le groupe des permutations de A, opére sur le
module X,. Etant donné une permutation u, nous désignerons sa signature
par «(x).
Cela dit, une chaine xeX, est dite dégénérée si elle appartient au sous-module
de X, engendré par les éléments suivants :
a) les chaines de la forme @(y) — e(4)y, ol y est un élément quelconque
de X,. et ol u est une pcrmutanon quelconque de A,;
b) les chaines de la forme f{2), ol f est une application quelconque de A,
dans Ay, avec p < n-1, et ot 2 est un élément quelconque de X,
Notons D,(X) Fensemble des &éments dégénérés de X,, et D{X) le sous-
module gradué de X ayant pour composantes homogénes les D,(X); alors
D(X) est un sous~complexe de X, i.e est stable par Popérateur bord de X (mais
non, bien entendu, par les opérateurs de face de X). On démontre ce résultat
comnme suit,
Tout d’abord il suffit évidemment de prouver que dx est dégénérée lorsque x
est soit de Ja forme Z(y) —s(u) y, soit de la forme f{3); d’autre partil est clair
que tout homomorphisme X — X' de complexes de chaines mmphc.laux
applique D(X) dans D(X’) ; on déduit de ces deux remarques, par un raisonne-
ment que nous avons déji utilisé, qu’il suffit de démontrer notre assertion
dans le cas particulier suivant : X est la forme de C,(K) pour un schéma
simplicial K, et y est un simplexe singulier de K. Nous laisserons au lecteur le
- soin de faire }a démonstration dans ce cas,
Cela dit, on appelle chafnes orientées de dimension n de X les éléments dy module
quotient X,/D,(X); on définit le comploxe des chafnes orientées de X comme
étant X/D(X).
Lorsque X est un complm de chaines semi-simplicial on définit encore un
sous-complexe D(X), 2 savoir le sous-module gradué engendré par les chaines
F{5), olty est de dimension # quelconque et ot f décrit enserable des applica-
tions croissantes de A, dans A,, avec p=n+1, 8+ 2, .
Dans ce cas, on peut facilement démontrer (1} que, par I'intermédiaire de
Papplication canonique

PPl o X - X/D(X),

les complexes de chaines X et X/D(X) sont komolopiquement équivalents, et ce

(1) S. EwensErG-S. Mac Lang, On the groups H ([1, n) I {Aan. of Math., 58 (1953},
PP- 55-106; voir Theorem 4,1).
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de fagon naturelle. On pourrait évidemment conjecturer qu’un résultat analogue
est valable pour la catégorie des complcxes de chaines simplicicux; malhcurecuse-
mient, Pauteur ignore ¢°il en est bien ainsi

Nous allons voir cependant qu’on a un résultat intéressant si Pon s place
sur la catigorie P+ des schémas simpliciaux ordonnés (un homomorphisme
K -» L étant jei unc application simpliciale sirictement croissante) : sur cetle
catégorie, les foncteurs

K — Cy(K) et K = C(X)D(Cy(K))

sont homolopiquement équivalents.
Tout d’abord, pour tout Kef++, on a une décomposmon de Gy (K) en somme

directe
Cy(K) = GI*(K) + D(Cy(K))

ot Pon note CGIH(K) le sous-complexe de C,(K) ayant pour base I'ensemble
des simplexes singuliers s ¢ Ax — K de K qui sont siriclement croissants.

En effet, soit (%, ..., 23} = ¢ un simplexe singulier de K; si les 1 ne sont .
pas deux 3 deux distincts, ce simplexe est-dans D(C,(K)); si les % sont deux
a4 deux distincts, il existe évidemment un simplexe singulier strictement
croissant { et une permutation # de A, vérifiant la rclation s = &#(2), dod
s = #(t) —e(u) .t + s(u).¢, cc qui prouve bien que C,(K) est somme de
CH(K)} et de D{C,(K)); il reste 3 prouver que cette somme est directe; il
suffit pour le voir d'observer qu'en dimension s, D(C*(K)) est engendré
d’une part par les simplexes singuliers (x, . . ., ,) 4 sommets non tous distincts,
d’autre part par les chaines de Ja forme #(s) — e(t) .5, ot 5 déerit Pensemble
des simplexes singuliers strictement croissants de dimension r, et ot u décrit
le groupe des permutations de A,; noire assertion résulte facilement de la.
Cela étant il est clair que nous avons sur la eahégonc t+ un isomorphisme
canonique entre les foncteurs

K—>GHK) e K- CuK)D(Cy(K));
par conséquent, tout revient & montrer que les foncleurs
K> CHR) o K - Gy(K)

sont homotopiquement équivalenis. Nous allons pour cela utiliser le Corollaire
duThéoréme 2.5.2, en prenant pour objels modéles de la catégorie ++ les schémas
ordonnés A,(r = 0,1, ...). Puisque l'on vérifie facilement que Pinjection
CH(RK) — Cy (K) induit un isomorphisme des groupes d’homologie en dimen-
sion 0, tout revient & établir que les deux foncicurs considérds sont représen-
tables et acycliques.

Tout d’abord, C, est acyclique en vertu du Théoréme 3.7.4; pour démontrer
que les complexes CI*(A,) sont cux aussi acycliques il suffit de considérer
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I'opérateur qui applique un simplexe singulier strictement croissant (x,, . . ., %)
de A, sur (0, %, ..., x,) lorsque 0<x,, et sur 0 lorsque 0= x,.

Pour établir la représentabilité de K — GI*(K) on procéde comme suit;
pour tout # 3> 0, 'ensemble Hom(A,., K), i.e. Fensemble des applications
simpliciales strictement croissantes de A, dans K, s’identifie A la base cano-
nique de CIH(K) : il suffit pour cela d’identifier chaque f @ Hom (A, K)
au simplexe singulier f{1,) de K, u, étant lc simplexe fondamental de A,;
ia propriété de représentabilité suit immédiatement de 1a.

De méme la représentabilité de K — C,(K) s’obtient en_remarquant que
Ca(K) admet pour base la famiile des simplexes singuliers (i), ob f décrit
Iensemble Hom(A,, K), p =0, ...,8, et ol, pour chaque p, u décrit
Pensemble des simplexes smguhexs (non ordonnés} de dimension 1 de A,
telz que u{A,) = A,

Ces propriétés établies, Péquivalence des foncheurs considérés résu.ltc, comme
nous Pavons dit, du théoréme des modiles a ues,

Le résultat que nous venons d'établir s cx]mmc encore comme suit; consi-
dérons les injections canoniques

Ju: GHE) — Cu(K);
alors il existe sur la catégoric ¥** des transformations naturclles

pr 1 Ch(K) — CHK)
he : CafK) . > Gury(K)
B CH(K) — CHi(K)

de telle sorte qu’on ait les relations suivantes ¢

j|°d=d°ju+l;1°u°d=d“pl-hl;
quPu=d Obl‘l"hn—l“d;
Pac jo=d o Ert K o d;

On observera que 1a seule condition imposée  la transformation naturelle
p: Cy(K) — CH(K)

définic par les p, est d’étre homogéne de degré 0, de commuter 3 opérateur d,
"et de se réduire A Pidentité en dimension 0, En faisant usage de la décomposi-

‘tion canonigue
Cy(K) = GH(K) + D(C, (K))
on peut donc prendre pour p Popérateur de projection associé A cette décomposi-

tion, i.e, définir comme suit p sur les simplexes singuliers de dimension »
de K : p(s)—Osllessommetsde.rnesontpa.stousdlsuncts,ct,danslccas

contraire,
b{s) = «(u) . 4(s),
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u étant /g permutation de A, qui transforme s en un simplexe strictemem
croissant,

A la notion de-chaine orientée d’un complexe de chaines SImph(:lal corres-
pond, par « dualité¢ », celle de cochafne alternée d’un complexe X de cochaines
simplicial; on dira que x& X" est alternée si les relations suivantes ont licu:
@) pour toute application f: A, ~> Ap, avec p > n, on a

f =0
5) pour toute permutation # de A, on a
@(x) = ¢(u).x.

On vérifie facilement que ces cochaines alternées forment un sous-complexe
A(X) de X; on ignore si Pinjection ca.nomque A(X) — X est une équivalence
au point de vue homotoplquc, mais nous allons le démontrc:r dans un cas
particulier important.

Considérons un schéma simplicial K et un systéme de coefficients £ sur K
(n° 3.3) ; nous allons voir que ta propriété en question est vraie pour le complexe

X = C*K; 9).

Pour cela, nous supposerons K ordonné, ce qui évidemunent ne restreint
pas la généralité puisque tout ensemble peut étre muni d*une relation d’ordre
totale, .

Remarquons, tout d’abord qu’une cochaine
' @ = (2(s) S8 (K) » ufs) a £(s),

est alternée si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes : «(s)
est nul si les sommets de s ne sont pas deux 4 deux distincts et

[ (5)] = e(u). a(s)
pour toute permutation u de A,. Il s'ensuit évidemment qu'une cochaine
alternée est entidrement déterminée dis qu’on connait les valeurs qu’e]]c
prend sur les simplexes singuliers strictement croissants de K, et de.plus quon
peut choisir arbitrairement ces valeurs {(moyennant bien entendu Ia restriction
que a(s) e £(s) pour tout s).
Lorsque le systéme de coefficients £ est tmnal ces considérations montrent
que les cochaines alternées de K 2 valeurs dans ¢ s'identifient canoniquement
aux &léments du complexe Hom[C, (K)/D(C,(K)), £]; lc théoréme que nous
avons en vue s’obtient alors de fagon évidente A partir du résultat que nous
avons établi précédemment.

Dans le cas général d’un systéme de coefficients quelconque £ sur un schéma
simplicial ordonné K, tout le probléme consiste évidemment 3 définir avec
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précision le « transposé » &4 C*(K; £} d’un homomorphisme de la forme
Cu{K} — Gy(K) par exemple. Tout d’abord, étant donnés des simplexes
singuliers s et ¢ de K, de dimensions p et ¢, nous écrirons s< ¢ pour indiquer
qu’on a la relation s(4p) € #{A,). Cela étant, nous dirons qu’un homomorphisme

§: Cp(K) -~ C,(K)

est transposable si, pour tout simplexe singulier s de dimension p de K, on a
une relation de la forme

0= D) elst).s
1E8,(X)
bcs

avec des coefficients a(s,¢) entiers rationnels. On définit alors le transposé
W CIKs ) - C/(K; 9)
comme suit : pour } € CY(K; 9}, la cochaine %6(}) = p e CP(K; %) est donnée par

mis) = Z (s, ¢) . (restriction 2 s de A(#));
€8 (%)
boH
cette formule a un sens puisqu’elle ne fait intervenir que des simplexes f< s,
11 est clair que 'application 9 — ' est compatible avec les diverses opérations
algébriques évidentes; de plus, si 8 est nul sur les chaines dégénérées, 6 prend
ses valeurs dans les cochaines alternéés.

Ceci fait, il est clair qu’en transposant les opérateurs j,, “p, k., A définis
plus haut on trouve comme annoncé I’équivalence des complexes X et A{X)
lorsque X = CG*{(K; ¢}; on laisse au lecteur le soin de justifier cette assertion
en détail,

Lintérét du résultat précédent est de conduire entre autres au théordme
suivant : supposons K de dimension n finie; alors on a
HA(K; €) = 0 pour p > n

pour tout systéme de cogfficients £ sur K. On a méme, dans ce cas, la relation
A(CPK; £)) = 0 pour p>>n. On déduit de 13 le résultat suivant : soieni B
un espace lopologique, Tt == (Mg)rex un recouvrement ouvert de B, ef £ un préfaiscean
de groupes abéliens sur E; on a alors HP{(SIR; £} = 0 powr p>n si le recouvrement
est de dimension < n, i, ¢, si 'on a

M, n-.- ﬂMi‘,:@

1}
quels que soient les indices &, ..., i, deux & deux distincts.
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3. 9. — Equivalence entre produits cartéslens et tensoriels

Sayf mention expresse du contraire, on suppose Ianneau de base A commutatif; tous les
produits tensoriels congidérés sont relatifs 3 A. Etant donné un complexe
de chaines (resp. de dochalnes) simipliciat-X, on note C‘-,.{X) (resp. C*{X})
sa composante de dimension (resp. degré) n.

Soit p un entier >» 1. Nous désignerons par £, la catégoric suivante : les
objets de R, sont les guites X = (X,, ..., X} de p complexes de chaines
simpliciaux () sur Panncau de base donné A; un homomorphisme 6: X > Y
est une suite d’homomorphismes §; : X, =Y de complexes simpliciaux; enfin,
on compose des homomorphismes X -+ ¥ et Y - Z en composant, pour
chaque £, les homomorphismes X, -> Y, et Y, -+ Z, correspondants.

De méme, nous désignerons par ¥, 1a catégorie des suites K = (K, ..., Kp)
de p schémas simpliciaux, un homomorphisme K — L étant une suite d’appli-
cations simpliciales K; -> L, Si Yon associc & tout schéma simplicial K le
complexe C,(K) des chaines singulitres de K & coefficients dans Panneau de
base A, on obtient évidemment un foncteur covariant

K — (Cy(Ky), ..., Cu(Ky)
défini sur a catégoric F, et & valeurs dans Ia catégoric &,
Etant donnés des catiers positifs m, ..., m,, considérons sur &, le foncteur
Fo ...my: X G, (X)) ® ... @ Cay(XKp)s
3 valeurs dans Ia catégorie des A-modules. On en déduit sur f, un foncteur
| Sy n B = Gu(K) @ -..® Cu,(Kp),
ct bien entendu toute transformation naturelle
T: F,.i_,‘,.p - Fa, o
induit une transformation naturelic
£2fm o omy > Fugings

récibroquement, loute frangformation naturelle § se¢ « prolonge » d’une manidre et Tune
seule en une frangformation T,

Pour le voir, explicitons tout d’abord & Considérons Pobjet (Au,, . -, 4, de
1,; u, désignant le simplexe fondamental de A,, ¢ transforme l’élément

u.i ® b @umpe C.l(Am!) @ ® Gup( )
(*) Toutes les définitions et tous les résultats qui vont suivre s’appliquent, moyennant

des modifications trmales, aux complexcs de chaines semi-simpliciaux; on laisse au
lecteur le soin de s’en assurer.
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en un élément de G, (4,) ® ... ® C, (A, ), d’oli nécessairement une formule
Hitmy ® - ® ) = D V(S 1s--r S )T ((tim) ® -+ © F p{tiny)
o Ia sommation est étenduc aux applications
Siei day > Ay
ct oll les coefficients y sont dans Panneau de base. -
Cela dit, soit X = (X,,..., X;) &R, cf prcnonsdes éléments xy = G,.t(X,) ilya
uir homomorphisme ct un seul
Cu(Bn) ~

qui applique w,, sur x; la t.ransfm-mat.lon cherchée T, si ellc existe, est donc
nécessairement donnée par la formule

T ® - @ %) = N 1(fu--aSp)- Frl#) ® ... ® Flsp),

ct:lcstbwméwdcntquciatransformauonnaturelleamsndéﬁmcrépond
effectivement au probléme posé.

I est clair que la correspondance cntre ¢ et T est A-linéaire, et compatible
aussi bien avec !a composition des transformations qu'avec leur produit
tensoriel (si I'on a des transformations naturelles F,, ... —F,, ... ct
F,, .., +F, .., définies respectivement sur les catégom .5 ct & on en
déduit par prodmt tensoricl unc transformation Fa, ... sy, vory > Fayccnp, s
définie sur Ia catégoric &, ,). '
Ces préliminaires posés, nous pouvons énoncer le résulmt prmmpal de la
théorie :

Théoréme 3. 9.1 (Eumm—ZmR) — Soit .R, la categom des sustes de p
complexes de chanes simpliciaux sur un anneau d’eba.mwmdaafA alors les _foncteurs
cavariants

X Xx...xX, o X->X0..0X,
dﬁuw&,ddw&w;@hmﬁpmdnw@!&xﬁdﬂm&mm&mIwmo-
topiquement équivalents.

Autrement dit, il existe des transformations naturelles
UrX;>x...xX, +X;® ... 9 X,
Vi,®...8%X, » X, ... XX,

telles que U e V et V o U soient naturellement homotopes 3 l'identité. Nous
démontrerons ce résultat en utilisant le Corollaire du Théoréme 2.5.2.

Plagons-nous d’abord sur la catégorie E,; on a évidemment entre les foncteurs

K > Cu(K) 3¢ ... X Co(Kp) = Cu(K; ¢ ... X K,)
E — Cu(K) ® ... ® Gy (K,)
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un isomorphisme canonique en ditnension 0; cclui-ci est au surplus compa-
tible avec les augmentations évidentes des complexes considérés. '
Prenons alors comme modéles dans T, les suites de Ia forme (Am, ..., An F) Les
foncteurs précédents sont acpeligues, le premier en vertu du Théoréme 3.7.4,
te second en vertu du n® 2. 7. Ils sont aussi représentables; il suffit pour te voir
d’établir la représentabilité de chaque foncteur

K > Gy (Ky) ® ... ® G (Kyp);

mais cela résulte évidemment de ce que le groupe précédent admet pour
base Vensemble des éléments de la forme

filtn) ® ... ® folumy),
ol chaque f; décrit I'ensemble des homomeorphismes de A, dans K, et o
t, désigne, comme toujours, le simplexe fondemental de A,.

Cela fait le Théoréme des modéles acycliques montre que les foncteurs « pro-
duit cartésien » et « produit tensoriet », considérés sur E,, sont homotopi-
quement équivalents. Mais on a vu que toute transformation naturelle définie
sur ¥, se prolonge 3 &,; d’oit le résultat pour Ia catégorie &,

Corollaire 1 — Svient X et ¥ dewx complexes de chabnes simpliciaus; on @ das
isomorpkismes camomiques '
H,(XXY) = H.(X®Y)

Corollaire 2 — Soient K ot L deux schémas simpliciaux; Uhomologie de K x L
est canomiquement isomorphe & celle du complexe Cf(K) ® Cy(L).

Corollaire 3 — Soimt E ot F deux espaces. lopologiques; Ihomologie singuliére
de Pespace produit E X F est canoniquement isomorphe & Phomologie du complexe
. CS,(E) ® C5,(F).

Remarque 3.9.1 — 1l est facile de construire explicitement, sur la cabégone
#,, une transformation aaturelle

XY >X0Y

se réduisant  Pidentité en dimension 0, It suffit de le faire sur la catégorie ¥, i.e,
pour X = C(K), Y = C,(L) o K et L sont des schémas simpliciaux. Le
lecteur vérifiera aisément que !a formule suivante (qui indique comment
transformer le produit cartésien de deux simplexes singuliers de dimension r)

convient :

f=n

(xo: -°-axl)><(ylb "'9]!!) ant Z(xl)s ceey xi) ® ()!'s'-‘,yﬂ) .
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I est bien entendu imeile de vérifier que cette formule définit effectivement
une équivalsnce entre produit cartésien et produit tensoriel : on le sait 3 Pavance,
pourvu que la transformation en question soit natureile, commute aux diffé-
rentielles, ct sc réduise 4 1'identité cn dimension 0 — propriétés dont. la véri-
fication est triviale,

On peut aussi expliciter une n'ansfurmauon XY XY

Remarque 3.9.2. — Lorsque p = 2, le Théortme 3.0.1 ¢st vrai méme si
Panneau de base A n’est pas commutatif; Phypothése que A est commutatif
ne sert qu'ia assurcr la possibilité de former des produits tensoricls de plus
de deux facteurs,

3. 10. — Extension aux complexes de cochaines simpliciaux

Désignons par &% !a catégoric dont les objets sont les suites X = (X, ..., X,)
de p complexes de cochaines simpliciaux sur anneau de base A donné, les

homomorphismes entre objets de cette catégorie se définissant comme au
n® précédent. Nous allons démontrer, pour cette catégorie, I'analogue du
Théortme 3.9.1.

Faisons d’abord la remarque suivante. Considérons, sur la ca.tégor:e &,
une transformation naturelle

T:Go(X)) ® ... 8 Coy(Xy) ~ Cu(X0) ® ... ® G (Xp);

nous allons lui associer canoniquernent, sur la catégorie £2, une transforma-
tion. naturelle iransposée

AT OMX)D ® ... @ G (X)) —» OM(X)) ® ...-®G"9(Xp).l
Pourocla,écﬁvonsTsousforineexpﬁdbe
T=2T(f1’=---sﬁ)~f~i®'“®}‘p

ol la sommation est étendue aux applications f; ¢ An, —> Ag, €t 0% les coeffi-
cients y sont dans 'annean de base. Nous définirons alors '

T=Y1lfs oS- /1® - 8 F,

en utilisant la méme formule. Bien entendu, dans la premitre formule f;
est Yhomomorphisme structural C,, - Cu,, tandis que daas la seconde c’est
Phomomorphisme structural G — o,

H est clair que la correspondance entre T et sa transposée satisfait aux condi-
tions suivantes, qui du reste la caractérisent :

a) : Papplication T — T est A-linéaire;
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5) : étant données des transformations naturelles
U: Fu, ey Fui . \& FJ’ oung Fr' e,
on a la relation
Vo) =TU+WV;
£) : étant données des transformations naturelles
U: Fui ey T Fli e g V: Fri g FI’ et
on a la relation
U@ V)=Ue*W,;

d) pour toute application f: Ap-» A, la transposée de

}:c,+c, est }':CP—>G¢.

Ces préliminaires posés, il est clair qu'en « transposant » le Théoréme 3.9.1
on obtient le résultat suivant :

Théoréme 35.10.1. — Soit KF la catéporie des suiies de p complexes de cochafnes

simpliciaux sur un anneau de base commutatif; alors les foncteurs covaviants
x-""‘xlx...xX’ ¢t x."')'xl@-.-@Xp,

définis sur RF et & valevrs dans la catdgorie des complexes de cochaines, sont homotope-

quement équivalents.,

Voici une application importante du résultat précédent. Considérons des

complexes de chaines simpliciaux basiques X,, ..., X, et des systimes de cogffi-

cienfs Joy, . . ., Jop sur ces complexes; on peut en déduire sur X, 3¢ ... X,

un systéme de cocfficients S, 3¢ ... >¢ by en posant

Joy X+« DK Jop{s <+ - - X 5p) = oy {8y) @ - - - © p{sy)

ct cn définissant de fagon évidente les opératcurs de restriction.
On a alors un homomorphisme canonique de complexesde cochainessimpliciaux
[ % (K5 ) 3+ >< C¥(Xpi dp) = Ty >< - X X < -+ < by) |

défini comme suit : étant données des cochaines «pe C*(X;; &), on prend
pour fu(e >< ... > u,) la cochaine

5136 o Xap > i{5) B ... O eps).

L’homomorphisme j, n’est généralement pas bijectif; en effet dans I'avant
derniére formule, les termes de degré n du premier membre forment le groupe

i=p

® Il M),

{=1 dlm(si)zu
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tandis qu'au second membre nous trouvons
=,
I1 ‘o &

dim{sy=n =1

or la formation des produits tensoricls n'est pas compatible avec celle des
produits directs infinis. Cependant, cette difficulté ne se présente pas pour
des produits directs finis, ce qui sera le cas si les complexes X, ne comportent,
en chaque dimension, qu’un nombre fini de simplexes {nous dirons alors que
les X, sont des complexes simpliciaux basiques finis). Dans ces conditions il
est clair que l¢ Théoréme 3.10.1. démontre le résultat suivant :

Théoréme 3.10.2. — Soient Xu(t L k< p) des complexes de chafnes simpli-
cianx basiques finis, el Ju(1 < £ < p) des systémes de coefficienis sur les X, alors
les groupes '

HAXK e X XKps oy X .. 3K )

sont canoniquement isomorphes aux proupes de cohomologie du complexe
C* Xy M) ® ... @ C*(Xp;5 Byp)e
Exemple 3.10.1. — Prenons deux schémas simpliciaux finis K et 1L.; alors,
quels que soicnt les groupes abéliens A ct B, on peut calculer les groupes de
cohomotogie .
H*K><L; A®B)

A Paide du complexe produit tensoriel

C*(K; A) ® C*(L; B).
Par excmple, pour tout corps k on a des womorphmrm canoniquies

HeB>L;b) = Ho(K; ) @ HI(L3 ),

Pre=n

comme il résulte du Théoréme de Kiinneth. On a un résultat analogue pour
les complexes simpliciaux basiques finis lorsque les systtmes de coefficients
considérés sont des espaces vectorisls sur un corps k (A condition bien entendu de
sous-entendre — comme du reste nous le faisons dans tout ce § — que les
produits cartésiens ct tensoriels considérés sont relatifs 3 Yanneau de base k).

3. 1l. — Produit cartésicn de deux classes d’homologie
Choisissons une fois pour toutes, pour tout entier p 2» 1, une transformation

naturelle
Tp:X®...9%, > X, ... XX,

sur la catégorie R, des suites de p complexes de chaines simpliciaux sur un
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anneau de base commutatif donné A. Il en résulite pour tout # un homomor-

phisme
HX ... 9X,) > H(X; < ... xX})
qui est d’ailleurs bijectif ot inddpendant du choix de T, (puisque d’aprés les considé-
rations du § 2 la transformation T, est unique 4 une homotopie prés); autre-
ment dit, les fonctenrs
X->HXo®...9X;) e X »H{Xx...xX)
soni canoniquement isomorphes. _
Or on a d’autre part des homomorphismes canoniques
Hy(X) ® ... @ Hy(X,) + Hyreo s (%, 0 ... 8 X,);
on en déduit donc des homomorphismes naturels

H,,(X) © - @ Hy(Xp) = Hoyeoony(Ka <0+ %) |-
Etant données des classes d’homologic e H, (X), Fimage de ,® ... ® &,
par cet homomorphisme se note

B> .o X

c’est le produit cartésien des classes d’homologie données,
Par cxemple, si 'on a des espaces topologiques E ¢t F, ¢t des classes

teH.(E; A), mneH(F;B),

ott A et B sont des groupes abélicns, lenr produit cartésien est une classe
ExxneH . {E X F; A®B).

Théoréme 3.11.1. — Le produit cartésien posside les propribtés suivantes :

a) Soient X, Y, Z trois complexes de chafnes simpliciawx, &, w, { des classes & homologie

de X, Y, Z; alors moyennant Dindentification (X ><Y) < Z =X (YxZ),
on & la relation

XX (X0 = (§x<X») x¢ )
b) Soient X, Y dewx complexes de chatnes simpliciaux, §, n des classes d>homologie
de dimensions p, q de X, Y; alors, moyennant Pidentification X x Y =Y < X,
on a la relation (%)
n><E = (— 1)PE >,

¢} Soit 03X 4 X B X"+ 0 une suite exacte de complexes d¢ chatnes sime
Pliciaux, et Y un complexe de chaines simplicial tel que la suite

0+ XY >XwY XY 0
soit encore exacte; alors quelles que soient les classes d’homologie ¥ et % de X" @t Y,

on a la relation
¥E > m) = () X

() La commutativité de Panmeau de base est essentielie si Pon veut obtenir cette pro-
priété,
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‘Démonstration de {a). — Considérons sur les catégories &, et &, les
transformations natureclles
' T, X, ®...0X, ~ X; ... %X,
TQ:X! @ e @X' — X]X'-‘qu;
on en déduit sur Ia catégorie ;. une transformation naturcile
Tp®Te: X, ® ... @Kpug = (XK ... XKp) @ (Xpus XX oo o X XKpag)s
en composant avec la transformation T, on obtient une transformation naturelle
Tee (T, 0Ty 1 X, ... 80X, > Xy X ... X Xpey
qui se réduit & I'identité en dimnension 0, et qui par conséquent &5t homotope 4
Towe :
Prenons alors des classes d’homologie §eH(X)) (r <i<p 4 ¢). Désignant
encore, par abus de notation, par §; ® ... I'imagede §, ® ... dans H{X, ® ...),
ona ,
Tp(El@“'@Ep) =E1><"‘><Ep
T@(EP'FI @0 Ep-o-q) = '9';-.-1)( i 'XE,pq.q
¢t par conséquent
Tp@ Tq(al @ ‘e @Epa-q) = (Elx LR X'Ep) @ (Ep+l>< 4w Xfp-.-q);
en appliquant T et en tenant compte du résultat précédent, il vient donc
Treolf1® .. . BEpug) = &< .. XE) X Epa1 X . X e y);

le premier membre étant précisément §; < ... 3< §p. ¢, on obtient la propriété
d’associativité.
Démonstration de (b). — Considérons les isomorphismes canoniques

e: XY - ¥YxX
d: XY >Y¥YeX

{on se place sur la catégorie &,) donnés par

s(a>cb) = k< a; ‘ de®b)=(—1)"b®a
pour 2 de dimension p et b de dimension ¢. Les transformations naturelles

T; e ¢ 1oTiod: XY - XY
sont identiques en dimension 0, donc homotopes. 8i donc on prend des classes
d’homologic (eH,(X), yaH,(Y), on aura

Tyt @n) =e-1o Ty 0o EOm);
mais comme on a visiblement
¢t @) = (— 1)y ®F

le résultat cherché s’ensuit aussitdt.
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Démonstration de (¢f). — Représentons les classes d’homologie données
' et 7, par des cycles X« X’ et yeY, Il existe un cycle 2’ @ X’ ¢t une chaine
xeX tels que Pon ait

& = p(x), J(&) = dx,
¢t par définition de I'opérateur d la classe 35" est représentée par »'. Consi-
dérons alors la transformation naturelle T,. Comme §®y cst représentée
dans X' ® Y par ¥ ® y on voit que &' >< y est représentée par Ty(+" ® y);
de méme (35" >< m est représentée par Ty(a’ ® y).

Or puisque T, est-naturelle on a
To(x* @ 3) = Ty(p(x) ®3) = p>x 1(Tylx ® )
et de méme

IX 1T @) = Te(i{#) @ y) = Ty{dx ®3);
comme y est un cycle on a dx ® y = d(x @ y), et comme T, commute 3 4

il vient donc )
J X (Ts{x’ @) = d(To(x ® )}
d’ots 'on déduit par construction de & que

d(8' ><m) est représentée par Ty(x' @ ¥),
ce qui achéve la démonstration, ‘
On laisse au lectenr, & titre d’exercice, le soin d’interpréter (¢) en homologie
singuli¢re (prendre la suite exacte associée 3 un espace topologique E et
A un sous-espace B’ de E, et pour Y le complexe singulier d’un espace F).
Il va de s0i que toutes les définitions et tous les résultats de ce n° s’appliquent,
sans aucun changement si ce n’est dans les notations, aux complexes de cochafnes
simpliciaux. :
En particulier prenons des complexes de chaines simpliciaux basiques
Xt <k < p) et des systtmes de coefficients At <k < p) sur ceux-ci;
étant données des classes de cohomologie

Gea H*(Xo; &),

leur produit cartésien £, < . . . >< £, est une classe de cohomologie du complexe
C*(X,, M) < ... > C¥(X,; Mp); maiz on a (n° 3.10) un homomorphisme
canonique j, de ce complexe dans C*(X, >< ... > X,; &y <. ... 0< Ayl
on en déduit donc des homomorphismes canoniques

F(05 ) © - 8 Hor(Ky )
= Hr e (X 0 2K oy 2K XK ey) |

8i les X, sont finis, il 0’y a aucun inconvénient 3 identifier £, >< ... ><E, A
son image dans la cohomologie de X;>< ... X X,; en fait, méme si les
X, ne sont pas finis, on désigne souvent par §; >< . .. 3 §,1a dlasse de cohomo-
logie de X, >< ... > X, que nous venons de définir.
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Par exemple, si 'on a des espaces topologiques Ey, . . ., E, et des classes de coho-
mologie singulitres £« H*(E; A)), alors & >< ... 3¢ £, {par abus de notation)
est unc classe de cohomologic de I’espace produit E; X ... X E,, & valeurs
dans le groupe abélien A, ® ... ® A,. On a un résultat analogue pour les
schémas simpliciaux.

3. 12. — Applications diagonales: cup=produit

Plagons-nous sur la catégorie des complexes de chaines simpliciaux basigues;
il existe alors une transformation naturelle

D:X = XX,
savoir celle qui transforme tout simplese s de X en le simplexe

Dis) =s><s

de X X,

8i X = Cu(K) ot K est un schéma simplicial, Papplication qu’on vient
de définir correspond évidemment & P’application simpliciale x — (x, ) de K
dans K X K;si X = CS,(E), ol E est un espace topologique, elle correspond
a lapplication continue x —+ (x, £} de E dans E X E, Pour ces raisons, on
appelle D Papplication diagonals. On ne peut pas la définir sur la catégorie des
complexes simpliciaux (non basiques) — car si on le pouvait, on en déduirait,
sur la catégorie des groupes abéliens, une transformation naturelle non nulle
G > G X G, ce qui est visiblement imposible.

Considérons maintenant des systémes de coefficients (1 <<k <) sur X;
on en déduit sur X un nouveau systéme de coefficients

-

Ay ® @ Np s = () @ @ Ay(s)

et il est clair qu'en « transposant » Papplication diagonale on trouve un
homomorphisme canonique

|, 5 CH X< X3 A<+ 3 lg) o CH M@ - @ )]

cet homomorphisme transforme une cochaine y du produit cartésien en la
cochaine 5 = ¢ (53¢ ... >Xs) de X, :
On en déduit des homomorphismes

D : HY (XX .. XXy X o X hg) = HN (X 4y © L0 @ Ry);

en composant avec les homomorphismes définis 4 la fin du n® g.11 il vient
donc des homomorphismes canoniques

Heo(X; ) @ - @ H(X; dog) = Hrato oo+ ma(X; oy ® - - - @&,ﬂ;
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on les désigne plus explicitement par la notation
e . 0h+4h V... Uy

ce sont les cup-produits,
Avec I'abus de notation signalé & la fin du n® précédent on a donc

Elu eea ) Ep=D;(EI><"'><EQ) *

Théoréme 3.12.1. — L cup-produit est associatif, anticommutatif, et compaiible
aves los homomorphismes de systémes de cogfficients. De plus, soit
O—h-.ﬂ;"-b-,k—n-:—.b"—h-ol

une suile exacte de systémes de cosfficients, et svit B un systéme de cogfficients tel que
la suite

0 AR >-ADB > AR
soit encore exacie; alors quelles que soient les classes de cohomologie E'' et v & valewrs
dans X' ot B respectivement, on a la relation '

3(E"Vy) = (B v

Le fait que Ie cup-circuit soit compatible avec les homomorphismes de systémes
de coefficients est trival, Pour démontrer I'associativité il faut prouver la formule
(D581 >< -+ - > Ep) XX Dy(Epy X<+« - X Eprg)) = D8y <+ - XEp )5
celle-ci résulte de 'associativité des produits cartésiens et de Passociativité
des applications diagonales. L’anticommutativité se prouve de méme. Enfin,
la demiére assertion du Théorime se prouve par un raisonnement direct
analogue A celui qu’on a développé dans la démonstration du Théordme g.11.1,

{On notera que le résultat cherché n’est une conséquence de la propriété
similaire des produits cartésicns que & la suite

0 B AR > AR >0
est exacte, hypothése plus forte que celle de I'énoncé; c’est pourquoi un raison-

nement direct semble nécessaire). On laisse au lecteur le soin de détaiiler Ia
démonstration 3 titre d'exercice,

Notons encore la propriété suivante: étant données des classes
¥ e H*(X;0), PeH(X; 'b')
W eHI(Y®), o eH*(Y;#)
on a la formule : .
EFUE) < (' un) = (—1)P(E <) U (<),

Comme application de ces résultats, supposons donné sur le complexe simpli-
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cial basique X un systénte d’anneaux commutatify avec unité Jo (i.c. un systéme
de coefficients avec un homomorphisme

@k = &

induisant sur chagque groupe A(s) une structure d'ammeau commutatif avec
élément unité). On peut alors composer le cup-produit

H*(X ;&) @ H¥(X ;4) - H*(X; L@ &)

avec Phomomorphisme .

H*(X; h® &) - H*X; h)
résultant de la structure multiplicative de &. On obtient ainsi sur H*(X; &)
une structure multiplicative; il est clair que celie ci-est associative, distributive
par rapport & Paddition, compatible avec la graduation de H*(X; &), ce qui veut
dire que

deg () = deg (%) + deg (n)
si £ et v sont homogénes, anficommutative, ce qui veut dire que

o = (o x) SO,

si £ et 3 sont homogenes, et qu’mﬁn Pannean H*(X; &) posséde un e'lément
té-—é.savoulacla.sseduoocyclcdcdcgréo

5 - élément unité de b(s).

Muni de cette structure, H*(X; &) s'appelle 'anneau de cohomologie de X 3
valemrs dans A



4. SUITES SPECTRALES

4. 1. — Modules filtrés

Soit K un module sur un anneau A possédant un &lément unité. On appelie

Siltration décroissante de K toute suite de sous-modules K, vénﬁant les conditions
suivantes ;

K,5K,uys UK,,=K.

On définirait de méme des filtrations croissantes. Dans tout ce § nous nous
bornerons & étudier des filtrations décroissantes, et nous appellerons module
Jiliré tout A-module K muni d'une filtration décroissante.

Etant donné un module filtré K, on appelle module gradu# associé 2 K le module

G(K) = ZKP Pl
muni de la graduation évidente,
Soit K = TK? un module gradué, et filrons-le 4 I'aide des sous-modules
K, = Z K7
tzp _
il est clair qu'alors le module gradué G(K) est isomorphe 3 K lui-méme.
Soit K un module filiré, et supposons par ailleurs K muni d’une graduation
par des sous-modules K?; on dit que la filtration et la gradu.atlon de K sont

compatibles si
= ZKPOKF;
g

Le, si les K, sont homogénes. Par exemple considérons un module bigradué
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K = ZKY; on définit 1a premidre filtraiton de K A Paide des sous-modules
‘ K, = Y K

t2p
et 1a seconde filtration 4 I'aide des sous-modules
R, = B KY;

izp

il est clair que chacune de ces filtrations est compatible avec chacune des
trois graduations possibles de K. ‘
Au lien de dire qu'une filtration de K est compatible avec une graduation
de K, nous dirons souvent que c’est une filtration du module gradué obtenn
en- munissant K de la graduation en question, et K, muni de }a graduation
et de la filtration données, sera appelé un moduls gradué filtré.
Soit K un module gradué filtré; on dit que Ia filtration de K est régulidre 5’il
existe des entiers »n; tels que Pon ait

K,nKi=0 pour  p>m. .
Par exemple soit K un module bigradué et munissons-le de sa graduation
totale; alors la premidre filtration de K est régulitre dés que Pune des conditions
suivantes est réalisée : la premidre graduation de K est bornée supéricurement;
la seconde graduation de K est bornée inférieurement. _
Soient K ¢t L deux modules gradués filtrés, et f un homomorphisme de K dans
L, i.e, un homomorphisme de A-modules tel que

fEyeL, AK?)<Ls.

Il est clair que f définit un homomorphisme G(K)-» G(L), homogéne et
de bidegré (0, 0),

Lemme 4.1.1. — Soit f un homomorphisme d’un module gradué filiré K dans un

module gradué filtré L. S% la filtration de K est régulidre et si Uhomomorphisme
G({K) - G(L)

associé & f est infectif, alors f est injectif. Si la flivation de L est rigulidre et si Phomo-

morphisme G{K)} > G(L) associé & f est sugjectif, alors f est surjectif.

Pour démontrer la premiére assertion, prenons un *eK tel que f{x) = 0;
comme f est compatible avec les graduations, on peut supposer x & K! pour un 4,
Par ailleurs, il existe p tel que x=K,; f annulant Pimage de x dans K /K,
on voit que xeK,,; donc on a xeK, pour »n assez grand — mais comme

K.nK'=0
pour n assez grand on en conclut que x = 0.
La seconde assertion se démontre de fagon analogue.
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4. 2. — La suite spectrale dun module difiérentiel filtré .

On appelle module différentiel filiré tout module différentici K muni d*une
fileration telle que Pon ait J(X,) c K, pour tout p. La théorie des suites spectrales
consiste essenticllement a4 utiliser la filtration de K pour construire par
« approximations successives » le module dérivé H(K).

Soit un entier r. Nous poserons

(4.2.1) Z} = Z(K, mod K,..),

ensemble des .
re K, tels que dve K.

Pour r <0 on a évidemment Z¢ = K,,

Parmi les éléments de ZP se trouvent d’une part ceux de Z2+§, et d’autre part
tous les éléments de K, qui sont des bords; en particulier Z? ¢ontient dZ2+!-",
ensemble des &léments de K, qui sont des bords d’éléments de K,_. ., ;. Nous
poscrons

(4-2.2) B2 = Zp(dZe=iH + Z2%));  E.= D E
|4

On notera que si un xa K, est un cycle, il définit un é&lément de Ef pour
tout r, et si ¢’est un bord ’élément de E# défini par x est nul pour r assez grand.

Théoréme 4.2.1. — Il existe sur le module pradué B, une difftrenticile d, de degré ¢
ielle que le module dévivé H(E,) soit canoniquement isomorphe & E, ;.

En effet, 1a différenticlle d de K appligue Zp dans Z?+?, et dZ2=7+ | Zl,',;l‘,’
sur dZ2+}; étant donné que I'on a
Bper = 22+ (28R + TR )
on voit que par passage au quotient d induit une différentielle
de: B2 o Ep+r,
Pour quun x&Zp définisse un cycle de degré p de E., il faut et il suffit que
dredZrt} |- Zerr+,ie, que de = dy + 2 avec ye Z2*! et z e Z2*]+!; posant

x=y+u doncdui=2z,0onadlafoisuek, et du eK,,.,,, ie. uaZ? ;i
résulte immédiatement de ces calculs que

ZA(E,) = (Zoy + ZEED(dZES]H + ZE2Y).
D'autre part, B?(E,) est formé des classes représentées par des éléments de
dZ?2—7, ¢t comme ce module contient dZ2—7+!on en déduit que

Br(E,) = (dZ2~" + Zp2](dZ2=7+" + ZpH)).
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Il vient par suite
HP(E)) = (Z2,, + Z2H/(dZ0— + Zox}
= 22, )(Z2 0 (dZ8—" + 221D}
comme on a visiblement
Zp . odZe, oo =22,
il vient finalement
HP(E,) = Zz,[(dZ2~" + Z2+") = By,
ce qui termine la démonstration.
La suite spectrale de K est par définition formée des complexes E. définis
ci-dessus.
On définit en outre un terme E, comme suit. Posons
K, =0, K.=K :
Zp = Z{K, mod K} = cycles dc K,
B2 =K,ndK_, = bords de K, dans K;

on définit alors
ES =~Z5BL+Z8™), E.= M\EL
Si 'on posait d’une maniére générale
Bg = Kp n de._r
on aurait pour tout r la formule

Ep — Zg/(B2, + Z¢).

Théoréme 4.2.2. — Soit H(K), Pimage de H{K,} dans H(K) alors, en filtrant
H(K) par les sous-modules H{K),, on a un isamorphisme canonique

E, = G{H(K)).

En effet on a un homomorphisme surjectif Z# - H{K),; pour qu'il applique
un ze Z? dans H(K), .., il faut et il suffit que z soit homologue 3 un élément
de K,.,, i.e, apparticnne & B2 - Zz+!, d’ot le Théoréme.

Examinons maintenant le cas ol le module K est muni d’une graduation
compatible avec la filtration donnée, et pour laquelle d est homogene et de
degré -+ 1 (on dira alors que K est un complexe filtré). On peut alors introduire
sur les termes E, une bigraduation; il suffit de poser

Zy = ZPn Kr+e, Br? = Bp n Kre,
Epr = 29| (Br, 4 Zpie—t).

Pour un élément de Ef2, on dit souvent que p est le degré filtrant, - g le degré
otal, et g le depré complémentaire.
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Il est clair que lon a

dr: qu - E;H-r.q—r-l-!’
et que, moyennant Pidentification E,.; = H(E,), Ep, est formé des classes
des cycles de EX.
Il est par ailleurs clair que, dans H(K}, la filtration par les H(K) s ct la gra-
duation par les H3(K) sont compatibles; posant

Hs(K), = HY(K) n H(K),
on a alors la relation

Eff = HP+(K),/HF+9(K)p.,,.

4. 3. — Approximation de E_ par les E, .
Soit K un complexe filtré; nous supposerons dans ce n® que Iz filtration de K
est régulidre; on a donc
K, nK? = 0 pour p > n(g).
On en déduit tout d’abord gue
Zp =2 pourr>n(p + ¢+ 1) — 4,
car 5si zaZM on a dzeK,,  nKP+9*+1 module qui est nul pour
ptr>=alp+ g+ 1)
D’autre part, :
dr = 0 sur Ef9 pour r > n(p + ¢ + 1) — p,
car pour les valeurs en question de r on a Zp+n 97+ =,

Puisque, pour p et g donnés ct r assez grand, d, est nulle sur Er, on a, moyen-
nant lidentification H(E,) = E,,,, unc application de E# sur Ef,. En
itérant ces homomorphismes on trouve donc des épimorphismes

o) : E2¢ o Bpr définis pour s > r > a(p+ g+ 1) — 4.

On a évidemment les relations de transitivité qui permettent de définir la
limite inductive des Ef9 quand r augmente indéfiniment. Nous allons montrer
que cette Limite induckive n'est auire que EP3,

En effet, pour r assez grand on a Zp¢ = 72, Zp+h et = Zp+1 9-1; de plus
pour tout r on a BYcBE.
Comme on a les formules
Ep? = Zpe[(Bpt, + Zgtp1)
B = Z2(BE + Z8r-1),
on a pour r assez grand un homomorphisme canonique -
o, : Ef7 »Ex¢
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déduit de Papplication identique Z#¢ - Z#2, Cet homomorphisme est évidem-
ment surjectif; d’autre part, puisque 8, s¢ déduit de 'application identique
Z2? =79, on a la relation de compatibilité o, = ¢, o 6] pour r <7 5. Pour
établir que E?? g’identifie A la limite inductive des Bf” il reste donc A faire
voir que B2 est la réunion des Bfe, ce qui résulte du fait que K est réunion
des K,. Dol le résultat annoncé.

Ce résultat a la conséquence suivante. Considérons deux complexes filtrés
K et L, ¢t un homomorphisme f: K - L {compatible avec les graduations
et filtrations}); on en déduit de fagon évidente des homomorphismes

E.(K) — Ed(L)

commntant aux différentielles d, pour r fini, compatibles avec les identifi-
cation E, . ; = H(E,) pour r fini, ¢t avec les identifications E_ (K) = G(H(K)}),
E, (L) = G(H(L)). Cela dit supposons les filtrations de K et L régulié¢res;
il en cst alors de méme des filtrations de H(K) et H(L); si denc ’homomor-
phisme E_{K) = E_(L) déduit de f est bijectif il en sera de méme de
S* : H(K) » H(L). Tenant compte du fait que i f* : B.(K) - E. (L) est
bijectif pour un indice 7, il en est de méme pour tout r > ry, on obtient le

Théoréme 4.3.1. — Soit f un homomorphisme d'un complexe filiré K dans
un complexe filiré L; supposons les filtrations de K et L régulidres. S5, pour un entier r,
Phomomorphisme f* : B(K) -» B (L) est bijectif il en est de méme de

f* 2 H¥(K) =~ H*(L).

Voici une autre conséquence du théoréme d’approximation, Soit K un
complexe filtré, et supposons Ef¢ = 0 pour des valeurs données de p, g, r;
alors, en vertu de E.,, = H(E,), il est clair qu’on aura plus généralement
E2 =0 pour r < s<C o0; si la filtration de K est régulidre on en déduit
4 la limite que E22 = 0.

4, 4. — Suites spectrales dégénérées

Soit K un complexe filtré, dont nous supposerons la filtration régulitre. Nous
dirons que la suite sPectrale de K est dégénérée il existe un entier r tel que,
pour tout m, on ait

E}=% ¢ =0 pour ¢ % g(n)
ol ¢(n) est un entier dépendant de 2; cela signifie que dans le groupe bigradué
E, les seuls termes non nuls sont ceux de Ex—1h o),

Par passage A la limite onr en déduit, comme on I'a v A la fin du no précédent,
que l'on aura aussi

Bi=%¢ = Ei~e ¢ = 0 pour ¢ + ¢(n).
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Or B_ est le groupe gradué associé & H*(K); plus précisément, H*(K) est
filtré, ct le groupe gradué associé est la somme directe des EL-¢9; comme
tous ces groupes sont nuls sauf un, et comme on a

JEE,=HEEK), [JHK),=0

{la seconde relation résultant du fait que la filiration de K est régulidre),
on obtient en définitive le résultat suivant :

Théoréme 4.4.5. — Soit K un complexe filtré, dont la filiration est végulitre. Sup-
posons gue pour unm enlier v on ait ’
B4 % = 0'pour g 7 g(n);
alors on a des isomorphismes canonigues
HAMK) = Eg—dahei®,

4. 5. — Cas d’une filtration ou #’une graduation positive

Soit K un complexe filtré; nous dirons que la filtration de K est positive si I'on
a Ky =K, et par suite

K; =K pour p < 0. .
On a alors E2 =0 pour p<C0; en effet on a Ef = Zp/(Be_, + Z¢%);
or Z? est formé des ze X, tels que dzeK,,,, et Z8HI =78 n K,.,y; étant
donné que pour p << 0 on a K, , = K il vient Z¢ = Zp*/}, d’oit évidemment
noire assertion. Bien entendu ce résultat vaut aussi pour r = .
Considérons alors H*K); cc groupe est filtré, et admet pour groupe gradué
associé BER *—?; comme on a évidemrment _

HYK), =H'(K) powr $<0

d’aprés I’hypothdse faite, on veit qu’en particulier il vient

E% = H(K)/H(K),
d’oh une suite exacte

HMK) - E% » 0.
D’autre part, les éléments de EF? qui sont des bords pour d, proviennent,
par d4,, d’ééments de Eg— 4+7~1; aucun élément non nul de E¥* n’est donc
un ‘bord si r > 1, de sorte que moyennant Pidentification E,.., = H(E,) on
a des inclusions naturelles

. EfsEfrsEPo...,
chaque terme s'identifiant au sous-groupe des cycles du terme précédent.
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De plus, E? se plonge aussi dans chaque E® (r 2> 1}; en effet il est clair
que B* =B:" et que ZL*nZi%!' = Z4*!; on a donc
220 (BN + Zpi ) = By - Z4,
de sorte que linjection Z% * - Z% * conduit par passage au quotient 4 unc
injection E%*-= EX * pour r > 1,
En combinant ces résultats on en déduit que, si la filtration de K est positive,
on a pour tout s et tout r > 1 des homomorphismes canoniques
H*K) - BEon
Examinons maintenant un autre cas important, celui olt la filtration est infé-
ricure & la graduation, ie. o Pon a
K*nK, =0 pourp>n
(Ia filtration de K est donc alors réguliére). Etant donné que Z#cKP+7nK,
il vient trivialement
Epr=0 pour ¢<<0.
Considérons alors Ep:°; par d;, ce groupe est appliqué dans Ev+~ —r+1 donc
sur 0 si r >» 2, de sorte qu’alors tous ses éléments sont des cycles; par conséquent
on a pour r»2 des homomorphismes
E}0 = Exl,
d’ailleurs surjectifs, et d’aprés le n® 4.3 le groupe B2 ® s’identific 4 Ia limite
inductive des EP® suivant les homomorphistacs en question. On aura en
particulicr un homomorphisme
' E} o~ E
D’autre part, il est clair que H*K), = 0 pour p > n; par suite
E% = HK)W/H K )ay = HY(K)s
se plonge canoniquement dans H*(K). En conséquence, on trouve un homo-
morphisme canoni
e B3 - H~K)
dans le cas od la fillration est inférieure & la graduation.
Dans le cas ol les deux hypothéses examinées successivement ci-dessus sont
simultanément remplies, on a un résultat important pour les termes de bas
degré :
Théoréme 4.5.1. — Soit K un complexe filtré, satisfaisant aux conditions suivantes :
- Ky=K; K*nK, = 0 pour p > n.
On a alors une suile exacle
0 -» E}® -» HYK) -~ B 2 E3o o HYK).
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Tous les homomorphismes figurant dans cettc suite ont déja été définis; il
reste donc 3 prouver l'exactitude de cette suite. :
Pour montrer gue Ef ¢ - HYK) est injectif, il suffit de montrer que
Ebo - BLY
est injectif, et donc de montrer gque E!°® = ELS est injectif (donc bijectif)
pour tout r > 2; or un £lément de Bl ® ne peut étre un bord que ¢'il provient,
par 4,, d’un élément de B}~ "~!; comme Ep ¢ = 0 pour p < 0, notre asser-
tion est démontrée,
Le groupe gradué associé a HI(K) est En?  Eot (puisque E&? 520 exige
2>»0 et g 3» 0); on a donc une suitc exacte
0 - B} » HY{(K} - E%! - 0;

comme I’homomorphisme HYK) - E3! s’obtient en composant les homo-
morphismes H;(K)-» B%! et E&! — EJ!, on voit que la seconde propriété A
établir est que E%! - E est injectif, ce que nous avons démontré plus haut
dans le cas ot la filtration est positive.
Montrons maintenant que 'image de H'(K) dans E* est 1dcnt1que au noyau
de 4,. Ona,'Eg1 = Z‘; ] (B 4 Z°) et d’autre part

E!D._. ZS.G!(BS,G_[_ Z&,—i) _ZIO Bl.ﬂ

Le noyau de d; est donc formé des classes des z@ ZQ! tels que dzeB3* i, e,
tels que dz = du avec naeK,vK?; posant z==u 4 2onadr=0et
veKynKl, ie peZl;
comme de plus on a A Ia fois #e K, nK? et de K, on voit que gaZl;
donc la classe de z dans B}! appartient 4 I'image de E%, i.c. de HY(K). Inver-
sement, si une classe de Ef! peut étre représentée dans Z3! par un éiément
de Z%! i.c. par un cycle, elle est évidemment annulée par d,.
II reste & établir que le noyau de E}® » H*(K) est I'image de d;. I est clair
qu’il contient I'image de-d,, puisque celle-ci, dans 73, est représentée par
des bords. D’autre part prenons un ze Z:? dont la classe dans EI® s’annule
dans H3(K); comme ’homomorphisme E°-»- H)(K) provient par passage
au quotient des relations 7} = Z}® = ... = Z°, I'hypothése faite signific
que 2z est un bord dans K, Onpcut donc écrire 7 = du; comme zeK;nK?
on peut supposer zeK! = K;nK?! ¢t donc u e Z¢'; donc Vélément de E0
représenté par 2 est dans Pimage de 4, ce qui achéve la démonstration.

4. 6. — Cas ofi.1a base ou la fibre est sphérigue
Soit K un complexe filiré; nous dirons que I’on est dans le cas ol la base
est sphérigue $’il existe un entier 5 > r tel que Pon ait

Bt =0pourp 0, n,

GODEMENT v
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ct dans Ie cas ol 1a fibre est sphérique 'l existe un entier 5 2> 7 tel que Pon ait
E¥ =Opourgs0,n
Ce genre dec situation s’est renconiré pour la premidre fois lorsque 'on a

étudié des espaces fibrés dont la base (resp. la fibre} est une sphére de dimen-
sion n, ‘ce qui explique Ja terminologic.

Théoréme 4.6.1. — Soit K un complexe filtré, et supposons qu'il existe un entier
2> tel que B2 = 0 pour p = 0, n. Alors, si la filtration de K est régulitre, on a
une suite exacte

- o B} o HYK) = E¥ o Epi+1—» o H+1(K) »
Comme !a filtration de K est régulitre, on voit tout d’abord comme 4 la fin

n® 4..3 que 'on a
' Err =0pourp0,m
ot par conséquent une suite exacte

0 + EY-* = HYK) » E% > 0
pour tout entier i.
Considérons maintenant la différentielle d,; elle applique E#¢ dans Eg+ne—7+1;
elle est donc nulle sur E, si r << n, en sorte qu'alors E, ., ; est canoniguement
isomorphe A E,; si r—+ 1 <{n le méme raisonnement montre que 4.y est
nulle, donc que E, = E, ; = E,,4; poursuivant ainsi de suite' on voit done
quon a des isomorphismes canoniques

Ef = BYY;

autrement dit nous pouvons supposer r == n.
It est alors clair que, pour la différenticlle 4, tout élément de E% est un cyde,
et qu'ancun élément de E¥ n'est un bord. Puisque E, ,, = H(E,) on a donc

%%, — Ker(EY 2 Epa-»+1)

Enfp = Ene-s/Tm(Epe-1 2 Epa—s)
ct comme on a, pour des raisons de degré, d.+ll=d,‘,= .- =0, 0n en
déduit 4 la limite des isomorphismes

E% — Ker(BY - Ezo—a+1)

Eif— = Epi—{Im(Boa—1 > Epe—),
Définissons alors .
' Exi-r o H(K)
en composant la surjection E} i—» = E% i—* et Pinjection EZ ‘—*-= H{(K),
et définissons de méme

HY{(K) - Epf
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en composant la surjection H{K) -=E%' et P'injection E%! — B, nous
trouvons pour tout # la suite exacte

EO i—1 .a- Ell {=8 g HE(K) Oi E.. En,r+1— ,
ce qui démontre Ie Théordme,

On démontre bien entendu, par des raisonnements analogues, le résultat
suivant !

Théoréme 4.6.2. — Soit K un complexe filiré, et supposons qu'il existe des entiers
f>1etn>rtekquel’mtmtEN—Opaurgaé0 n. St la filtration de K est régu-
litre, on a ume suile exacte

« == Ei% » HY{K) - Bi—** » E""l'o - H+YK) -

Remargue 4.6. 1. — Le cas en apparence plus général o 'on suppose
Epe = 0 pour p # py, py (resp. Bpf =0 pour ¢ % g4, ¢1) sc raméne au cas
précédent en faisant subir A la filtration (resp. a la graduvation) de K une trans-
lation convenablement choisie. '

On trouvera dans le livre de H. Cartan et S. ErLenserc (Homological Algebra,
Princeton University Press, 1956) des résultats plus détaillés (cf. Chapitre xv,
§ 5 du livre en question).

4. 7, Les termes E,, E,, E,. _
Soit K un module différentiel filtré. I est clair que I'on a
- B=K, 22P'=K,.,, dZF'cK,.,,

Ef =K,/K;.y;

par conséquent, le terme B, est identique au module gradué associé ¢ K, la différen-
tielle d, se déduisant par passage au quotlent de la différenticlle d de K.

On a par suite

ct par suite

Ep = H(K,/K,.,);
il est facile de préciser la différentielle d,, Considérons en cffet la suite exacte
* 0+ Kpiy/Kprz + Ky/Kp sy = Ky/Kpsy = 0;

il en résulte une suite exacte de cohomologic, et en particulier des homomor-

phismes
: 8: Bf = H(K,/Kp.y) = H(Kp.1/Kpuy) = S+

ce sont ces homomorphismes qui constituent la différeniielle cherchée 4,

En effet, considérons un élément acH(K,/K,.,) représenté par un

zaZ(K, mod X,.,) = Z¢; par définition, dya est représenté.par I'élément
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dteZ(K,,, mod K,,;) : mais c’est précisément ainsi quon définit le troi-
sitme homomorphisme 3 associc 4 une suite exacte de cohomologic.

On déduit de 1 que le terme E, est le module de cohomologic du complexe
obtenu en munmissant Ie groupe gradué

Ey = Y H(K,)/Ky.1)
de la différenticlle § définie par les suites exactes (*).

4. 8. — Suite spectrale d’un double complexe
Soit

K= YK~
un complexc double, muni de difiérentielles

d': KM o Ko+1l4; d¥: Krt - Kpe+1

vérifiant d'd" 4 d"d’ = 0. Dans ce qui suit nous considérerons K comme un
complexe « simple », cn utilisant la graduation totale

=EKN

prg=a
ct la différenticlle totale d = d* 4 4",
En considérant les sous-groupes

: 'K, = Z K4

on définit la premidre filtration du complexe K; les termes de la suite spectrale
correspondante sont notés ‘Ef. Nous allons les calculer pour r = 1,2,

Nous avons tout d’abord
Ef = H(K,/K,p0);
or 'Ky/'Ky,, s'identifie canoniquement au groupe gradué

Kp* — Kei
2
et cette identification transforme évidemment la différenticlle d; en 47, puisque
d' envoie 'K, dans ‘'K,,,; on a donc
' "Eg = "H(KP*),

Pindice * rappelant qu’on calcule la cohomologic 4 'aide de la différentielle 4,
Pour calculer 4,, nous devons maintenant expliciter Popérateur & associé
4 la suite exacte

0+ 'Kyoy/Kpaa » KyfKpog + 'KfKpy =0
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or celle-ci s'identific 4 1a suite exacte -
0 = Ke+l# . Ro+1¥% L Kp* o KP* o ();

dans cctte suite, les termes extrémes sont munis de 4”, et Ie terme du milicu
de Ia différentiefle induite par 4 (i.c. de la différenticlle égale & 4 sur la compo-
sante KP* et A 4* sur la composante K#+1*); comme d = d' 4- 4" ct comme
les cocycles du troisitme terme sont annulés par 4, on en conclut que I'opéra-
Leur

3 "H(K?*) - "H(K?+1¥)
est indust par d'. '
En conséquence, si Pon munit le groupe "H(K), qui représentc la 4”-cohio-
mologic de K, de la graduation définie par la formule

H(K) = Y "H(K?)
et de la différentielle induite par les homomorphismes
d': Kp% 5 Kpe1#,
on obtent des isomomorphismes canoniques
"E} = 'HP(H(K)).

Pour obtenir un résultat complet nous devons encore expliciter la seconde
graduation du terme E,;; or 'E§? est formé des éléments de 'Ef qui peuvent
étre représentés par des éléments de degré p - ¢ de K, étant entendu que K
est muni de sa graduation totale. Mais évidernment ‘Ef est P'ensemble des
éléments de 'Ey représentés par des éléments de K#*; parmi ceux-ci, les
éléments de degré total p + ¢ forment le groupe K#, Si donc nous désignons
par “H4(K) le groupe de cohomologie de degré ¢ de K, caleulé A I’aide de la
seconde différentielle et de Ia secondz graduation de K, nous obtenons la formule
finale que voici :

"Bgr = HA(HH(K)) |

On peut du reste retrouver ce résultat directement en partant de la formule

Ege = Z49/(Be + Z+1-)

qui définit e terme E,, En effet, il est clair que Z37 est formé des &éments
de K de Ia forme x == x™ 4 2#+L0—1 4 tels que Pon ait

(1) ’ 0 = d'x#
0= Joxp+rlig—i + dfxpa)s

3

Zp+1 9-1 ¢st autre part formé des x@Z29 pour lesquels x7¢ est nul; enfin,
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B9 estformé des x = ng qui sont cobords d’éléments de K,._,, i.e. pour lesquels
on peut résoudre le systéme .

o= g1 L Jixp—1e avec doxp—=1= 0
L=l Jleprlig—=¥ oL a1 .
xPrh9—R = JO P+ 9—8 L Jiyps1, g2

Cela étant, puisque Z§7 contient tous les éléments de la forme
xP+3 =2 L P+ g3 4
on voit déji que tout élément de ‘F&f peut étre représenté par un
¥ = Pt o ap+L g1

vérifiant (1). Si de plus un tef élément définit Pélément 0 de 'E&S, on a néces-
sairement une relation de la forme -

(2) 2Pt = dPxpa—1 . Jixp—tg ~ avec bt =0],

inversement, considérons une solution de (1) pour laquelle on peut résoudre (2),

et posons
xprlig—i — Jlapg—1 +zp+l.q~l;

on aura, c¢n utilisant (1) et (2) :

AP+ 1amt = P b=t P iapa—
= —d'xP |- AP
T e )

donc Iélément x = 1™ 4 xP+1 -1 est somme de l’élément zprLe—1 de
Zp+L 31 et de Pélément
ARt | Jxp—00 o P 9—1 = J(xP=19 4. gP1—1)

de By, i.c. définit 0 dans ‘Ege,

On voit que 'EfY est formé des solutions du systéme (1) modulo celles pour lesquelles
on peut résoudre (2). Or considérons une solution de (1); la premitre équation
montre que #*¢ définit un élément de "H?(K), de premier degré p, et la
seconde prouve que celui-ci est un cocycle pour d’, i.e. définit un élément
de 'H?("H?(K)), et évidemment tout élément de ce dernier groupe provient
d’unc solution de (1); pour gu’on cbtienne P'élément o de "HP("H¢(K)) il
faut et il suffit que P'élément de "H7(K) défini par xP soit le d*-cobord d'un
élément de premier degré p— 1 de "H#(K); cet élément sera donc repré-
senté par un xP—* 7 vérifiant 4°x#—»7=0, son d’-cobord scra représenté
par dxP—%, et comme x* ct d's#—7 doivent définir la méme classe de
d’-cohomologic on doit avoir une relation 1P —d/xP~1e=d"x»7-1;
autrement dit, 'H?{’H?(K)) s’identific aux solutions de (1) modulo fes
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solutions de (2), ce qui donne & nouveaun Pisomorphisme canonique
'Egr = 'HP{"HYK)).

Pour terminer nous aflons expliciter, en raison de son importance pratique,
un cas particulier du Théoréme 4.4.1 :

Théoréme481-—-SmKundoubkcowkxedcwdm&w(KW—Osxp<0
ou si g<C0); supposons que Pon ait

"HP("HA(K)) = 0 pour g > 1.
Soit L ls sous-complexe de K formé: des éléments

g WA tels que w0 =0,

Alors Pinjection L —> K induit un isomorphisme de la cohomologie de L sur celle de K.

Considérons en effet L. comme un donble complexe dont la seconde gradua-
tion et la seconde différentielle sont triviales. La premiére suite spectrale
de L st donnée par

‘Eg¢(L) = HP("H(L))
de sorte quévidemment
EgL)=0 si ¢#£0, ‘Ep(L)=H¥L);

on a d’autre part ) =0 & g 95.'0

E(K) = HP(H(K)); |
mais comme la bigraduation de K est positive il est clair que “H°(K) s’identific
canoniquement 4 L, de sorte que

‘EP(K) = HP(L).

On en conclut que Pinjection L -~ K applique isomorphiquement la premiére
suite spectrale de L sur celle de K; comune les filtrations de K et L sont régu-
liéres, le résultat cherché est une conséquence du Théeréme 4.5.1.
Bien entendu, le résultat précédent conduit plus généralement & une inter-
prétation des homomorphisines canoniques

'Ep(K) -~ HP(K)

valables pour tout double complexze de cochaines, et ‘résultant des considéra-
tions du n° 4.5.

par hypothése, et



5. LES GROUPES Exty(L, M) ET TorAL, M)

Dans tout ce § on désigne par A un anneau avec élément unité, Etant donnés
des A-modules L et M, on écrira Hom{L, M) au lieu de Hom,{L, M), et
L®M au lieu de L& M,

A

5. 1. Résolutions projectives et résolutions injectives

Soit L sur A-module & gauche; on appelle résolution projective de L toute résolu-
tion homologique

de L par des A-modules projectifs L;. De méme, on appelle résolution infective
de L toute résolution cohomologique

0> L L0 Lt » ...

de L par des A-modules injectifs Li L'existence de telles résolutions résulte
immédiatement du fait que tout module est un module-quotient (resp. un
sous-module) d’un module projectif resp. injectif). Nous regarderons toujours
une résolution projective (resp. injective} de L comnme étant un complexe
de chaines (resp. de cochaines), acyclique en dimension {resp. degré)
n0

Théoréme 5.1.1. — Soient L, M deux A-modules & gauche, f un homomorphisme
de L dans M, et Lo, M, {resp. L*, M*) detx résolutions projectives (resp. injectives)
de L, M. I existe un homomorphisme g de la premidre résolution dans la seconde compa-
tible avec f, ot g est unique & une homotopie prés.
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Examinons par exemple Ic cas projeciif. Nous devons compléter le diagramme
L, S+ LA L >0
¥

M- ML M0

par des homomorphismes g, : L, — M, de fagon A le rendre commutatif.
Or considérons f o p: L, — M; comme L, est projectif il existe gy: L, - M,
telquef o p=p s g,; g, étant construit, on considére gg o 4 L; —M,; par exac-
titude cet homomorphisme applique L, dans les cycles de My, i.e. dans 4(M,);
puisque L, est projectif i existe done g, L, —+M, tel que good=d 0 2,. En
poursuivant de proche en proche on obtiept ’homomorphisme cherché g, L’uni-
cité de g & une homotopie prés se démontre par des raisonnements analogues.
Si L = M et si f est Pidentité, on trouve que deux résolutions projectives (resp.
injectives) d’un module son toujours homotopiquement équivalentes.

Théordme 5.1.2. — Soit 0L L LEL 0 une suite exacte de A-modules
& gauche. Emdwméndnréroluﬁmpnjwﬁml.; et Ly de L' ¢f L, il existe une
résolution projective 1., de L de telle sorte que Pon ait une suile exacte
0-+L—»L, L1 -0
compatible avec fa suite exacle donnée. De méme, élant données des résolutions injectives L'®
et L'® de L' et L il existe une résolution injective L* de L et une suite exacte
B 0 >L'* > I* - L' » 0

compatible aver la suite exacte donnée.
Nous examinerons par exempie le cas projectif et construirons les modules L,
par récurence sur n (en partant de L, = 0 pour n <7 0). Nous désignerons
Pensemble des cycles de degré n de L, par Z, et utiliserons des notations
analogues pour L, et L],
Supposons la construction cffectuée en dimension <{n— 1. On z alors un
diagramme commutatif

0 >Li .y > Loy = Li; — 0

| 4 4
0 - &4-—&,'—" Li:s > L >0
4 4

0->Li s >Les >»Li; =0

dont les lignes et les colonnes sont exactes; on en déduit facilement que ia suite

0-2Zi ;—>Z. 7, ;0 est exacte. Pour construire L,, tout revient
évidemment 3 compléter le diagramme

L. L.
4 +
0 >2Z, s -2, =>Z_, + 0
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en un diagramme commubatif
0->1! 1, L' -0

¥ . ¥

0> Ziy > Zey—>Ziy 0
} ¥ ¥
0 0 0

dont les lignes et les colonnes soient evactes, ct dans lequel L, soit projectif :
or la possibilité d’effectuer cette comstruction résulte du Théoréme 1.3.2;
d’ol le résultat.

On peut généraliser Ie résultat précédent en définissant la notion de résolu-
tion projective (resp. injective) d’un complexe. Partons par exemple d’un
complexe L, de A-modules, dont nous supposerons la différentielle de degré
— 1. On appelle alors résolution projective de L., wubesm:eaxamdcmwk:m

(1) cie > Ly > Ly —+Ly, =0

satisfaisant aux conditions suivantes : pour Jout entier n, les suites de modules ot
& homomorpliismes
. > GaLgr) > CalLgg) — CalLis) 0
« > Zy(Lyy) = Zy(Lyg) > Zu(L,) = 0
- = By(Lyy) = Ba(Lyg) = Ba(ly) — 0
vor = Ha(Lgy) = Ha(Ly) — Ha(Ly) — 0.

déduites de (1) soné des résolutions pnyectzm de Gu(Lg) = La, Za(Ly), Ba(Ly)
et H,(Ly).
On défnirait de méme des résolutions injectives.

Théoréme 5.1.3. — Tout complese de A-modules admet des résolutions projectives
(resp. injectives).
Etablissons par exemple Pexistence de résolutions injectives pour un cemplexe
L* dont 1a différentielle est de degeé 1. Nous poserons

Zr = ZML¥), Br=BrL*), H*=H(L*).

Supposons construites des résolutions injectives I1*(L"), 1*(Z~), I*(B*) et
I*(H") des divers modules L*, Z*, B ¢t H*, et des homomorphismes de ces
résolutions les unes dans les autres ,de telle sorte que pour tout # on ait des
diagrammes commutatifs de suites exactes de la forme suivante :

@ 0 > I*(Z) — I*(L%) — I*(Br+1) — 0

2

0.2 — Is — Br+t - 0;

0 > @) - @) > PE) >0

(s)
0 > B - Z® - H* - 0,
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On aura alors, comme on le vérifie immédiatement, une résolution injective
de L* en posant L¥* = E I*(L?), en définissant la différentielle du complexe
L#*» A Paide des homomorphismes I"(LP) —- I"(LP""-) qu’on chtient en compo-
sant les homomorph:smc\s

I%(LP) — Ie(Br+1), I*(B>1) — It(zp'u), I#(ZP+1) > I%(LP+Y)

qui figurent dans les diagrammes (2) et (3), ¢t en définissant L#* o L¥a+1
4 Paide des hamomorphismes I*(L?) — In+3(L#).

On voit donc que tout revient 4 construire les diagrammes (2) et (3).

Pour cela, choisissons arbitrairement I*(B°) et I*(H"); d’aprés le Théordme
5.1.2 on peut construire (g) pour n = 0. 1¥(Z?%) &tant ainsi choisi, choisissons
arbitrairement 1*(B1); alors, pour la méme raison que ci-dessus, il est possible
de construire (2) pour n = 0. Ceci fait, choisissons arbitrairement I*(FR);
il est alors possible de construire (3) pour » = 1, puis, ¢n choisissant arbitrai-
rement 1*(B%), de construire (2) pour n = 1. En procédant ainsi de proche
en proche on effectuc la construction pour tous les 7 2> 0. Un raisonnement
analogue permet d'effectuer la construction pour n < 0.

5. 2 —-‘Dérivés d’un foncteur

Considérons, sur la catégorie des A-modules 4 gauche, un foncteur X — F(X)
A valeurs dans la catégoric des groupes abéliens; nous supposcrons ¥ addisif,
covariant el exact & droite.

Choisissons, pour tout A-module & gauche X, une résolution projective X,
de X; nous poserons : ' .
F(X,) = P\F(K),

et munirons ce groupe gradué de la différenticlle déduite par F de celle de X,.
Cela fait; nous appelicrons dérivés de F les foncteurs

Fo: X — Ha(F(X4))-

Pour justifier cette définition il faut définir, pour tout homomorphisme
#: X —+ Y, des homomorphismes F,(u) : F.(X) — F.(Y); pour cela, il suffit
de prolonger ¥ en un homomorphisme X, » Y,, ce qui est possible et,
4 unc homotopie prés, d’une scule fagon en vertu du Théoréme 5.1.1.

Il va de soi que si on changeait le choix de la résolution X, attachée 4 chaque
module X, les foncteurs F, resteraient les mémes & des isomorphismes prés,
Etablissons les principales propriétés des foncteurs F,. Ce sont évidemment
des foncteurs covarianis et additifs. On a d’autre part un isomorphisme catio-
nique

Fo=F
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puisque de la suite exacte
: x. -+ X >0
et de Ihypothése que F est exact 3 droite résulte la suite exacte
. F(X)) - F(Xy) — F(X) - 0.
Par aillcm’s Jl est clair que Pon a

FuX) =0 pour a1 si X est projectif

étant donné qﬁ’a.lors ont peut supposer X, nulle en dimension # 2> 1.
Enfin considérons unc guite exacte

0 X > X X =0

on peut alors choisir des résolutions projectives de ces modules de fagon a
avoir une suitc exacte

0 »Xe - X, > X, - 0;
comme de plus X!, est projectif, X, s'identifie & un facteur divect de X, en sorte
que la suite de complexes
0 - F(X]) - F(X,) > FX) - 0

est elle-méme exacte; par conséquent, il vient une suite exacte d’homologie
de la forme suivante :

L+ FaX) > Fu(X) - Fu(X) S Fus(X)
o B (X)L FX) - FX) > FXY = 0,

On laisse au lecteur le soin de vérifier que les homomorphismes
F.(X") = Fa_y(X"

ainsi obtenus sont indépendants de ia fagon dont on a choisi des résolutions
projectives des modules X', X et X* considérés.

11 résulie de 13, en particulier, que pour que la suite
0 — F(X") - F(X) - F(X") - 0
soit exacte il suffit que Fy(X") =0.

Considérons maintenant un foncteur F contravariant ct exact 4 droite; cette fois,
F(X4) est un complexe de cochaines, ¢t I'on définit

Fr(X) = H'(F(X,)).
On a des propriétés entitrement analogues aux précédentes :
. F'=F;
F*X)=0 pour nz>1 si X est projectif;
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€t A toute suite exacte de modules est associée une suite exacte de cohomologic
0 — F(X") - F(X) - F(X) > F(X") - ...
81 au contraire on étudic des foncteurs exacts & gauche, on utilise, pour tout
A-module X, une résolution injective X* de X.
Etant donné un foncteur additif' F, covarient et exact & gauche, on définira
F(X) = H(F(X*));
si an contraire F est contravariant ef exact & gauche on posera
Fu(X) = H.(F(X*)).
On laisse au lecteur e soin d*énoncer et de démontrer les propriétés de ces
foncteurs dérivés,

Notons qu’on peut étudier par des méthodes analogues des foncteurs qu’on
ne suppose pas étre cxacis 4 gauche ou 4 droite; le lecteur consultcra, sur cette
question, Pouvrage de H. Cartan et S. Eilenberg.

5. 3. Les toncteurs Ext*(L, M) et Tor.(L, M).

- Sotent L et M deux A-modules A gauche, et considérons les foncteurs
F(X) = Hom(L, X), G(X) = Hom(X, M);
F est additif, covariant et exact & gauche, tandis que G est additif, contra-
variant et exact 4 droite. On peut donc former des foncteurs dérivés
F»(X) = H*(Hom(L, X*))
G*(X) = He(Hom(X,, M)).
En particulier on peut considérer les groupes
Fo(M) = H(Hom(L, M¥));  GA(L) = Hr(Hom(L,, M));
nous aflons démontrer qu’ils sont canoniquement isomorphes. Plus précisé-

ment : formons le double complexe Hom (L,, M*) et les homomorphismes
de complexes

Hom(L,, M) — Hom(L,, M*) < Hom (L, M*)
déduity de L, - L et M — M®; nous allons démontrer que ces homomor-
phismcs induisent des isomomorphismes en cohomologic. Remarquons tout
d’abord que Fimage de Hom(L,, M) dans le double complexe Hom (L., M¥*)
est formée des éléments de second degré O annulés par d°; pour montrer
que I’homomarphisme _
H*(Hom(L,, M) — Hr(Hom(Ly, M*))

est bijectif il suffit donc de faire voir que la premitre suite spectrale du double



96 ALGEBRE HOMOLOGIQUE

complexe est dégénérée. Or on a évidemment

'Es = He(Hom(Ly, M*)) = Hom(Ly, He(M*))
puisque L, est projectif; comme H?{M*) =@ pour ¢ 7 0 notre assertion
est démontrée. On prouverait de méme ’assertion relative & ’homomorphisme
Hom(L, M*) -» Hom(L*, M*).
Etant donnés deux A-modules & gauche L et M, on pose

Ext"(L,M) = Hr(Hom(L,,M)) = H*(Hom(L,M*)) = H*Hom(Ly,M*));

pour éviter toute ambiguité on peut convenir qu’on a choisi unc fois pour
toutes, pour tout module X, une résolution projective X, et une résolution
injective X*, 11 est clair que Ext*(L, M) est un foncteur additif covariant par
rapport a M, et contravariant par rapport 4 L. On a :

| Bxt®(L,M) = Hom(L,M) |;

d’autre part

-

_ si L est projectif
Ext(LM)=0 powr  m>1 6 M st injectif

enfin, & toute suite exacte .
' 0L -L-+L">0

correspond unec suite exacte

0 — Hom(L’,M) — Hom(L,M) — Hom(L',M) — Ext{(L’,M). - -

et A toute suite exacte
0 M ->-M-+M -0

correspond une suite exacte

10 > Hom(L, M’) -+ Hom(L, M) = Hom(L, M*) - Extt(L, M) .. :

On notera que pour définir les opérateurs
3: Ext*(L, M") — Ext*+}(L, M)
qui figurent dans cette suite, on doit, en vertu du n® précédent, considérer

une suite exacte
0> M* - M* -~ M"* - 0

et former la suite exacte de complexes
0 — Hom(L, M'¥) — Hom(L, M*) - Hom(LM **) — 0;
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mais on peut aussi considérer la suite exacte
0 — Hom(L,, M') - Hom(L,, M) - Hom(L,, M") — 0:

le fait que les opérateurs 3 obtenus A partir de ces deux suites exactes de
complexes coincident se démontre en « immergeant » ces deux suites dans
la suite exacte de doubles complexes

0 — Hom{L,, M'*) — Hom(L,, M*} - Hom{EL,, M"*} — 0.
Considérons maintenant un A-module 4 droite L et un A-module A gaubhe M,
et formons les foncteurs

FX)=L®X, GY)=YeoM
définis respectivement sur la catégorie des A-modules & gauche et sur celle

des A-modules A droite, 1ls sont tous deux additifs, covariants, et exacts 3
droite. On peut donc considérer les foncteurs dérivés

FX) = HEGX);  GyY) = H(Y, @ M)
Nous allons démontrer que les groupes
F.(M) =H,(L®M,), GiL)=HL,®M)
sont canoniquement isomorphes.
Pour cela il suffit de prouver que les homomorphismes
LM« L, &M, - LM,
déduits des applications My - M et L, — L, induisent des isomorphismes

en homologie; nous allons I'établir en calculant les deux suites spectrales
du double complexe L, ® M,. On a évidemment

"By = Hy(L, ® M) = L, ® H,(M,)

puisque L, est projectif; or Hy(M,) =0 pour ¢ # 0 et Hy{M,})=M;
d’oll immédiatement le résultat cherché.

On pose
Tora(L, M) = Hy(L, ® M) = Hy(L ® M,) = H,(L, ® M,)|-

I1 est clair qu’on obtient ainsi des foncteurs covariants et additifs par rapport
4 L et & M. D’autre part on a évidemment

Tory(L, M) ==L @ M| -

3i le module L est plot (A fortiori s’il est projectif) on a

— H.(L ® M,) = L ® H,(M*);
T

| Tor{L, M) =0  pour nm =1 si L ousi M estplat.
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Enfin, htoutesmteexactcO—rL‘—»L—rL’—»O correspond une suite exacte
d’homologic

C o Tory(IZ, M) > L'OM - LM > L'OM - ¢

e

on tire de 13 que les modules plats sont caraciérisés par le fait que
Tor (X, M) = 0 pour tout X.

Notons, comme conséquence des propriétés des Tor,, le résultat suivanc :

Théoréme 5.3.1. — Pour quw'un module & gouche L. sur un anneau A. soit plat,
dfauxchl.mﬁtqw,powtouttdédddtmtsldewaﬁudsm I’komomorpbnm
I ® L —» L déduit de Dinjection I — A soit injectif.
Supposons cn effet la condition vérifiée. Par passage 4 la limite inductive
on voit qu’elle est vérifiéc méme si I n’est pas de type fini. D’autre part,
de la suite exacte

0>I>A Al -0

ct du fait que A est projectif résulte la suite exacte

0 - Tory(A/LL) > I1®L - L — (A/) ®L — 0;
Phypothése signific donc que 'on a

' Tory(X,L) =0

pour tout A-module X monogéne.
Puisque tout module X i n générateurs admet un sous-module 4 # — 1 géné-
rateurs, de telle sorte que le quotient soit monogéne, on voit en utilisant la
suite exacte des Tor que a relation précédente est vraie pour tout A-module X
de type fini. Comme tout A-module est limite inductive de A-modules de
type fini, et comme le foncteur X — Tor, (X, L) est évidemment compatible
avec la formation des limites inductives, on en conclut que cette relation
est yraic sans restriction. Le module L est donc plat.

Comme corollaire, on voit qu’un module sur un anneey principal est plat si et seule-
ment §il est sans torsion.

Lorsque ’anneau de base A est principal, tout sous-module d’um module pro-

jectif (i.e. kibre) est projectif, et tout module quotient d’un module injectif

est injectif; on peut donc, pour tout A-module X, former des résolutions

Projectives (resp. injectives) nulles en dimension n 2> 2. Il s’ensuit que I'on a
Exet(L,M)=0 et  Tor(L, M) =0pournz 2.

On écrit alors simplement

Exti(L, M) — Ext(L,M);  Ton(L, M) = Tor(L, M).
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5. 4, — Complexes d’hemomorphisme

Sur un anncau de base queloonqﬁe A, considérons un complexe L, dont la
différentielle est de degré — 1, un complexe M* dont la différentielle est
de degré + I, et le double complexe

Hom(L,, M*) = E Hom(L,, M7).
On a vu au n® 2.8 qu'on a des homomorphismes canoniques
HA(Hom(L,, M%) = Y| Hom(H,(L,),He(M*)).
prmgz=n

Nous atlons, A titre le lemme aux calculs qui vont suivre, démontrer que ces
homomorphismes sont bijectifs dans I’hypothése (du reste beaucoup trop
restrictive, comme on le verra), ob tous les modules L,, B,(L,), Z.(L,) -
et H,(L,} sont projectifs.

Ecrivons en effet, avec des notations évidentes, la -suite exacte de- complexes
- O*Z.*_”L.-‘LB.-I-O;
puisqu:: B, est projectif.on obtient une suite exacte de doubles -cdmplcxu
0 — Hom (B,, M*) —» Hom(L,, M*) - Hom(Z,, M*) — 0,
d’oll en passant 3 la cohomologie un diagramme

H(Hommu M) L~ 1;!(Hom(2.. M¥)) .2 H(Homm-, M%) Lid H(Hom(L,, M*))
® > Hom{H(L#), H(M*)) > Hom(Zy, H(M*)) » Hom(Bm HY) > 05
la seconde ligne de ce diagramme sc déduit de la suite exacte
¢0—-3B8, >Z, - H{L,) -0
ct de ’hypothése que H(L,} est projectif.
Montrons que le diagramme précédent est commutatif; le seul point non
trivial est d’établir que le troisidfme homomorphisme 3 se déduit de fagon
évidente de Vinjection By — Z,. Pour cela prenons unc classe de cohomo-
logic « de Hom(Z,, M*), représentée par un cocycle . Nous devons écrire u
comme image d’'un veHom(L,, M*), i.c prolonger u: Z, ->M* en 2:
L, -~ M* (cc qui est possible); alors dv est dans le sous-complexe

Hom(B,, M*
et définit 3. (B M)

Or soit w l’élément de Hom(B,, M*) ainsi obtenu; puisque
Hom(B,, M*} — Hom(L,, M*)

s’obtient en transposant 4 : L, — B,, on a ia relation dv = wod entre homo-
) GODEMENT o ' 8
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morphismes L, — M*. D'autre part on a dv = vod &= dey par construction
de la différentielle dans Hom(L.,, M*). Or on peut supposer do 2 = 0; en effet,
on a dou = 0, i.c. » applique Z,, dans lccocycles de M*, de sorte qu’on peut
(puisque Z, est facteur direct dc L,) imposer la méme condition & ». Ceci
dit, il vient weod = 2 d, et comme z coincide avec u sur Z,, et A fortiori sur B,
ceci démontre que w n’est autre que la restriction de u é B,, ce qui établit
évidemment notre assertion.

Cela étant, dans le diagramme commutatif précédent, g et % sont bijectifs
puisque Z, et B, sont projectifs et ont pour différentietle 0. On déduit facile-
ment de 12 que fest lui aussi bijectif (on €tablit tout d’abord que 3 est surjectif;
par cxactitude il vient alors 4'* = 0, de sorte que, pour ia méme raison,
J'* est injectif; le reste du raisonnement est trivial).

Bien entendu, on pourrait aussi établir le méme résultat en supposant
que les modules M*, B(M*), Z(M#*) et H(M#*) sont injectifs.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal :

Théoréme 5.4.1. — Soient L, et M* deux complexes de A-modules & gauche;
on suppose L, projectif ou bien M* injectif. Alors il existe une suite specirale donnée par

= ) Ext’(H(L,), H(M*))

taj=y¢
et dont le terme E,, est le groupe bigradué associé & une filtration convenable de la coho-
- ;mologie du complese Hom (L., M*),
Nous examinerons par exemple le cas ot L, est pm_]ectlf Choisissons une
résolution injective M** du complexe M*; en considérant M** comme
un double complexe, formons le triple oomplexc Hom (L., M**); on a une
injection canonique
f: Hom(L,, M*) — Hom(L,, M**)

sur Pensemble des termes de tromé:me degré O annulés par la troisidme diffé-
rentlellc '

Fl.ltronsoemplcoomplexe&laldc de son premier et de son second degré; il
vient une suite spectrale pour laquelle

Ep= ) He (Hom(L, M*);

i+j=p

or pour j donné M* est une résolution de MJ; puisque L, est un module
projectif il reste donc

Ep= Y Hom(L,M*), Ef=0 pour g#0.
i+ j=p
Comme Ia troisitme graduation est positive, cette suite spectrale est conver-
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gente, et P'on voit donc que 'homomorphisme j induit un isomorphisme en cohomo~
logie. :
Filtrons maintenant le triple complexe A ’aide de son troisiéme degré; il
vient une suite spectrale pour laquelle

Ef? = H7(Hom(L,, M*?)};

or, pour p donné, les modules M*2, Z(M#*?), B(M*?) et H{(M*?) sont injectifs;
d’aprés le cas particulier étudié au début de ce n® (ou plutOt le cas « dual »}
il vient donc

By = ) Hom(H(L,), H(M*?)),
i+ j=g .
la différentielle 4, étant induite par M*? — M*P+1, Mais la suite
0 - Hi(M*) - H{M*) - H{M*) - ...
est unc résolution injective de H¥(M*); puisque E, = H(E,) il vient donc

Epr= 3 Exv(H(L,), H(M®)),

i+j=g
ce qui achive la démonstration,

On laisse au lecteur le soin d’énoncer les résultats qu’on obtient lorsque Pon
suppose, en outre, que L, {ou M*) se réduit 2 son terme de degré 0.

On notera que la suite spectrale précédente ne converge, en général, que si
le complexe Hom(L,, M*) est borné inférieurement, par exemple si L,
est un complexe de chaines et M* un complexc de cochaines, cas de loin
le plus important dans les applications, Cependant, ces restrictions sont
inutiles si la troisitme graduation est bornée supérieurement, et ’'on peut toujours
supposer qu'il en est ainsi lorsque Panneau de base A est principal. De plus,
dans ce cas, on a E§* = 0 pour ¢ £ 0,1; utilisant le Théoréme 4.6.2. on trouve
donc le résultat suivant :

Théoréme 5.4.2. — Sotent L, et M* deux complexes sur un anneau de base prin-
cipal; on suppose L, libre ou bien M* injectif. Alors on a pour toul n une suile exacte

0= ¥ Ext(H(L,), H(M*) ~ He(Hom(L,, (M*))
tj=n—_ - Z Hom(H,(L,), H(M*)} - 0.

I+ Jj=n

Par exemple, soit L,, un complexe de A-modules libres; alors pour tout A-mo-
dule M on a les suites exactes

|0 + Ext(H._(L,), M) ~ He(Hom(Ly, M)) - Hom(H(L,), M) -~ 0]
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Ce résultat permet par exemple de calculer la cohomologie singulitre dun
espate topologique en fonction de son homologie singulidre entidre,

8. 5. Produit tensoriel de complexes

Soient L, un complexe de A-modules 3 droite et M, un complexe de
A.moduley A gauche; les méthodes du n® précédent, convenablement modi-
fiées, s'appliquent 4 Iétude du double complexe L, ® M, lorsque L, est
formé de modules plais.

On montre d’abord que 'homomorphisme canonique

D) HiLs) ® Hy(M,) ~ Hi(L,® M,)

PHg=h .

est bijectif lorsque tous les modules L, Z(L,), B(L,) et H(L,) sont plats,
ou bien lorsque cette condition est vérifiée par M, au lieu de L, (le second
cas se ramenant d’ailleurs au premmier si 'on remplace A par Panneau oppos€).
Cela fait, ct L, étant supposé plat, on choisit une résolution projective M, ,
de M, ct I'on étudic le triple complexe L, ® M,,; en lc filtrant A I'aide de
son premier ct de son second degré, on voit que son homologie est canoni-
quement isomorphe i celle de L, ® M, ; en le filtrant par son troisi¢me degré,
on trouve une suite spectrale analogue 2 celle du n® précédent. Finalement
on obtient le résultat suivant :

Théordme 5.5.1. — Soient L, un complexe de A-modules & droite et M, un complexe
de A-modules & gauche; onmpposegueL‘ est plat, ﬂmmdorswmsupxwk
pour laguelle

= )\ Tor,(H(Ly),H;(M,))

e j=g

et dont le terme ™ est le groupe bigradué assovié & une filtration convenable de I homolo-
gie du complese Ly ® M, .
Lorsque 'anneau de base est principal il vient ;

Théordme 5.5.2. — Soient L, et M, des complexes de modules sur un anneau
principal; on suppose L, sans torsion. On a alors des suttes exactes

0 > N HiLs) ® HM,) > H(Ls ®M,)
' s > O\ Tor(H(Ly), H(M)) - 0

t+j=n—1

Ce résultat permet par excmple de calculer Phomologie d’un produit cartésion
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de deux complexes de chaines simpliciaux basiques, puisque celle-ci est
isomorphe A I'homologie de leur produit lensoriel. En particulicr, 'homologie
singulitre d’un espace produit peut s’obtenir (en principe) & laide des for-
mules précédentes.

Lorsque M, se réduit A son terme de degré 0 on trouve les suites exactes

0 = Hy(L,) ® M — Hy(Ly ® M) ~ Tor(Ha_s(L,), M) — 0.

Par exemple, Phomologie singulidre d’un espace topologique X, A coefficients
dans un groupe abélien, se calcule & l'aide de I'homologie entidre en uti-
lisant les formules précédentes.

§. 6, — Exemple d’application : homologie et cohomologie des groupes
discrets

Soit G un groupe « discret » (i.c. un groupe arbitraire sur lequel on va rai-
sonner de fagon purement agébrique...). On peut appliquer les résultats
du présent § A Palglbre de G sur 'anneau Z des entiers rationnels; rappelons
que celle-ci est le groupe abélien libre Z(G) ayant pour base ’¢nsemble des
&léments de G, la multiplication dans 2(G) étant définie par la condition
de se réduire 4 celle de G sur les éléments de base.

I est clair qu’un Z{G)-module & gauche (resp. A droite) n’est autre qu'un
groupe abélien L sur lequel G opire A gauche (resp. a droite}; c’est donc,
en utilisant une terminologie plus classique, une représentation linéaire dans L
du groupe G (resp. du groupe opposé). Nous dirons aussi L est un G-module
A gauche (resp. A droite).

Si L et M sont des G-modules 4 gauche, alors HomﬂG)(L, M), que nous
noterons aussi Homg (L, M), est le groupe des homomorphismes # du groupe
abélien L dans Ic groupe abélien M qui vérifient u(sx) == s.u(x) pour
sa@G, xral. Si L est un G-module & droite et M un G-module A gauche, alors
L ®GM, que nous noterons aussi L g M, s’obtient en prenant le quotient

de L ® M, produit tensoriel sur Panncau Z, par le sous-groupe engendré
par les &éments de la forme £: ® y—2x @ sy; les homomorphismes de L % M

dans un groupe abélien N s’identifient donc aux applications bilinéaires
S L X M—N qui vérifient f(x5, y) = f(x, ).

Dans ce qui suit nous regarderons le groupe abélien Z comme un G-module,
en convenant que £.¥ = x pour s&G et xez on obtient ainsi la « représen-
tation unité » du groupe G.

Etant donné un G-module 2 gauche L, on pose
Homg(Z, L) = L% :
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¢’est évidemment le sous-groupe de L formé des x invariants par G, i.e., tels
que sx = x pour tout se G. De méme, en faisant cette fois opérer G A droite
sur Z, nous poserons

2 % L=1L;:

c’est évidemment le quotient de L par le sous-groupe engendré par les éé-
ments de la forme sx — s (seG, sel).

Cela dit, soit L. un G-module & gauche; on pose

H.(G; L) = Tor.(Z, L)
H#G; L) = Ext*{Z, L),

Panneay de base choisi étant bicn entendu Z(G). On a évidemnment les pro-
priétés suivantes :

(I : Hy(G; L) =14 HYG; L) =L

(II) : soit 0 — L' -» L » L’ =0 une suitc exacte de G-modules & gauche;
alors on a des suites exactes

vor = H(G; L) = H(G; L) »H,(G; L") »H,_, (G; L") ...
o =H(G; L) >~ Lt »L, »14 >0

et
0> L'® > 18 » L' o HYG; L) » HY{G; L) ...

(IIT) : Ha(G; L) = 0 pour # 2> 1 si le Gemodule L est projectif,
H*G; L) =0 pour r > 1 si le G-module L est injectif.

Montrons maintenant comment Pon peut calculer explicitement les groupes
H.(G; L) et H{G ;L): tout revient évidemment 4 construire des résolutions
projectives (par exemple libres) du G-module 2. Remarquons tout d’abord
quesi X est un ensemble sur lequel G opére & gauche, alors G opére 4 gauche de
fagon évidente surle groupe abélien libre F(X) ayant pour base X, et que F(X)
est un G-module libre si et seulement si G opére sur X sans point fixe (i.e. si
sx = x pour un ¥« X implique s = ¢). On obtient du reste de cette fagon le
Gemodule libre le plus général,

Cela dit, prenons un complese de chatnes simplicial basique F, sur I'anneau
des entiers rationnels; supposons que, pour tout # 2= 0, le groupe G opére
A gauche sur 'ensemble 8,(F,} des simplexes de dimension # de F, (n° 8.1),
donc, par linéarité, sur F,, ct cc bien entendu de facon compatible avec la
structure simpliciale de F,; alors F,, sera un complexe de G-modules kibres
si G optre sans point fixe sur S,(F,) pour tout n. I! est clair de plus
que Paugmentation canonique Fy -~ 2 de F,, qui applique chaque simplexe
de -dimension 0 sur le nombre 1, est un homomorphisme de G-modules.
Si donc F, est agclique nous aurons contruit de la sorte une résolution libre
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du G-module Z, et pour tout module A droite (resp. & gauche) L on aura
les formules suivantes :
H,(G; L) = Hy(F,®L)
H*(G; L) = H*(Hom, (F,, L}).

La construction précédente s’applique 4 de nombreuses situations. Partons
d'un schéma simplicial K et supposons que G opére 4 gauche sans point fixe
sur K, en transformant tout simplexe de K en simplexes de K; on peut alors
dans ce qui préctde prendre pour F,, le complexe Cy (K) des chaines singulidres
entidresde K :siseGetsi (%, ..., 2.) est un simplexe singulier de dimension n
de Kona .

$.(%0s + o0y Xa) = (%9, ... SHR)

Cela dit, si le schéma simplicial K est acyclique, on voit que C,(K) est une
résolution libre de 2. Soit alors L un G-module 4 gauche; on peut interpréter
comme suit Homy(C4(K), L) : on fait opérer G sur

Hom(C, (KJ, L) = C*(K; L)

(s.F) (W) = s.{fs—2. 4)}
pour s€ G, f e C*(K; L), et tout simplexe singulier # de K; ceci dit il est clair
que

en posant

Homg(Cy(K); L) = C*(X; L)%
Autrement dit, si K est un schéma simplicial acyclique sur lequel G opére sans point
_fixe on a, pour sout G-module L, des isomorphismes carioniques
' HYG; L) = H{C*(X; L)®).
On trouverait évidemment de méme, en homologie, les formules
H.(G; L) = H,(C4(K; L),). |
Le cas le plus important est celui ot K est le schéma simplicial G, toute partie
finic et non vide de G étant un simplexe, et G opérant sur lui-méme par les
translations 4 gauche, On obtient alors par exemple H¥G; L) en calculant

la cohomologie du complexe de cochaines C¥(G; L) que voici ; les éiéments
de degré n sont les applications f: G**t.» L vérifiant

Slsxgy o v oy sa) == 5. f%gy o005 %a)s

ct la différentielle est donnée par
B (oo staes) = D (= DS (B e st na)-

Voici encore un cxemple important de résolution libre du G-module 2.
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Faisons maintenant opérer G sur un espace fopologique X {on suppose bien
entendu que les s @ G définissent des homéomorphismes X »X); si ¢: J, =X
est un simplexe singulier de X de dimension #, et si s« G, on notera 5. u le
simplexe singulier sou; il ¢st alors clair que le complexe smgulier CS, (X)
est formé de G-modules, qui sont libres si et seulement si G opére sans point
fixe sur X, 8i L est un G-module, on peut faire opérer G de fagon évidente
sur les complexes CS,(X; L} et CS*(X; L) et il est clair gque I'on a

CS4(X; 1) = L ® CS,(X)

pour tout G-module A droite, et
C5#(X; L)® = Homy(CS,(X), L)

pour tout G-module & gauche. On en conclut, comme plus haut, que s G
ofére & gauche sans point fixe sur un espace topologique X, acyclique en homologie sin-
gulidre, alors on a des Ssomorphismes

H,(G; L) = H,y(G8,(X; L))

H~G; L) = H{CS*(X; L)%

pour toui G-module L & droite (resp. & gauche). Nous verrons dans ia suite de
cet ouvrage que, dans de nombreux cas, les groupes précédents peuvent
s'interpréter 4 'aide de Pespace quotient X/G. :

Le lecteur désircux d'approfondir ces questions pourra consulter le Sémi-
naire 1g5o-51 de H. Cartan, dont la premiére moitié traite de la cohomologie
des groupes. Nous reviendrons du reste sur ces problémes 4 propos de la théorie
des faisceaux.
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1. FAISCEAUX D’ENSEMBLES

I, 1. — Axiomes des ifaisceaux

Soient X un espace topologique ct ¥ un pré faisccau d’ensembles de base
X (Chapitre 1, n® 1.9}, On dit que & est un faisceau d’ensembles lorsque les
conditions suivantes gont vérifiées (1) :

(F I) :Mmmg),egmfmﬂkd’wcmbksmdmuX,Ularémimdwa &
¢, 8" deux déments de F(U); si los restrictions de &' et 8" & chagque U, sont égales, on
ay =d.

(F 2) : soit (Up)ex une famille & ensembles ouverts dans X, de réunion U, et supposons
donnés des s, F(U) de tells sorte que, quels que soient i, j &L, les restrictions dz s, ¢
33 @ Uin Uy sotent dpales; alors il existe un saF(U) dont la restriction & U, est 5
pour tout iaml.

On remarquera que, d’aprés (F 1), 'élément s de F(U) dont (F 2) assure
Pexistence est unigue. D’autre part, si l'on applique {F2) au cas ob I
est ’ensemble vide, on constate que F((J) st un ensemble A un élément (&
moins que les (1) ne goient tous vides, cas trivial que nous écarterons géné-
ralement). I suffit donc, dans Pénoncé de Paxiome (F 2), d’examiner les
couples £, § pour lesquels U;nU; n'est pas vide.

Appelons espace découpé de base X tout couple (E, p), ot E est un espace topolo-
gique et p unc application continuc de E dans X. Ktant donné un sous-ensemble
M de X, on appelle section de (E, p) au-dessus de M toute application continue
s : M > E telle que ¢(s(x)) = x pour tout x @ M; cela dit, attachons a chaque
ouvert U de X ensemble F{U) des sections de (B, p) au-dessus de U, et

(1) Etant donnés des ouverts U et VU, ¢t un s @ F(U), Fimage de s par Vapplication
structurale FU) — F(V} est la restriction de s 3 F(V), Cette terminologie s’expliquera
au n® suivant. '
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pour U >V définissons la restriction A V d’une section au-dessus de U comme
étant la restriction 4 V de I'application U -= E correspondante; il est alors
immédiat de constater que Dapplication U -+ F(UJ) définit un faisceau
d’engsembles de base X; c’est le fatsceau des sections de Pespace découpé (E, p).
Cet cxemple est naturellement suscepiible de nombreuses variantes; on
peut par exemple se limiter — dans la mesure ot cela a un gens — aux sections
« différentiables », ou « analytiques », de (B, ).

1. 2, — L’espace étalé attaché & un faisceau

Soit (E, $) un espace découpé de base X. On dit que (E, p) est un espace alé
dans X lorsque Papplication p est un homéomorphisme local, i.c. lorsque
tout point ue E posséde dans E un voisinage ouvert que p applique homéo-
morphiquement sur un voisinage ouvert de p(u) dans X. Lorsqu’il en est ainsi,
alors pour toute section s de (E, p) au-dessus d’un ouvert U de X, 'ensemble
s{U) est ouvert dans E; de plus, pour tout za E, il existe une section s de (E, )
définic dans un voisinage du point x = p{u), et telle que s(x) = u; on en conclut
que les ouverts de E ne sont autres que les réunions d’ensembles de ia forme
$(U). Enfin, il est clair que si deux sections de (E, p) définies dans des voisi-
nages ouverts U et V d’un point x de X sont égales en x, alors clles sont égales
dans tout un soisinage WeUn 'V du point #, Autrement dit, ’ensemble

B(x) = p~'(x)
s’identifiec & la Hmite inductive des F(U) lorsque U décrit Pensemble filtrant
décroissant des voisinages ouverts de x dans X,

Nous allons montrer que le procédé précédent conduit & fous les faisceaux
d’ensembles de base X,

Partons plus généralement d’un préfaiscesy d’ensembles & de base X. Pour
tout x&X, les voisinages ouverts de x dans X forment un ensemble filtrant
décroissant ®(x), et les conditions de transitivité imposées aux opérations
de restriction F(U) — F(V) permettent de définir I'ensemble

Fx) = lintlj.ind. F(U).

On désignera par ¥ Pensemble somme des divers 5£x), et par p Papplication
de & dans X qui applique chaque gous-ensemble F(x) sur le point x.

Soient U un ouvert et x un point de U; par définition méme des limites induc-
tives, on a une application canonique

F(U) = F(x),

quec nous noterons s — §(x). A chaque s@&(U) est ainsi associée unc applica-
tion §: U— &, & savoir x — ¥x), et celle-ci vérifie p(¥(x)) = x pour tout
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xaU. De plus prenons un ouvert VU ct remplagons spar sa restriction #
4 V; pour xaV Papplication F(U) - F(x) est composée des applications
f(U) = FV) at F(V) —»-5(3), par suite, Papplication t:V > estla restric-
tion & V de Papplication 5: U - &,

Nous allons maintenant munir & de la fopologic la moins fine gui vende continties
les applications § (s @ F(U), U ouvert dans X). Une partie G de & est donc ouverte
si et seulement si, pour tout U et tout saF(U), les xe U tcls que §(x)e G
forment dans X un ensemble ouvert.

L’application p est évidemment continue. D’autre part, pour tout ouvert
U de X et tout s&F(U) Pensemble 5(U) est ouvert dans §; il suffit de vérifier
que quels que soient seF(U)et £ eF(V) les xeUn'V o Pon a 3(x) = #x)
forment un ouvert — ce qui résulte de la définition méme des limites inductives.

Ce qui préctde montre évidemment que le couple (5, ) cst un espace dalé
dans X. Désignant par #(U) Pensemble des sections de F au-dessis de
il est clair quon obtient un homomorphisme de préfaisccaux en consid
les applications canoniques
#(U) - 5(0);
nous allons montrer qu'il est bijectif si (et seulement si) F cst un faisceau,

Cet homomorphisme est mject:f si & vérific Paxiome (F 1) des faisceaux.
En effet, supposons que s' et s* dans F(U) définissent la méme section de ¥
au-dessus de U; comme ¥(x) = 5°(x) implique Pexistence d’un voisinage
de x auquel les restrictions de s' et s* goient égales, on voit qu'on peut écrire U
comme réunion d’ouverts Ugtels que les restrictions de s’ et s* A chaque Ugsoient
égales, d’ont notre assertion.
Cet homomorphisme est surjectif si & vérifie (F 1) et (F 2). Considérons en
_ cffet une section f': U > #; comme deux sections qui coincident en un point
coincident au voisinage, on peut écrire U comme réunion d’ouverts U; et
trouver des sy@F(U;) tels que 5 = f dans U, Comme 5 =75; dans-UynTU;
et comme (F 1) est vérifié, les restrictions de s et 5; 3 UynUj sont égales;
d’aprés (F 2) il existe donc un s« F(U) dont la restriction & chaque Uy soit s,
d'oh ¥ = f dans U, ce qui prouve notre assertion.
Disons que deux espaces étalés (E, p) et (E', #") sont isomorphes s'il existe un
homémorphisme de E sur E' qui transforme p en p’; il est clair que les considé-
rations précédentes démontrent le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1. — Tout foisceau densembles de base X est isomorphe au
Jatsceau des sections d'un espace #alé dans X, unigue & un isomorphisms pris.

Remarque 1.2.1. — Par la suite nous ne ferons aucune distinction entre un fais-
ceau d’ensembles & et Pespace ¢talé {F, p) qu'on lui a associé ci-dessus; nous
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désignerons donc aussi cet espace étalé par la lettre & (la « projection » p
étant le plus souvent omise de la notation) et, pour toute partie M de X,
nous désignerons par F M) P'ensemble de ses sections au-dessus de M; en
particulier les éléments de Pensemble F(U) seront identifiés aux sections
de # au-dessus de U. Bien entendu si M se réduit 4 un point x on retrouve
Pensemble (x), qui sera lui aussi noté simplement #(x).

Ces identifications ne nous empécheront naturellement pas d’adopter, tantbt
le point de vue des « espaces étalés », tantdt celui des préfaisceaux,

Remargue 1.2.2. 8] F est le faisceau des sections d'un espace découpé
(E, p) de base X, les éléments de F(x) s’appellent les germes de sections de (B, p)
au point x; deux sections de (E, p) au-dessus de voisinages U et V de x
définissent le méme germe de section en x si et seulement si elles coincident
dans un soisinage WU n V du point »; en général Pespace étalé attaché 3 &
est tout A fait différent de (E, p) — & moins bien entendu que (E, p) ne soit
lui-méme étalé dans X,

Remarque 1.2.3. — La démonstration du Théoréme 1.2.1 prouve que tout
préfaiscean d’ensembles & définit canoniquement un espace étalé dans X, ie,
un faisecay F d’ensembles de base X; on dit que cest le Jaisceau engendyé par F;
on notera gqu'on a un homomorph:sme canonique ¥~ de préfaisceanx.

Remargue 1.2.4. — Un espace & étalé dans X n'est en général pas séparé,
méme si X lui-méme Pest, En effet, soient s et ¢ des sections au-dessus d’un
ouvert U de X; nous avons vu que les x € U ol s{x) = #(x) forment un ensemble
ouvert dans U; mais si & est un espace séparé cet ensemble est aussi fermé dans
Pespace U, En d’autres termes lorsque & est un faiscean séparé, deux sections
s et t au-dessus d’un ouvert U qui sont égales en un point x de U sont égales
dans toute la composante connexe de x dans U — le faiscean & vérifie le « prin-
cipe du prolongement analytique ». Par exemple, si X est une variété analy-
tique complexe, le faisceau des gérmes de fonctions holomorphes sur X —
obtenu en prenant pour F(U) Pensemble des fonctions définies et holomorphes
dans U — est séparé; mais le faisceau des germes de fonctions continues ne
saurait I'étre.

1. 3. — Sections au=dessus d’un ensemble quelconque

Soit F un faisceau de base X. Puisqu’on a défini les sections de F au-dessus
d’une partie quelconque de X, et qu'on a évidemment des opérations de
« restriction », on peut se demander si les axiomes (F 1) et (F 2) sont encore
valables si ’on y supprime ’hypothése que les ensembles considérés sont ouverts,
Il en est évidemment ainsi de Paxiome (F 1), mais non de (F 2) : sinon toute
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application s : X7 telle que p(s(x)) = » serait continue, puisque X est
réunion des ensembles réduits 4 un point. On a toutefois un résultat partiel,
qui nous scra utile plus loin :

Théoréme 1.5.1. — Soient F un faisceau de base X ot (My)er un recouvrement
fermé localement fini de X. Supposons donndes des sections s, F(M,) de telle sorfe que
5 = 3; dans Myn M; quels que soiens i ef §; alors §l existe une section seF(X) qui
coincide avec s, dans M, quel que soit i1,

Il existe évidemment une application et une seule 5 : X +F qui coincide
avec §; dans M;; tout revient & prouver qu'elle est continue. Or tout point x
admetun voisinage ouvert U() qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ensembles
M;; soient My, . . ., My, ces ensembles; comme il¢ sont fermés on peut supposer
qu'ils contiennent x en prenant U(x) assez petit, ct Pon peut aussi supposer
qu'il existe une section § de & au-dessus de U(x) telle que Pon ait

tx) =s(x) = s (¥) = ... = 51, (x).

Considérant Ia restriction de # & My on voit qu’il existe un voisinage de x,
soit U, (x), tel que ¢ = sy dans U, (x) n My ; on peut évidemment supposer
U, (x) = U(x) pour tout £, alors s et £ coincident dans

Ulx)n (Myu...uM,) = U(x),

ce qui prouve la continuité de s en x.

1. 4. — Faisceaux simples

Soient X un espace topologique et A un ensemble quelconque. On appelle
Jaisceau simple de base X et dz fibre A le faisceau engendré par le pré faisccau
U = A, les opérations de restriction se réduisant 2 Pidentité,

11 est facile de construire I'espace étalé & correspondant, En effet F(x) est
défini comme limite inductive, d’oti évidemment F(x) = A pour tout x
et F = X X A; de plus il est clair que les sections définies 4 partir du pré-
faisceau considéré ne sont autres que les applications U— X x A qui,
en tant qu'applications U — A, sont consiantes; autrement dit, la topologie
de F = X X A est le produit de celle de X par la topologie discréte de A.
Pour tout ouvert U, Pensemble F(U) s’identific donc canoniquement i
Pensemble des applications continues U -» A, autrement dit 4 Pensemble
des applications localement constantes de U dans A.

Par ia suite, ct sauf danger de confusion, nous désignerons le plus souvent
par la lettre A le faisceau simple de baze X et de fibre A,
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' 1. 5. — Faisceaux induits

Soient X un espace topologique, Y un sous-espace de X, et & un faiscean
de base X. Il est clair que ’ensemble des points de Pespace étalé & qui se pro-
jettent dans Y définit un espace étalé dans Y, i.e. un faisceau de base Y;
on le note &F|Y, et on Pappelle le faisceau induit par F dans Y.

Il est clair que pour toute partie M de Y, I'ensemble des sections de F|Y
au-dessus de M n’est autre que F(M). Ceci permetirait de définir autrement
le faisceau #|Y, en attachant i tout ensemble UcY, ouvert relativement &
Y, Pensemnble #(U) des sections de & au-dessus de .

1. 6. — Homomorphismes de faisceaux

Soient & et # deux faisceaux d’ensembles de base X; par un homomorphisme
de % dans # on entend un homomorphisme du préfaisceaun b dans le pré-
faiscean $, autrement dit une collection d’applications

A(U) : H(U) - &(U)

vérifiant les conditions de compatibilité évidentes,

Considérons maintenant % ct $ comme des espaces étalés dans X, Par passage
A la limite inductive, f définit alors des applications :

S(x) : Jo(x) — B(x)

et par suite une application, que nous noterons 7 de Tespace étalé & dans
Pespace étalé ®; si s est une section de b au-dessus d*un ouvert U, alors

S(U){s) e (V)

n’est autre &videmment, comme section de $ au-dessus de U, que P'applica-
tion x —f (s(x)); il suit aussicdt de 13 que F: b — B est un homéomorphisme
local compatible avec les projections.

Réciproquement donnons-nous une application confinue f : b — # compatible
avec les projections; on en déduit pour tout ouvert U une application
JU) + »(U) - &(U), transformant une section s(x) en la section Fs(2).
On en conclut aussitét qu’d existe une correspondance biuni entre les homomor-
phismes de faisceaux fi Jo—B ¢ les applications continues f : Jo — B compatibles
avec les projections, une telle application continue étant d’ailleurs nécessaire-
ment un homéomorphisme local, ¢t appliquant donc J sur un sous-cspace
ouver de &,

On notera que plus généralement tout homomorphisme f: & — & de pré-
faisceaux définit canoniquement un homomorphisme du faisceau engendré
par & dans lc faisceau engendré par &.
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Un homomorphisme de faisceaux f: Jo-»® est dit fnjectif (rcsp. surjectif’)
si Papplication correspondante § est injective (resp, surjective), i.c. #'il en est
ainsi, pour tout x, de 'application f{x) : J(x) = B(x). Si f est injectif alors
pour tout ensemble ouvert UcX lapplication f{U) : &{(U) > B(U) est
injective; mais si f est surjectif, les applications A({U) — ®(U) ne sont pas
surjectives en général.

Soit par exemple X une variété analytique complexe, et considérons les fais-
ceaux Jb et ® que voici : pour tout ouvert U, (U} est I'ensembie des fonctions
holomorphes dang U, et #(U) est Pensemble des fonctions holomorphes
et partout = 0 dans U. On a un homomorphisme J — % en associant 4 toute
fonction f{x) holomorphe dans U la fonction #; comme lalement toute
fonction holomorphe ne s’annulant pas est de la forme ¢/ cet homomorphisme
de faisccaux est surjectif; mais il ezt bien connu que, si U n’est pas simplement
conncxe, Vapplication f — ¢ de A(U) dans B(U) n’est pas surjective.

1. 7. — Faisceaux de germes d’homomorphismes

Soient & et $ deux faisceaux d’ensembles de base X; on notera Hom (&, #)

Pensemble des homomorphismes de & dans &,

Si Y est un sous-espace de X, tout homomorphisme f : b — & définit évidem-

ment un homomorphisme f]Y : &|Y — ®[Y. En particulier, si Fon a des

ouverts U et VcU de X, on en déduit unc application canonique
Hom(&|U, 8|U) — Hom(#|V, ${V),

ct les relations de compatibilité usuelles étant vérifiées on peut considérer
le préfaisceau
U — Hom(s&|U, 8|U);

celuici est en fait un faiscesu d’ensembies de base X comme on le voit trivia-
iement. On le note
Hom{So, B)

et on 'appelle le faisceau das germes J’homompkimm de Jo dans B, Par contruc-
tion on a donc pour tout ensemble ouper U'la relation

Hown (B, B)(U) = Hom(#|U, 8|U).

On notera que pour tout point x on a unec application canonique
Ko, B)(x) - Hom(h(s), $(x))

puisque tout germe d’homomorphisme en x provient d’un homomorphisme
au-dessus d’un voisinage de x. Toutefois Papplication précédente n’est en
général ni injective ni surjective.

GODEMENT 9
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1. 8, — Sous-faisceaux: image d’un homomorphisme
Un sous-faisceau d’un faisceau b de base X est un faisccau 3 de base X tel
que Yon ait

&(U) < (V)

pour tout ouvert U, les opérations de restrictions dans ® étant induites par
celles de A
La collection des applications identiques (U) -+ J(U) définit alors un homo-
morphisme de faisceaux, lequel est évidemment infectif; par suite Pespace
étalé @ s'identific canoniquement A4 un sous-espace ouverf de b. Réciproque-
ment il est clair que tout sous-espace ouvert de b est étalé dans X, ct définit
un sous-faiscean de J. {On notera qu’un sous-espace quelconque de S définit
aussi un sous-faisceau de &, & savoir le faisceau des sections 4 valeurs dans ce
sous-espace; mais i le sous-cspace donné n’est pas ouvert dans & il ne s’iden-
tific pas &4 'espace étalé attaché au sous-faisceau qu'il définit). En conclusion
les notions de sous-faisceau et de sous-espace ouvert sont identiques.
Si I'on a une famille finie (#y);¢x de sous-faisceaux de b on peut définir leur
infersection : c’est Pintersection des sous-espaces ouverts correspondants de &
On peut aussi définic

R = n B,

te1
Jorsque P'ensemble d’indices I est infini, en posant

#(U) = () %(V)

€1

pour tout ouvert U de X (il est immédiat de vérifier les axiomes des faisceaux) ;
mais on ne peut plus alors interpréter $ comme étant Pintersection des sous-
espaces ouverts & de J; c’est seulement Pintéricur de cette intersection,

Soit maintenant un homomorphisme de faisceaux
Fi18 - &

plagons-nous au point de vue des espaces étalés : alors f{®) est un sous-cspace
ouvert, donc un sous-faiscean, de b; on Pappelle image de & par f. Evidemment,
f induit un homomorphisme surjectif de % sur le faisceau image f($). On peut
encore définir f{8) comme étant le faiscean engendré pay le préfaiscean

U maq) £ aquy,

comme on le voit facilement.
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1. 9. — Faisceaux quotients

Soit # un faisceau d’ensembles de base X, et supposong donnée pour chaque
ouvert Uc X ume relation d’équivalence R(U) dans ensemble #(U}; nous
dirons que la collection des R(U) est une relation d’équivalence dans & si
clle vérific la condition suivante : pour que s, { @ F(U) soient équivalents
mod. R(1N), il faut et il suffit qu’'on puisse représenter U comme réunion
d’ouverts U, de telle sorte que, pour tout 1, les restrictions de s et # & U, soient
équivalentes mod. R(Uj).

Lorsqu’il en est ainsi, on peut munir la famille des ensembles quotients
F(U)/R(U)

d’une structure de préfaiscean, en définissant de fagon évidente les applications
FU)/R(U) - F(V)/R(V) pour UsV. Le préfaisceau ainsi défini vérific
I’axiome (F 1) des faisceaux, mais non (F 2) en général. On note &R le fais-
ccau qu'il engendre [de gorte que F(U)/R(U) se plonge biunivoquement
dans (F/R){U)]. La collection des applications canoniques F(U) - #(U)/R(U)
permet évidemment de définir un homomorphisme de faisceaux F -» F/R,
lequel est surfectsf.

Par cxemple considérons un homomorphisme de faisceaux f: b =3 et,
dans A(U), prenons pour R(U) la relation d’équivalence exprimée par
la condition « f(U)s = f(U)¢ ». Alors les conditions imposées plus haut
sont satisfaites, et le faisceau quotient MK/R  g'identifie canoniquement

a f(k).

1. 10. — Produit direct de faisceaux

Soit (F)iex une famille de faisceaux sur un espace X, et considérons le pré-
faiscean . '
U - ].I #(U),
€1

Papplication de restriction, pour UsV, étant définic comme produit des
applications de restriction F(U) — F(V). Ce préfaiscean est en fait un fais-
ceau d’ensembles. Soit en effer une famille d’ouverts (Ui}, de réunion U,
et supposons donnés des éléments -

s= ($n)ie; & Hsa(Um)
1131
de telle sorte que s = s, dans Uy n U,. Alors pour tout § il existe une section
ct une seule s;& F(U) qui, danz T, coincide avec sp; il est clair que s = (si)re1
est le scul élément de II&,{U) qui, dans chaque U, induits 5, — d’oit évidem-
ment le résuliat,
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Le faisceau ainsi défini se note

10

tEI

et g’appelle produit direct des &, Soit F ce faisceau. Pour tout ¢, on a de fagon
canonique un homomorphisme de faisceaux

¥ - &

d’olt en chaque point ¥ unc application canonigue

F(x) [ 9();
) {E€X i
il est visible que celle-ci est injective, mais non surjective en général : car si
Pon sc donne, pour tout #, un germe de section de &, au point x, il n’est géné-
ralement pas possible — & moins bien entendu que 'ensemble I soit fini —
de prolonger simultanément ces germes a un voisinage de x dans X,

Notons que la notion de produit direct posséde la propriété « universelle »
que voici : étant donnés des homomorphismes

ﬁ i = 9;
il existe un homomorphisme et un seul
N | I A
1€1
tel que Yon ait '
Si=pnof

pour tout igl.

1. 1Il. — Limites inductives de tgiscenux

Donnons-nous, sur un espace X, une famille (%), ¢, de faisceaux, et supposons
d’une part que Pensemble d'indices A soit filtrant décroissant, d’antre part
que pour A 3> i on se soit donné un homomorphisme de faisceaux

fRi&h > &,
de telle sorte que les conditions de transitivité suivantes solent vérifiées :
S =identitd; fl=fro fi pourdpzwv
On peut alors définir un faisceau

F= limi ind. ’}\,

comme suit. Pour tout ouvert U, les homomorphismes f}(U) permettent
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dc former Pensemble lim. md. #{U); comme; pour U=V, les diagrammes
de la forme

() 2% 5,
Lo B9 5
sont commutatifs, on a pour UoV unc application canonique

]im.lind. 51(U) - lim-fnd- 91(V),

ce qui permet de former le préfaiscean
U - lm:llmd #(U);
cela dit, & est par définition le fhisceau engendré par le préfaisceau qu on
vient de définir,
En composant les appincatmns &videntes

#(U) — lim. ind. (V)
et

lim, ind. %(U) — #(U)

on définit évidemment des homomorphismes de faisceaux
FARE (S
avec la relation de compatibilité -
fr=fteofi pour A>p

Ici cncore on a une propriété de caractére « universel » : étant donnés des
homomorphismes

B:o -5
tels que 'on ait

B=flok pour A>p
il existe un homomorphisme <t un scul
h: lim. ind. % =~ &
tel que Pon ait
‘ R=ho pour tout X
On notera que ’on peut déterminer comme suit les ensembles ponctuels
#(x). Tout dabord, on a des applications

S x) :8:(x) - F()
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qui, pour des raisons de transitivité évidentes, définissent une application

canonique
]im.lind. F(x) - F(x);

celle-ci est bijective, car en vertu de la construction des ensembles ponctuels
attachés & un préfaisceau on a

F(x) = ]in':;ahld. (lim.lind. #{U))
= lim.lind. (linf‘l;ai]ld. #H(U)) = lima ind. #(x)

comme annoncé, Le lecteur vérifiera sans peine qu’en tant qu’espace topolo-
gique, & est la limite inductive des espaces topologiques #, : une partie de &
est ouverte si et seulement si ses images réciproques par les applications
1 & — F sont ouveries dans les &,

On remarquera que, pour tout sous-espace Y de X, on a un isomorphisme

canonique
F|Y = lim.\ind. {7.]Y).

La fagon la plus commode de le voir est de se placer au point de vue des espaces
étalés.

1. 12, — Image réciproque d’un faisceau par ume application continue

Soient X et Y deux espaces topologiques, f une application continue de X
dans Y, & et 8 des faisceaux d’ensembles de bases X et Y. Nous appellerons
homomorphisme de fo dans B compatible aver f toute application continue f de
Pespace étalé & dans lespace étalé ® telle que le diagramme suivant soit
commutatif :

%
\
Y.

L S AN

%
¥,
X

Nous dirons aussi que ? est un fohomomorphisme de & dans %.
Nous allons montrer que X, Y, f et & étant donnés, il existe sur X un faisceau
F*(®), et un f~homomorpnisme f *_@)-{ﬁ, tel que tout f~homomorphisme

&b - B s'obtiecnne en composant f avec un homomorphisme & - f*(%)
entitrement déterminé,

Remarquons tout d’abord que si I'on a un fhomomorphisme f* : & — &,
alors pour toute section s&M{U) I'application -

& rx = F(s(x)
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de U dang 'espace étalé ® cst continue et vérifie
(*) S(x)eB(f(x))  pour tout xe U.

Cela dit, désignons par f*(®)(U) P'ensemble des applications continues s
de U dans & qui satisfont & la condition précédente; définissant de fagon
évidente Yopdrateur de restriction

S@U) - @) (V)

pour VeU, on vérifie trivialement gue Papplication U.—f*(8)(U) est un
Jaiscean d’ensembles f*(#) de hase X.

Soient s’ et ¥ deux sections de f*(#} au voisinage d’'un point x; pour que les
germes ¥ (x), ¥(x) e f*(B)(x) coincident en %, il faut et il suffit que les restric-
tions des fonctions s’ e s* & un voisinage U de & soient identiques; ctla implique

(%) = 5*(x).

Réciproquement, supposons cette condition vérifiée; désignons par ¢ une sec-
tion de # dans un voisinage V de f(x), égale i s'(x) = s"(x} en &; comme f
est continue on peut supposer & et 5° définies dans un voisinage U de # tel
que f{U)cV; comme d’autre part les applications s et s de U dans ® sont
continues, et comme 'ensemble (V) c® est ouvert. si'V est ouvert, les ya U
tels que on ait s'(3)et(V) (resp. 5°())«t(V)) forment un voisinage U’
(resp. U”) de «; il est clair en vertu de (*) que I'on a #(y) = s"(») dans
U nU’s, d'olr ¥(x) = F(x).

11 suit de 13 qu'il existe une application £ : J*(@) — B et une seule telle que,
pour toute section 5 de f*(®) au voisinage d’un point x, on ait

FG(®) = s(x).

Le raisonnement précédent montre du reste que f est continue; comme f
est évidemment compatible avec f, c’est un fhomomorphisme de f*(®)
dans &.

Tl est immédiat de vérifier que pour tout xeX, f induit une byemoa de
SH(B)(x) sur B(f(x)); il est en effet clair d’aprds les raisonnements précédents
que f est injective; il reste alors 3 montrer que, quels que soient ¥eX et
be®B(f(x)), il existe une section s de f*(®) dans un voisinage U de x, telle
que s(x) = b; pour cela on construit une section ¢ de  dans un voisinage V
de f(x), égale & b en f(»), on pose U = f—YV), et on définit 5 par la rela-
tion s =#o f.

Cette construction montre du reste que, pour tout ouvert V de Y, on a une
application canonique de ®(V) dans f*{&)(F—1(V)), compatible avec les
opérations de restriction, Cette application est injective, mais n’est surjective
que « localement » comme on le voit facilement (on obtiendrait un contre-
exemple en supposant Y réduit 4 un point, et X non connexe).
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Considérons enfin un f~homomorphisme §/ : &b — ®; associons 4 toute section
sa b(U) Papplication ¢ : x — f'(s(x)) de U dans R; on trouve une section
sFef*(®)(U); d’od immeédiatement un homomorphisime &b — f*{(®) qui,
composé avec f:f*(#) —®, permet de reconstituer f.

Le faisceau f*(®B) s'appelle Vimage réciproque de & par f.

A titre d’exemple, signalons le résultat suivant : soient X un espace, Y un
sous-espace de X, et b un faisceau de base X; alors le faisceau induit &b{Y
est canoniquement isomorphe A Timage réciproque de & par Pinjection
canonique Y — X,

1. 13. — Image directe d’un faisceau

Soit une application continue f: X — Y, et considérons un faiscean & de base
X. Nous allons définir un faisceau

B =f(%)
de base Y comme suit : pour tout ouvert VeV, on pose
&V} = »(f1UV)),
et pour V' eV” on définit Papplication de restriction 8{V") = &(V'} comme
étant Papplication de restriction &{f—HV")) = &H(F—1(V"}). Il est évident
que les axiomes des faisceaux sont vérifiés.
On dit que (&) est Uimage directe de b par f. L’application Jb — f () est de

facon évidente un foncteur covariant défini sur 1a catégorie des faisceaux de base X,
et A valeurs dans la catégorie des faisceaux de base Y.

On laisse au lectewr le soin d’éiudier, a titre d’exercice, les relations existant
entre les opérations image directe et image réciproque.



2. FAISCEAUX DE MODULES

2. 1. Faisceaux d'annéaux

Nous avons, au chapitre I, §1, défini d’une fagon générale la notion de pré-
faisceau & valeurs dans une catégorie; si les objets de cette catégorie sont des
ensembles et si les homomorphismes de ces objets les uns dans les autres siden-
tifient & des applications, on pourra évidemment parler de foisccaux 3 valeurs
dans Ia catégoric en question.

Par exemple, sur un espace de base X, un faisceau de groupes (resp. de groupes
abéliens, d’anneaux, d’anneaux commutatifs avec élément unité, etc...) est
un préfaiscean de base X, & valeurs dans Ia catégoric des groupes (resp. des
groupes abéliens, etc...} et qui, en tant que préfaisceau d’ensembles, satisfait
aux axiomes des faisceaux.

Soit b un faisceau d’anneaux sur X; pour tout ouvert U, les ensembles A{U)
. sont des anneaux, et pour UoV Iapplication de restriction &(U) — H(V)
est un homomorphizme d’anneaux. Il s’ensuit gu’a la limite les ensembles
ponctuels

&%) = lim.ind. &(U)
oI _

sont canoniquement munis de structures d’anneaux. Du point de vue des
espaces étalés on a donc dans b deux lois de composition (4, 2} >4 + v
ct (4, v) - up, définies pour p(u} = p(v), induisant sur chaque fibre M(x)
une structure d’anncau, et de plus conlinues. Si s ct ¢ sont deux sections de &
au-dessus d’un ouvert U, il est clair que 5 + ¢ et & sont les sections

* —+3(x) + t{x) et x—> s(x)2(x).
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Exemple 2.1.1. — Sj Aest un anneay fixe, le faisceau simple de base X et
de fibre Aest canoniquement un faiscean d’anneaux, gu'on identifieraie plus
souvent 4 lanneau A jui-méme.

Exemple 2.1.2. — 5i X est un espace topologique (resp. une variété diffé-
rentiable, analytique complexe) le faisceau des germes de fonctions continues
(resp. différentiables, holomorphes) sur X est un faisccan d’anneaux de fagon
évidente.

Exemple 2.1.3, — Soit A un anneau commutatif avec ’élément unité; un
idéal p = A de A est dit premier si 'anneau Afp est d’intégrité; rappelons que,
si a est un idéal autre que A, Pintersection des idéaux premiers contenant a
est formé des x tels que l'on ait x"ea pour un entier » au moins.

Soit X = Q(A} I'ensemble de tous les idéaux premiers de A (« spectre pre-
mier » de A); on peut définir une topologie sur X (« topologie de Zariski »)
en disant qu'une partie de X est fermée si elle est de la forme F(a), F(n) étant
’ensemble de tous les idéaux premiers contenant un idéal donné a; la vérifi-
cation des axiomes des espaces topologiques est triviale en raison des formules

(Fa) = F(Zm); F(a) uF(6) = Fan¥).

Nous supposerons pour simplifier que A est un anneau dintdgrité; dans ce cas,
Dintersection de deux ouverts non vides n’est jamais vide, car siFona F(a) uF(6) = X
on voit que anb est contenu dans tous les idéaux premiers de A, donc est nul,
de sorte que 'un des idéaux a, b, au moins est lui-méme nul.

Nous allons maintenant définir un faiscean d’anneaux sur X comune suit, Soit K
le corps des fractions de A ; si p est un idéal premier de A, on note Ay ’ensernble
des €léments de K qui sont de la forme xfp, avec %, ye A, yEp; c’est un annean
ayant pour unique idéal maximal p.Ay. Cela dit, pour tout ouvert non vide U
de X posons

H(U) =[] A

peET

pour UV nous définirons 'application de restriction S(U) — &(V) comme
étant Papplication identique, ce qui a un sens puisque 'on a évidemment
AH{Uyc (V). Bien entendu on pose &{#) = 0. Pour vérifier les axiomes
des faisceaux prenons une famille (U e d’ouverts non vides, de réunion U,
et des 5= b(U,) tels que, quels que soient { et j, les restrictions de 5 et 55 soient
égales; comme U;n U; n’est jamais vide, cela signifie que "élément s5; de K
est indépendant de ¢, d’olt un élément

s&&(U) =[] #(U
[13¢
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et un seul qui « induit » 5; dans chaque U, ce qui prouve bien que les Jo{U)
forment sur X un faisceau d’anneaux.

On peut encore réaliser le faisceau précédent comme faisceau de germes de
fonctions sur X. Soit un élément f de K; nous dirons que f est défini en un
point p de X si f < Ay; il estimmédiat de vérifier que I'ensemable D( f) des points
ol f est défini est ouvert dans X (considérer dans A 'idéal des ¢ tels que gfe A);
si f est défini en p, appelons saleur de f en p 'imnage de f dans le corps

K(p) = As/p.Ayp,

qui n'est autre que le corps des fractions de P'anneau d’intégrité Afp; on
associe ainsi 4 chaque fe K une fonction définie sur 'ouvert D(f) et A valeurs
dans les corps variables K(p); cela dit il est clair que Mb(U) n’est autre que
Panneau des fe K qui sont définis en tout point de U.

On notera que les fe K qui sont partout définis sur X ne sont autres que les
éléments de A lui-méme, autrement dit que A est 'intersection des anneaux
locaux Ap (on peut méme se borner aux idéaux p maximans) comme on le voit
immédiatement; comme de plus intersection de tous les idéaux premiers
de A est nuile on voit que la correspondance entre un feK et la fonction
p —f{p) sur X est biunivoque.

Notons enfin qu’on peut déterminer facilement les anneaux ponctuels &{p};
pour cela il faut calculer la limite inductive des &{U) lorsque U décrit
Pensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de p : évidemment, on
trouve le sous-anneau-de K réunion des divers o{U) pour Usyp; cette réunion
n’est autre que Fanneau local Ay; tout d’abord elle est évidemment contenue
dans Ay; reste & voir que tout fe Ay appartient 4 un &{U) au moins — ce
gui est évident si 'on prend U = D(f). Pour cette raison, on appelle b le
Jaisceau des anneaux locaux de X.

Exemple 2.1.4 (Variétés algébriques). — Les considérations qui précédent,
légérement modifiées, conduisent 4 définir un faisceau d’anneaux locaux
sur toute zariété algébriqus, Rappelons d’abord, suivant Chevalley (1), comme
on peut définir celles-ci.

Nous aurons besoin des notions suivantes. Un anneau commutatif avec unité A
est un anrean local si A posséde un seul idéal maximal, noté r(A). Etant donnés
des anneaux locaux A et Bo A, on dit que B domine Asilonar(A) = Anr(B).
Enfin, étant donnés des anneaux locaux A et B contenus dans un corps K,
on dit qu'ils sont apparentés s'il existe dans K un anneau local qui domine A
et B; cela signifie que, dans le sous-anneau C de K engendré par A et B,
'idéal engendré par r{A) et r(B) est distinct de C.

(*) C. CHEVALLEY, Sur la notion de variété algébrique (Nagoya Math, J., 6 (1955), p» 1);
H. Cartan — C. CHEVALLEY, Séminaire E.N.S 1955-1956.
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Considérons alors un corps £ que, pour simplifier, nous supposerons algébri-
quement clos, et une extension K de type finide £; donc K = k{x,, . . ., #a).
Un sous-anneau A de K contenant £ sera appelé une algébre gffine °il existe
S .-, heA tels que A soit le sous-anneau engendré par £ et les y, et si de
plus X est le corps des fractions de A. On appellera localitd de 1'extension
K/k tout anneau local de la forme Am, ot A est une algtbre affine et o m
est un idéal maximal de A; rappelons (Nullstellensatz) que m est nécessaire-
ment le noyau d’un homomorphisme de A sur .

Cela dit, une varidté algébrique sur K, ayant K pour corps de fonctions, est un
ensemble X muni de la structure définie par la donnée, pour chaque reX,
d'une localité O(x) de K, et ceci de telle sorte que les axiomes suivants soient
vérifides :

VA 1} : les localitds O(x) et O(y) ne sont apparentées que si x = y;

(VA 2) : il exisie dans K un nombre fini &’algébre affines A, telles que Pensemble des
localités O(x), xa X, soit identique & Pensemble des localités de K définies par les idéaux
maximaux des A,

Etant donné un x € X, on notera m(x) I'unique idéal maximal de O(x), de sorte
que 'on peut identifier canoniquement 4 £ le corps O(x)/m(x). On dira gu'un
JeK est difini en x si fe O(x); il existe alors un f(x) £ tel que

J=f(x) mod.m(x);

on dit que c’est la zaleur de f en x; enfin on note D(f) I"ensemble des xe X od f
est défini, de sorte que chagque feK définit une application D(f}—k qui,
on le voit facilement, dépend biunivoquement de f; plus précisément, étant
donnés f, geK, la relation

JS(*) = g(x) pour tout x&D{ ) nD{g)
implique J = 2. Les fonctions ainsi définies sur certaines parties de X sont les
Jonctions rationnelles sur X,
On pew alors munir X d’une fopologiz en convenant qu'une partie de X est
ouverte si et seulement si ¢’est une réunion d’ensembles de la forme

D(A)n...nD{f).
On vérifie immédiatement que loute suite décroissante de fermés est stationnaire,
et de plus que deux ouverls non vides sz rencontrent loujours.

On peut alors définir sur X un faisceau 4’ anneaux O comme suit ; pour un ouvert
U de X, &(U) sera Pensemble des feK tels que D(f)=>2U — ie

O(U) = n O(x),

®EV
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et pour UsV, Phomomorphisme de restriction &(U) — Q(V) sera simple-
ment 'injection de O(U) dans (V) 5 (U). Il est trivial de vérifier les axiomes
des faisceaux, et aussi de vérifier que les anneaux ponctuels du faisceau O
nc sont autres que les anneaux locaux O(x).

On vérifie sans peine gue si un fe K défini sur un ouvert U prend en chaque
point de U la valeur 0, alors f == 0. Il s’ensuit quon peut encore identifier
O(U) & I'ensemble des applications U — £ induites par les fonctions rationnelles
de X définies dans U aumoins. On peutdonc regarder O comme un sous-faisceau
du faisceau des germes d’applications de X dans £.

2. 2. — Modules sur un faisceau d’anneaux

Soit & un faisceau d’anneaux sur un espace topologique X. Nous appellerons
K-Module & gauche tout faisceau d’ensembles £ de base X muni de la structure
suivante ; pour tout ouvert U, on se donne sur Pensemble £{U)} une structure
de module 4 gauche sur "annean &(U}, et ce de telle sorte que pour V <« U
I'application de restriction (1) — 2(V) soit un homomorphisine de modules
compatible avec I’homomorphisme d’anneaux &(U) = &(V).

Si I’on considére sur X les faisceaux produits € X € et b X £ (n® r.ro) il
revient évidemment au méme de se donner des homomorphismes £ X £ - ¢
et b X £ = ¢ de faisceaux d’ensembies tels que, pour chaque xe X, les appli-
cations £(x) X $(x) - £(x) et Mz} X £(x) = €(x} qui en résultent défi-
nissent sur £(x) une structure de module A gauche sur ’anncau &(x).

Lorsque b est le faisceaun simple de base X ayant pour fibre un anneau donné A,
il est clair que les o-Modules 4 gauche ne sont autres que les faisceaux de hase
X A valeurs dans la catégorie des A-modules 2 gauche,

Soient £ et b deux A-Modules & gauche; un homomorphisme f: € — Jb sera
un homomorphisme de fajsceaux d’enscmbles tel que, pour tout ouvert U,
'application f{U} : (U) — 4b(U) soit un homomorphisme de &(U)-modules
4 gauche. Il reviendrait du reste au méme d’exiger que, pour tout point
xeX, lapplication f{x) : $(x) — Mb(x) soit un homomorphisme de M{x)-
modules & gauche, 1l est clair qu’en définissant de fagon évidente la sormme
de deux homomorphismes de € dans Ab, on obticnt une structure de groupe
abélien sur "ensemble

Hom g, (£, M)

des homomorphismes de £ dans db, ce qui permet de considérer la collection
de tous les &b-Modules 4 gauche comme une catégorie additive. Nous verrons
qu'en fait c’est méme une catégorie abélienne,
On peut d’autre part, étant donnés deux .b-Modules 2 gauche € et Jb, définir
le faiscean

How p, (4, Ab)
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des germes d’homomorphismes de ¥ dans M, en considérant (cf. n° 1.7)
Papplication
- U — Homy (2| U, MjU).

On obtient ainsi un faisceau de groupes abéliens, dont les sections au-dessus
de X sont précisément les homomorphismes de € dans M. Si lefaisceaun
d’anncaux b est commuiatif, lo faisccau Xemg(¥, M) est canoniquement
un A-Module lui-m&me comme on le voit aussitdt; il en est de méme plus
généralement si € et M sont des b-Modules & gauche et si € est muni en outre
d*une structure de A-Module & droite « commutant » avec sa structure de
A-Module 4 gauche,

Par exemple, pour tout &-Module & gauche € on a, si b est un faisceau

d’anneanx avec éldment unité, un isomorphisme canonique de A-Moduies
4 gauche :
Kompld, &) = 4;

pour cela on observe que les homomorphismes &|U —¢|U correspondent
biunivoquement aux éléments de $(U} — il suffit d’associer 4 un tel homo-
morphisine fla section de ¥, image par f'de la section unité de b an-dessus de U.

Exemple 2.2.1, — Soient X unc variété différentiable et E une variété fibrée
de base X, dont la fibre-type est un espace vectoriel réel de dimengion finie.
On peut alors regarder le faisceau des germes de sections différentiables de E
comme un Module sur le faisceau des germes de fonctions différentiables
sur X.

2, 3. — Sous-Modules et Modules-quotients

Soient & un faisceau d’anneaux de base X et € un A-Module 4 gauche;
on appelle sous-Module de % tout sous-faisceau £ de £ tel que, pour tout %,
Pensemble &'(x) c (%) soit un sous-M(x)-module de €(¥). Il est clair gu'alors,
pour tout ouvert U, €'(U) est un sous-b{U)-module de €(U), ce qui permet
de munir canoniquement ¥ d’une structure de A-Module & gauche, qui est
du reste caractérisée par le fait que I'homomorphisme canonigue ¢ — %
est compatible avec les structures algébriques de £ et &',

Définissons maintenant le Module-quotient $* = /€', Pour cela introduisons,
pour tout ouvert U de X, une relation d’équivalence R{U) dans $(U) en écri-
vant que
s==¢ mod. R(U) équivaut 4 s = ¢ mod. £'(U);
II est clair que la condition du n° 1.9 est satisfaite, et qu'on peut par consé-
quent définir le faisceau d’ensembles 2/R; celui-ci est par définition engendré
par le préfaiscean
U > LU)/R(U) = £(U)/&'(U);
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comme une limite inductive de suites exactes est exacte, on a évidemment
des isomorphismes canoniques
£'(x) = 4(x)[2"(x),

d’olt une structure de b(x)-module & gauche sur €°(x) pour tout x; ceci permet
évidemment de considérer €' commme un A-Module A gauche, et on obtient
de cette fagon le A-Module cherché £/€'. On voit que la structure de A-Module
de ¢ s'obtient en imposant 4 I’homomorphisme canonique de faisceaux
d’ensembles € —» ¢ d’6tre un homomorphisme de Jf-Modules.

Lorsque € = & muni de sa structure canonique de Jo-Module 4 gauche, on
dit que les sous-A-Modules de £ sont dﬁ Sfaisceaus d’idéaux & gauche sur X.

Exemple 2.3.1, — Soient X un espace, A un annecau, et & le faiscean simple
de base X et de fibre A; soit € un faiscean d’idéaux dans &, Comme M(x)
sidentifie canoniquement a A, les idéaux €{x) peuvent éire regardés comme
des idéaux de "anneau A, et puisque les sections de & (done de &) s'identifient
aux fonctions localement constantes & valeurs dans A, on voit que la famille
d’idéaux £(x) de A posséde la propriété suivante : pour tout ae A Pensemble
des x tels que a & E(x) est ouvert dans X. Cette propriété caractérise les faisceaux
d’idéaux.
Lorsque A est noethérien 2 gauche, la propriété précédente conduit évidemment
aun résultat suivant : pour tout idéal A gauche o de A, les x tels que lon ait
ae$(x) forment un ouvert de X; on peut encore I'exprimer comme suit :
pour tout x, on a

£(x) =£()

dés que y est suffisamment voisin de #,

Plus particuli¢rement encore prenons pour A 'anncau Z des entiers rationnels;
les idéaux de Z correspondent biunivoquement aux cntiers positifs; donc,
dans ce cas, les faisceaux d'idéaux correspondent aux fonctions x — n(x),
& valeurs eatitres > 0, et vérifiant la condition que voici : pour fout 3 suffi-
samment voisin de x, Pentier n(x) est un multiple de n( y). Pour tout entier » 3> 0,
les x tels que #(x) divise # forment donc un ouvert; il s’ensuit que si X est quasi-
compact (i.e. vérifie I'axiome de Borel-Lebesgue), la fonction n(x) ne prend
qu'un nombre fini de valeurs distinctes.

Exemple 2.3.2. — Soient X une variété algébrique sur un corps algébrique-
ment clos &, K le corps des fonctions rationnelles sur X, et & le faisceau des
anneaux locaux de X (cf. Exemple 2.1.4); nous allons déterminer tous les fais-
ceaux d'idéaux de 9. Soit J un faisceau d’idéaux de 9; pour chaque xe X, 3(x)
est un idéal de 9(#), et tout revient & déterminer les conditions sous lesquelles
la donnée, pour chaque x, d’un idéal 3(x) de I'anneau local O(x) définit un
faiscean d'idéaux dans X. Or, le probléme étant évidemment local, on peut
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supposer que la variété X est gffine, i.e. qu'il existe dans K une algébre affine
A =0 (X) telle que les O(x) soient les anneaux locaux Am oh m décrit
Pensemble des idéaux maximaux de A; nous noterons m(x) I'idéal associé
au point x (c’est I'ensemble des fonctions rationnelles partout définies sur
X et nulles au point x). Un idéal J(x) de O(x) est alors engendré par un
idéal de A, A savoir a(x) = AnJ{x) en vertu des propriétés élémentaires des
‘anneaux de fractions. Or, 'anneau A est noethérien puisqu’il est 4 engendre-
ment fini sur k; considérons alors un xeX et des fonctions fi(r < i< n)
qui engendrent I'idéal a(x); considérant les f; comme des sections de 9
au-dessus de X, on voit que les germes de sections qu’elles définissent en x
appartiennent 4 J(x); done, pour » assez voisin de x, les germes de sections
de O définies par les f; au point y doivent aussi appartenir 4 3(y ), ce qui évi-
demment signifie que Pon a ;e a ¥ ) pour y voisin de x, autrement dit que Pon
ao(x)ca(y) pour y assez voisin de x,

Exemple 2.3.3. (Diviscurs d’une variété analytique complexe). Soit Xune
variété analytique complexe, et O le faisceau des germes de fonctions holo-
morphes dans X. Pour tout xeX, Panneau O(x) est sans diviseur de zéro;
on peut donc former le corps des fractions M(x) de O(x). Sur Pensemble .l\;
somme des ensembles (%), on obtient une structure de faisceau de base X
en imposant la condition suivante : étant données des sections fet g de O
au-dessuz d’un ouvert UJ de X, avec g{x) 75 0 pour tout xeU, alors ’applica-
tion x — f{x)/g(x) est une section de .M au-dessus de U. (Bien entendu g()
désigne le germe de fonction défini par g en x, et non pas la valesr en x de 1a fonc-
tion holomorphe 2). On dit que Mo est le fatscean des germes de fonctions méromorphes
dans X : une section de S au-dessus d'un ouvert U est, par définition, une
fonction méromorphe dans U.

M est évidemment un faiscean d’anneaux commutatifs, et & un sous-faisceau
de M. Pour tout ouvert U, désignons par M*(U) (resp. ¢*(U)) le groupe
multiplicatif des élments inversibles de l'annean M(U) (resp. O(U)); les

applicat U—>&*U), U-o%U)

constituent des faisceaux de groupes abéliens (multiplicatis) sur X, et 0*
est un sous-faiscean de groupes abéliens de M*. Le faisceaun-quotient

D = Mt [O*

est par définition le faiscean des germes de divisenrs de X et ses sections au-dessus
de X sont par définition les diviseurs de la variété X. Un diviseur de X s’obtient
donc (d’une infinité de maniéres) de la fagon suivante : on prend un recouvre-
ment ouvert (U;) de X, dans chaque U, une fonction méromorphe inversible £,
et Pon suppose que dans U;n Uj; le rapport fiff; est une fonction holomorphe
inzersible, i.e. ne s’annulant en aucun point de U;n U,
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Il est clair en particulier que toute fonction méromorphe dans X définit un
diviseur de X; les diviseurs ainsi obtenus sont les divisars principaux de X.
En général, il existe sur X des diviseurs non principaux (si X est compacte
et de dimension complexe i, le quotient du groupe des diviseuss de X par le
sous-groupe des divisewrs principaux de X est, en vertu du théortme classique
d’Abel, isomorphe au produit direct du groupe additif des entiers par un
tore complexe de dimension g, ol g est le genre de la cowrbe X)),

EBxemple 2.3.4. {Diviseurs d’une variété algébrique). — Soient X une variété
algébrique sur un corps algébriquement clos k, et & le faisceau des anneaux
locaux de X, En procfdant exactement comme dans I'Exemple ci-dessus on
définit des faisccaux Mo, Mo*, 0% ct D, les sections de 9 au-dessus d’un ouvert U
étant Jes diviseurs de U par définition.

La situation est ici plus simple que dans le cas analytique complexe. En effet,
il est clair que si K est le corps des fonctions rationnelles de X, le faisceau #
n’est autre que le faiscean simple de base X et de fibre K attendu que le corps
des fractions de &(x) est, pour tout », canoniquement isomorphe 3 K, ainsi
que le corps des fractions de O{U) pour tout cuvert assez petit U de X (on suppose
bien entendu X érrdductible) . Pour tout ouvert U on a donc Mb* (U) = K*, groupe
multiplicatif des éléments non nuls de K, et 0*(U) est le sous-groupe de K*
formé des fonctions rationnelles qui sont partout définies et partout 7 0
dans U.

2. 4. — Décomposition canonique d’un homomorphisme

Nous allons démontrer dans ce n® que la catégorie additive des Modules
4 gauche sur un faisceau d’anneaux & de base X vérifie I'axiome (KA 2)
des catégorie abéliennes.
Considérons pouar cela un homomorphisme f: £ — M de &-Modules 4 gauche,
Nous allons construire un noyau, un conoyau, une image et une coimage de f,
et ceci de fagon canonique.’
a) Noyau de f. — Pour tout xe X, désignons par ¥'(x) le noyau de I'appli-
cation $(x) — Mo(x) définiec par f; il est immédiat de vérifier que la réunion £’
des divers ensembles €'(x) est un sous-A-Module de £; soit { I'homomorphisme
canonique de €' dans 2; alors le couple (2, €) est un noyan de f. En effet consi-
dérons un homomorphisme g : £ = tel que f o g = 0; cela signifie que pour
tout %, g applique £(x) dans £'(x); donc g se factorise d’une fagon et d'une
seule en un homomorphisme £ — €' suivi de ’homomorphisme i, ce qui
prouve notre assertion,
5) Image de f. — Soit M’ le sous-faisceau d’ensembles de M, image de ¢
par f (n° 1.8); il est évident que c’est un sous-b-Module de db, et que fse
factorise en un homomorphisme canonigque p : £ — M suivi de Phomomor-
CODEMENT 10
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phisme canonique j : M — &b, Le couple (p, W) est une tmage de f; en effet,

corme On a
M (x) = f(x)(%(x))
il est clair que, moyennant p, ' g'identifie au Module quotient £/¥', ce
qui montre, comme on le voit aussitt, que pour qu'un homomerphisme
g: £—»® vérifie go i =0 (i étant homomorphisme cancnique & — ) il
faut et il suffit que g puisse se factoriser en un homomorphisme M’ — £
précédé de homomorphisme canonique p. '
¢} Conoyau de f. — Considérons le Module quotient ' = Mo/#’ et I'homo~
morphisme canonique g : Mo — M°. Pour qu’un homomorphisme 4 : #b —» £
vérifie ko f=0 il faut etil suffit qu'il annule tous les modules M'(x), i.e. gue
Pon ait g ¢ j =0, ob f est Phomomorphisme canonique M’ — M; d’oly, comme
plus haut, le résultat annoncé : (g, ") est un conoyau de f.
d} Coimage ds f. — Clest le couple (W, §) comme on le voit aussitot,
Nous voyons donc que tout homomorphisme admet un noyau et un conoyan,
et de plus que I'image et la coimage d’un homomorphisme sont canonique-
ment isomorphes : 'axiome (KA 2) est donc vérific,
Par la sunite, étant donné un homomorphisme f: € — b, nous identifierons
toujours le noyan de f au sous-Module £’ de 4, et I'image et la coimage de f
au sous-Module M’ de Mo; le conoyau de f s'identifiera alors an Module
quotient MojW’. On a donc pour tout point » e X des isomorphismes canoniques
Ker(f)(x) = Ker(f(%);
Im(f)(%) = Im(f(x));
Coker(f)(x) = Coker(f(%));
Coim(f)(x) = Coim(f()).

2, 5. — Suites exactes de A-Modules

Les considérations du n® précédent permetient de définir la notion de suife
exacts dans la catégorie des A-Modules 4 gauche @ une suite

PR

est dite exacte si g o f = 0 etsi Phomomorphisme Im(f)} — Ker(g) qui résulte
de cette hypothése est un isomorphisme; comme nous avons convenn d’iden-
tifier Im{f) et Ker(g) 4 des sous-AModules de b, exactitude de la suite
considérée signifie évidemment que ces sous-b-Modules sont identiques,
autrement dit que, pour chaque point ¥« X, la suite correspondante de J{x)-
modules '
2(x) L2 () £2 1z
est exacte, ceci parce que le faiscean Im(f) est réumion des modules
Tm(2(x) — Mo(x)) .
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et le sous-faiscean Ker(g) réunion des modules Ker(Wo(x) — %o(x)). Bien
entendu on définirait A partir de 13 les suites exactes 3 un nombre quel-
conque de termes, et les considérations précédentes nous permettent d’énoncer
le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1. — Pour qu'une suite de Jo-Modules & gauche et d’homomorphismes
soit exacte, il faut et il suffit que, pour tout xeX, le foncteur £ — £(x) la trangforme
en une suile exacls de Jo(x)-modules & gauche.

Par conséquent, £ — £{x) est un foncteur exact sur la catégorie des .b-Modulcs,
a valeurs dans la catégorie des Sb(x)-modules.

Par contre, si M est une partie quelconque de X, le foncteur £ — $(M) est
seulement exact & gauche, 4 cause du fait que si 'on a un faiscean quotient 4/R,
les sections de celui¢i ne peuvent généralement pas se « relever » globale-
ment en sections de €, comme on 'a déja vu au n® 9. .

Un autre exemple, particulidrement important, de foncteur exact 3 gauche,
s’obtient comme suit. Tout d’abord, étant donné un faiscean F de groupes
abéliens sur un espace X, nous poserons

I'(%) = ¥(X):
I'(%) est donc le groupe abélien des sections de F au-dessus de ’espace X tout
entier, Etant donnée une telle section s, on appelle support de s Pensemble
Is] des x& X tels que s(x) = 0; comme le complémentaire de |s] est I’ensemble
des points o les sections s et 0 sont égales, il est clair que |+ est fermé dans X.
Cela dit, donnons-nous dans X un ensemble & de partics ferméss vérifiant
fes deux comditions suivantes :

a) la réunion de deux ensembles de ® est dans ®;
b) tout fermé contenu dans un ensemble de ® est dans .

Nous dirons que & est une famille de supports dans X. Pour tout faisceau F de
groupes abéliens de base X, Pensemble I'o(%) des sa I'(F) telles que |s|e d est
alers un sous-groupe de I'(); I'application

9 —= I‘Q\g)

est évidemment un foncteur exact & gauche sur la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens de base X,

Exemple 2.5.1. — Soit X une variété différentiable de dimension n. Pour
tout entier § > 0 considérons le faisceau 0P des germes de formes différentielles
de degré p sur X, défini en attachant A tout ouvert U Pensemble des formes
différentielles de degré p de U. Les opérateurs de dérivalion extériawe
0r(U) —Q#+1(U) définissent évidemment des homomorphismes d: Q7 -» Q#+*
de faisceaux d’espaces vectoriels réels. D’autre part, on a une injection

j:R - Q0
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du faisceau simple de fibre R dans Q9°, obtenue en observant que parmi
les formes différentielles de degré 0 dans U (ie. les fonctions différentiables
dans U) figurent les fonctions localement constantes. Ceei dit, la suite

Oﬂ_).R-:LQo—‘:i-Ql_y-..ig"_‘po

est exacte. La question étant purement locale, on peut supposer que X est
Pespace R* — mais alors il résulte d’un théoréme classique di A Poincaré
qu’une forme différentielle o sur R", vérifiant dw == 0, est de la forme dw si
son degré est > I, et est constante si son degré est 0, d’oli évidemment le
résultat annonceé,

Bien entendu, sur une variété X quelcongue, on n’a pas de résultat analogue
en général — autrement dit la suvitc de groupes abéliens

0 >R > 0X) > >(X) =0

n’est pas exacte en général; voir au n® 4.7 une réponse 4 cette question,

Exemple 2.5.2. — Soient X un espace topologique et A un groupe abélien
quelconque. Etant donné un entier # 3> 0, attachons 4 tout ouvert U de X
le groupe abélien des applications Ur+! — A et pour UsV définissons de
fagon évidente les opérations de restriction; on obtient ainsi un préfaiscean
sur X (il est facile de vérifier Paxiome (F 2}, mais (F 1) est généralement
en défaut); le fafsceau de groupes abéliens qu’il engendre est le faisceau dos
germes de cochaines d Alexander-Spanier de degré n de X & valenrs dans A; notons-le

F(X; A). ,
Si A toute application f: U**1 — A on associe 'application 4f: Us+2 = A
définie par i

=n41

oo tnas) = X (1) Sl sy erFat)s

i=g
on définit évidemment un homomorphisme de faisceaux
d: 7(X; A) - FUYX; A)
D’autre part, identifiant A au faisceau simple de base X et de fibre A, on a
une injection .
Jt A - F(X; A);

cela dit, la suste de faisceaux de groupes abéliens

0 AL A Fax; AL

est exacte, Soit en effet un germe de cochaine de degré # en un point », annulé
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par d; dans un voisinage U de x on peut le représenter par une application
Ff: Urvi s A annulée par d; si n=0 ccla signific évidemment que f est
constante; si # 3> 1, définissons g : U — A par

g(xo, T xn—i) =.f(x’ Xpy -0y xl—i);
on vérifie aussitdt que f= dg, d’ol1 le résultat

On notera que dans ces exemples on a fa.lt usage du principe suivant pour
établir I'exactitude d’une suite

P A e

on vérifie d’abord queg o f = 0, puis que, étant donnée une section s & M(U)
annulée par g, il existe dans tout ouvert VU suffisamment pett une section
tag(V) telle que la restriction de s & V soit 'image de ¢ par f. Cela signifie
en effet que le faisceau Ker(g), donné par '

U - Ker(#(U) > %(U)),
est engendré par le préfaiscean .
U - Im(@U) — M(U)).

2, 6. — Produits directs de A-Modules
Soit (Q,);e; une famille quelconque de h-Modules 3 gauche; alors le faisceau

¢ = Hsc.

défini au n? 1.10 est canoniquernent un o-Module 4 gauche, et les homomeor-
phismes }
pf T+ g — g‘

sont des homomorphismes de A-Modules & gauche, qui sont d’ailleurs surjec-
tifs. La propriété universclle énoncée au n® I.10 se transcrit ici comme suit :
étant donnés des homomorphismes de J-Modules

foido — %
il existe un homomorphisme et un seul

fm > Ile

i€l
tel que Pon ait fi = pr; o f pour tout i. Autrement dit, on a la formule

Homy, (M, [] 2) = HHom.,s,(.w, ) |-

lEI
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11 résulte évidemment de 12 que la catégorie des h-Modules & gauche vérifie
Paxjome (KA 3) des catégorics abéliennes (et méme un axiome beaucoup
plus fort!). C’est donc, comme on P’avait annoncé, une catégorie abélienne.

2, 7. — Sommes directes de &-Modules
Dans les mémes conditions qu’au n® précédent, on définit un faisceau

=049
€x

comme étant le faisceau engendré par le préfaisceau
U - & %(U);
iel

c'est évidemment un sous-A-Module & gauche du produit direct des &,
Pour quune section (s) du produst direct, définie dans un ouvert U, soit
une section de la somme directs, il faut et il suffit que, dans tout cuvert VeU
assez petit, les 5; non nulles soient en nombre fini, I1 résulte de 14 que les notions
de produit direct et de somme directe coincident toutes les fois que la famille
(%)1ex est localement finie, i.e. lorsque, pour tout ouvert U suffisamment petit,
les faisceaux induits %|U non nuls sont en nombre fini.

Au peoint de vue des espaces étalés, on a
() = @ %),

et la topologic de 4' est telle que les injections évidentes ; — %’ soient des
homomorphismes de faisceaux.

On a pour la notion de somme directe une propriété « universelle » analogue
4 celle du n® précédent; on peut Pexprimer par la relation

Homyg,{ @ €, b} = II Homg (4, Ab) |.
€1 133

Soient £ un A-Module & gauche et € un sous-A-Module & gauche; posons
£ = 2[4, On dit que €' est facteur direct de € ¢'il existe un isomorphisme
de & @ 2" sur € qui induise 'identité sur &'; il revient au méme de dire que
I'injection £ — ¢’ se prolonge en un homomorphisme £ — ¢, on encorc
qu'il existe un homomorphisme £" — £ qui, composé avec £ — %7, donne
Pidentité,

Soit une suite exacte

0% %> 9 =0

et considérons un foncteur T covariant, exact A gauche, 3 valeurs par exemple
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dans la catégorie des groupes abéliens; alors, pour que la suite
0 ->TE) - TE - TE) >0
soit exacte il suffit que ¥’ soit facteur direct dans € (2).

2. 8, Produits tensoriels

Soient A un faisceau d’anneaux sur X, £ un A-Module 4 droite et & un
d~Module .4 gauche; on désigne alors par la notation

L0M

&
le faiscean de groupes abéliens engendré par le préfaiscean

U > U) & D),

les opérations de restriction se définissant a partir de celles de &, £ et Mo
de fagon évidente. On notera que si & est un faiscean d’anneaux commutatifs,
le produit tensoriel est encore un &-Module.

En vertu des résultats du Chapitre 1, n® 1.6, sur les limites inductives de pro-
duits tensoriels, on peut encore définir comme suit le produit tensoriel : le
groupe ponctuel au point x est

28 Mo(s) = 4(%) A Mo(x),

et la topologie d’espace étalé de ¥ f Mo est telle que si s et ¢ sont des sections
de £ et M an-dessus d’un ouvert U, alors la formule
x — s(x) ®t(x)

définit une section du produit tensoriel an-dessus de U.

On peut caractériser les produits tensoriels de A-Modules 4 I’'aide d’une pro-
priété universelle analogue & celle qu’on utilise en Algébre; on laisse au lecteur
le soin de le faire. La plupart des propriétés algébriques des produits tensoriels
g’étendent d'ailleurs, en général trivialement, au cas des faisceaux; par exemple
on a pour tout -Module A gauche un isomorphisme canonique

Jo @ Mo = b
»
(& condition bien entendu que & soit un faisceau d’anneaux avec élément

(%) Ce résultat appartient évidemment 3 1a théorie des catégories abéliennes.
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unité}, D*autre part, { foncleur B — £ 18;' Mo o5t exact & droite, comme on le voit
en considérant les modules ponctuels.

Exemple 2.8.1. — Solent X une variété différentiable et E une variété
fibrée, & fibre vectorielle, de base X. Notons Q° le faisceaun des germes de
fonctions différentiables sur X, et 0§ le faisceau des germes de sections différen-
tiables de E, qui est un 0%Module, Alors les sections du faiscean

Qf=0® Or
e

sont les formes différenticlles de degré p de X & valeurs dans E.

De méme, si P'on note @7 le faiscean des germes de courants de degré p de X
(cf. le livre de G. de Rham sur la théorie des variétés différentiables), les
courants de degré p A valeurs dans E sont les sections du faisceau a;gm’r.

Pour p = 0, on trouve les sections-distributions de la variété fibrée E. On défi-
nirait de méme plus particuli¢rement les sections-mesures de E, etc...

2. 9. — Suite exacte associée A un song-espace localement fermé

On dit qu'un sous-cspace Y de X est loalement fermé si tout point ae¥Y
posséde dans X un voisinage ouvert Ufs) tel que YnU(a) soit fermé rela-
tivement au sous-cspace U(g). Il revient au méme de dire que Y est un
sous-espace ouvert de Y, ou encore que

Y=UnF

avec U ouvert et F fermé dans X,

Théoréme 2.9.1. — Soit A un sous-espace de X. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(LF 1) : A est localement fermé dans X;

(LY 2) : pour tout faisceau £ de groupes abéliens sur X, il existe un faisceau £, sur
X qui induit sur A un faisconu isomorphe & L\A ot qui induit sur X-A le faisceau nul.
Montrons d’abord que (LF 2) implique (LF 1). Supposons en effet qu’il
existe sur X un faisceau € qui induit 0 dans X-A et Z sur A. Pour tout ae A
il existe alors, dans un voisinage ouvert U(a) de g dans X, une section s de
£ telle que s(a) = 1; si U(a) est assez petit on aura du reste s(x) = 1 pour
tout xe A nU(a), et bien entendu s(x) = 0 dans U(g) —AnU(a); comme
les points de U(a) ot s est aulle forment un ouvert, on voit bien que A
est localement fermé.

Pour démontrer la réciproque, il suffit d’établir le résultat suivant :
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Théoréme 2.9.2. — Soit A un sous-espace localement fermé de X, Pour tout faisceau
X de groupes abéliens sur A, :Iaxuﬁmfmmmﬁ‘degrwpﬁabéhmmx et un
seul, qui induit € sur A et 0 dans X-AL

Supposons trouvé un faisccau répondant A la question, Puisque $%(x) = 0
pour x e X-A, il est clair que pour tout ouvert U on a une inclusion

X(U)c2(UnA),

obtenue en identifiant une section s au-dessus de U 3 sa restriction 4 Un A,
Les sections se $(U n A) ainsi obtenues sont évidemment celles qui, prolongées
par 0 dans U — U n A, restent comdinues, autrement dit celles dont le support (1)
est fermé dans U (et pas seulement dans U n A). Ceci prouve I'unicité du fais-
ccau 4%,

Pour établir son existence désignons par $X(U) le sous-groupe de €(Un A)
Jormé des sections dont le support est fermé relativement & U. Pour UV, Popération
de restriction £(U n A) - 2(V n A) applique évidemment €*(U) dans $*(V),
d’oll un préfaiscean U — €X(U); cest en fait un fuiscean de groupes abéliens,
comme on le voit aussitébt. Reste & prouver qu’il induit ¢ dans X-A et
sur A,

11 est évident que 4* induit 0 dans X-A. Soit maintenant x& A-A ct prenons
une section se$*(U), U étant un voisinage ouvert de x dans X. Comme s,
en tant que section de £ au-dessus de U n A, a pour support 8 un sous-cnsemble
fermé de I’espace U, et comme S ne contient pas #, il y a un voisinage ouvert V
de x dans U, ie. dans X, qui ne rencontre pas S; donc s induit 0 dans V,
ce qui prouve a la limite que £%(x) = 0.

Prenons maintenant un x€ A. Il y a un voisinage U de x tel que AnU soit
ferm¢ dans U; donc pour tout voisinage ouvert V< U contenu dans U on
aura $5(V) = Sf(VnA) d’otr 4 la limite £*(x) = £(x) pour tout xe A; reste
3 montrer que cette identification de ¥*|A et £ respecte les topologies de
ces deux faisccaux; ou encore que les sections au-dessus de U n A du faiscean
induit par €* sont bien celles de £; mais si 'on désigne provisoirement par M
le faiscean induit par ¥, et si 'on observe que A n U est fermé dans U on voit,
cn tenant compte de ce que €% induit 0 dans U-Un A, que les sections de Mo
au-dessus de U n A, prolongées par 0 dans U-U n A, sont continues — autre-
ment dit que (U n A) = ¢5(U) = (U n A), d’oli le résuitat. Les Théordmes
2.9.1 et 2.9.2 sont donc entitrement démontrés.

(1) Soit € un faiscean de groupes abéliens sur X et s une section de € au-dessus d’une
partic M de X, On appelle support de s Pensemble des points x € M tels que s(x) + 0,
Comme toute section nulle en un point est nulle au voisinage (et ce parce que I'appli-
cation x — 0 est une section de %), on voit que le support de s est une partie relative-
ment fermée de M.,
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Au point de vue des espaces étalés, on pent plonger I'ensemble £, dans
I'ensemble € (on reprend les notations du Théoréme 2.9.1); mais ce plonge-
ment n’est compatible avec les topologies que si A est ouvert dans X, I1 est
du reste évident dircctement dans ce cas que si 'on note €, I'ensemble des
points de £ qui sont nuls ou bicn se projettent dans A, on obticnt un sous-
Juisteaw de € qui induit £|A dans A, et 0 dans X-A,

Par contre, si A est formé dans X, la relation

4.(U) =4(anT)

montre qu’on a un homomorphisme canonique € — 4,, évidemument sarjecif,
en associant A toute section au-dessus de U sa restriction 4 U n A. On notera
d’aillerirs que cet homomorphisine annule une section s aw-dessus de U s
et seulement si s est nulle sur U n A, autrement dit, si le support de s est contenu
dans U-UnA; par suite :

Théoréme 2.9.5. — Pour lout sous-espace fermé A de X et tout fotsceau & de
groupes abéliens sur X, la suile
0+>¢ _;>+2>2 —»0
est exacle,
On remarquera que si I'on a deux sous-cspaces localement fermés A et B, alors
on a un isomorphisme canonique
(%2)p = Gans

en vertu de la caractérisation du second membre. Si en particulier on &crit
A = UnF, avec U ouvert ct Ffermé dans-X, il vient £, = (£,)y = (%) cc
qui prouve que ¢, cst un quotient d’un sous-faisceau de £, et aussi un sous-
faiscean d’un quotient de 4.

Un raisonnement analogue prouverait qu’on a un isomorphisme canonique

g, =2, ©4

pour tout faiscean ¢ de groupes abéliens sur X. Comme Z, est un faiscean de
groupes abdliens dont les groupes ponctuels sont isomorphes 3 0 ou A Z, il
s’ensuit évidemment que Ie foncteur £ — €, est exact.

Lc théoréme 2.9.1. montre que tout faisceau sur un sous-espace localement
fermé de X est induit par un faisceau de base X; en fait :

Théordme 2.9.4. — Soit A un sous-espace d'un espace topologique X; tout fatscean
€ d’ensembles (vesp. de groupes abéliens) de base A est induit par un faisceau d’ensembles
(resp. de groupes abéliens) de base X.
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Considérons en effet sur X le faiscean

2: U - 4(An ),
avec les opérations de restriction évidentes; il est trivial de vérifier les
axiomes des faisceaux.
En un point ¢ de A, I'ensemble ponctucl *¢(a) est la limite inductive des
cnsembles £(A n U) lorsque U parcourt 'erdonné filtrant décroissant des voi-
ginages ouverts de 4 dans X; mais alors, AnTU parcourt Pordonné filirant
décroissant des voisinages ouverts de ¢ dans A; par conséquent on a un iso-
morphisme canonique '

*4(a) = 4(a)

pour iout ae A, Au point de vue des espaces étalés, on a donc une bijection de
Pespace étalé € sur ’espace étalé Z£[A, compatible avec les projections cano-
niques de ces deux espaces sur A. Il reste A faire voir que cette hijection est
bicentinie. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout cuvert U de X, les
scctions de X2 au-dessus de U n A s'identifient aux sections de ¥ au-dessus
de U n A; or soit sunesection de *¢ au-dessusde U n A; pour tout aeUn A, il
existe un voisinage ouvert V(a) de ¢ dans X et une section 5, de X¢ dans V (4)
qui induit ¢ sur V(a) n A; mais par construction de *4, s, s’identific 4 une sec~
tion de € au-dessus de V{a) n A; ceci prouve évidemment la continuité de s en
tant qu'application de AnU dans 'espace étalé €. Réciproquement, il est
clair par construction de £ que touic section de £ au-dessus de Un A définit
une section de X% au-dessus du méme ensemble, d’oir le Théordme,

Bicn entendu, le faisceau *% n’est généralement pas concentré sur le sous-
espace A de X.

Remarque 2.9.1. — Soient £ un faisceau de groupes abéliens de base X, et U
un ouvert de X; on a alors un isomorphisme canonique

Hom (2, €) = £(U).

En cffet considérons un homomorphisme f :Z; — %; il transforme la section
unjté de Z; au-dessus de U en wme section fe2(U) dont la connaissance
détermine entidrement f; réciproquement partons d'une section se£(U);
elle d&finit évidemment un homomorphisme du faisceau simple de fibre Z et
de base U dans le faisceau induit €} U, donc, en prenant les extensions cano-
niques de ces faisceaux 4 X, un homomorphisme de 2, dans £, i.e. dans £
puisque %y est un sous-faiscean de ¥; d’ou le résultat annoncé.

On déduit de 13 que Xon (2, £) n’est autre que le faiscean

V=%UnV)
avec les opérations de restriction évidentes; on ne confondra pas ce faiscean
avec %,
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Remarque 2.9.2. -— Larelation Hom (Z,, 4) = %(U) établie ci-dessus permet
de prouver que fout faiscean & de groupes abéliens sur X est un quotient d’une somme
directe de faisceaux de la forme Z;. Considérons en effet une famille (Uy, sp)iex ou
les U, sont des ouverts de X et les 5; des sections de € au-dessus des Uy; chaque s
détermine un homomorphisme 2, -> ¢, d’ou {n® 2.7) un homomorphisme
(2] ZU — Q;

x|

pour que cet homomorphisme soit surjectif il faut et il suffit que, pour tout x, le
groupe abélien £(x) soit engendré par les s{x) correspondant aux indices {
tels que x € U,; d’ot évidemment notre assertion. )

Remarque 2.9.3. — Soient X un espace topologique, Z le faisceaun simple de
base X ayant pour fibre 'anneau des entiers rationnels, et € un sous-faisceau
de groupes abéliens de Z. On a vu que pour tout x, on a £(x) = n{x).Z, ol n(x)
est un entier » 0 bien déterminé, avec la propriété que n{y) divise n(x) pour
tout y suffisamment voisin de x (Exemple 2.3.1.). Nous allons en déduire des
renseignements importants sur la structure de € lorsque Pespace X est quasi-
compact, hypothése qui assure que Pentier n{x) ne prend qu'tm nombre fin de
valeurs,

Soit U P'ensemble des x tels que n(x) 5= 0; c’est évidemment un suwvert de X
puisque le faisceau Z est séparé. Pour tout entier s 2» 1, Ia relation n(x) <5
définit alors dans U un ousert U, puisque tout diviseur de n{x) est < #(¥). On a

évidemment les relations
U, e Upe..

et de plus U, = U pour # assez grand puisque X est quasi-compact. Gonsideé-
rons alors les sous-faisceaux

=4 (>=1)
de €; on obtient ainsi dans ¥ une « suite de composition »
$,ctic.. cf =4,

dont nous allons examiner les quotients successifs,
Il est clair tout d’abord que #; = Z;,. Considérons maintenant %4, .,
pour s>=1I; introduisant ensemble localement fermé

As = Us"— Us—i,

il est clair que ce quotient n’est autre que €, ; comme n(x) = s pour tout xe A,
entier indépendant de x, on voit immédiatement que 4./, est isomorphe
i Z,,.

En conclusion, on voit que & admet une suite de composition de longuenr finie dont les
quotients successifs sont de la forme Z,, ot A est localement fermé dans X.
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2. 10. — Produit tensoriel total

Soient X et Y deux espaces topologiques, A un anneau de base, £ un faisccau
de A-modules 3 droite de base X, et # un faiscean de A-modules 3 ganche de
base Y; nous allons définir sur Pespace produit un faisceau de groupes abé-
liens

T%o=2 ?ic‘» o,

appelé produit tensoriel total de € ct Mo sur Panneau A; Pemploi de cetie
terminologie et de la notation § a pour but d’éviter, dans le cas ol
X =Y, les confusions possibles avec la notipn de produit tensoricl définie au
n° 2.8,

Quels que soient x € X et ye Y, nous définirons

(w) = S‘3(J=) DMh();

il nous reste 3 préciser les condxt:ons pour qu'une apphcatlon

(x,5) = u(x, y) &Yo(x, 3),

définie dans un ouvert W de X x ¥, soit une sestfon de %b; ces conditions sont
les suivantes : guel gue soit (x4, y,) & W ] exisle un voisinage ouvert U de x, dans X,
un poisinage ouvert V de y, dans Y, des sections sye S(1) ef des sections tye M(V), én
nombre fini, iels que on ait .

UXVeW o #xy)= Esf(x) Rty powr xalU, yeV,

Désignons par 9%(W) P'ensemble des applications # qui vérifient ces conditions;
35i W cW on a un homomorphisme de restriction %(W) — To(W') de facon
évidente, et il est clair que les axiomes des préfaisceaux sont vérifiés. La vérifi-
cation des axiomes (F1) et (F2) des faisceaux est triviale. Il reste, pour établir le
fait que Tb(x, y) est bien le groupe des germes de sections de % en (x,y), 4 montre
que par tout élément de ¥o(x, ) « passe » une section {ce qui est clair) et
essenticllement une seule,

11 suffit évidemment pour cela de démontrer que, sil’on a des sections 5, « £(U)
et {ya (V) en nombre fini, telles que I'élément Zsi(x) @4 y) € 4(x) ?.Uo( ¥) soit
nul en un point (x,5,) de U X V, alors il est aussi nul an voisinage de
(xm 28}

Or puisque l'on a canoniquement

2(x) = im. ind.£(U),  M(y) = lim. ind. M(V),
LET ¥ar
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on a un isomorphisme canonique
() @ () = lim. ind. 9(U1) @ M(V);
¥3r .
puisque par hypothise P'dlément Zs5®¢; de %(U) ?..In(V) s'annule dans
£(x) l?#o( )> on peut, an besoin en modifiant U et V, le supposer identique-

ment nul — en vertu de la définition méme des limites inductives, Ceci
démontre évidemment notre assertion.

1l est clair que, quels qucsoichtlcs ouverts UcX et Vc Y, on a une application
YU) X (V) = 2B M(U X V)

qui est bilinéaire sur Panncau de base A, et qui est, en un sens évident, compa-

tible avec les opérations de restriction.

Réciproquement, donnons-nous un faisceau £ de groupes abéliens sur X XY,
et des applications A-bilinéaires

2(U) % M(V) — 2U x V)

compatibles avec les opérations de restriction; alors ces applications s’ob-

tiennent en composant les apphcatxons bilinéaires définies précédemment,
avec un homomorphisme

LM > 2
A
bien déterminé, Cette propriété montre que le produit tensoricl total est la

solution d’un « probRme universel », analogue a celui qui conduit, en Algébre,
4 la notion de produit tensoriel de deux modules Sul' un anneau.

2, 1l. — Image réciproque d’un faisceau par une application continue

Solent X et Y deux espaces topologiques et f unc application continue de X
dans Y; ona vu (n°1.12) que fpermet d’associer, & tout faisccau d’ensembles
Mo de base Y, un faisceau d’ensembles

£ = f*(M),

appelé image réciprogue de Mo par £; rappelons que, pour tout ouvert UcX,
les sections de £ au-dessus de U s’identifient canoniquement aux applications
contintes 5 de U dans Pespace étalé M qui vérifient

(1) s(x) € M( f(x)) pour tout x& U.

Supposons maintenant que M soit un faiscesu d°anneaux sur Y ; il est clair que les
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solutions de (1) forment canoniquement un anneau, dans lequel la somme etle
produit sont définis par

(s +6)(x) =s(x) +4(x);  (1)(x) = s(x)t(*);

de plus, ces opérations sont compatibles avec les opérations de restriction
dans ¥; par conséquent, £ est muni canoniquement d’une structure de faisceau
d’anneaux.

Plus généralement, partons d’un faiscean d’anneaux & sur Y et d*un #-Module
A gauche M; alors € = f*(M) cst canoniquement un &~Module A gauche, ot
Pon pose b =_f*(®). 1l suffit pour le voir de définir de fagon « naturelle » le
produit d*une section s& (U} par une section fe€%(U); rcprésentant 5 et £
par des applications de U dans ® et b, on posera évidemment

(st}(%) = s(x)e(x).-

11 est clair que, pour tout xe X, finduit alors un homomorphisme d’anncaux
Jo(x) = B(f(x)), et un homomorphisme Z(x) — M(f (%)) de modules compa-
tible avec Phomomorphisme précédent.

A titre d’exemple des notions précédentes, considérons un espace X, un annecau
de base A, un faisceau £ de A-modules 4 droite et un faisceany M de A-modules
a gauche, de base X. Alors le produit tensoriel SC?.% ‘est canoniquement isomorphe

& Pimage réciprogue du produit iensoriel total £ 78;1 Mo par Papplication diagonale
x— (%, X)

de X dans X xX. On laisse au lecteur le soin de vérifier cette assertion 2 titre
d’exercice. :

Un autre exemple s’obtient en considérant un faiscean £ de groupes abéliens
sur un espace X; alors, pour tout sous-espace Y de X, le faisceay induit $|Y est
canoniquement isomorphe & Pimage réciproque de £ par Dinjection canoniqgue Y - X,
La propriété la plus importante de Popération « image réciproque » est la
suivante : le foncteur M — F *(M}), défini sur la catégoric des faisceaux de
groupes abéliens de base Y et & valeurs dans celle des faisccaux de groupes
abéliens de base X, est exact. En effet, on a pour tout xe X une bijection cano-
nique de f* (W) (x} sur S f () (0 1.12), évidemment compatible avec les
structures additives de ces deux ensembles; d’oli immédiatement notre asser-
tion,

2. 12. — lmage directe d’un faisceau

Considérons toujours deux espaces X et Y et une application continue f : X - Y,
Pour tout faisccau b d’ensembles de base X, on a alors (n?® 1.13) un faiscean
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. image f(&) de base Y, & savoir
' V > &(f=HV)).

Supposons alors que A soit un faiscean d’anneaux de base X; la définition
précédente montre que Pon a sur les ensembles () (V) une structure d’an-
neau compatible avec les opérations de restriction : par suite, f{4) peut étre
considéré, de fagon « naturelle », comme un faisceat d’anncaux de base Y. Side
plus on considire un A-module A ganche &, un raisonnement analogue montre
que f{%) est un f{J)-Module & gauche. _

On notera que le foncteur £ — f (2) est exact & gaucke; si en cffet I'on a unc
suite exacte

. 09 >E>4
de A-Modules sur X, alors pour tout ouvert U il vient la suite exacte

0 > £(U) —»2(U) - #(V)
et donc, pour tout ouvert VeY, la suite exacte

0— f(E#)V) >F @O V) =~ FE)V),

d’otx notre assertion. Par contre, le foncteur £ — f (%) n’est pas exact A droite,
sauf dans des cas triviaux peu intéfessants,.,



3. PROBLEMES DE PROLONGEMENT
ET DE RELEVEMENT DE SECTIONS

3. 1. — Faisceaux flasques.

Un faisceau & d’ensembles sur un espace X cst dit flasgue si, pour tout ouvert
U de X, Papplication de resiriction

F(X) - F(U)
est surfective.
C’est par excmnple le cas si F est le faiscean des germes de section d’'un espace
découpé diseret de base X. Comme tout faiscean est le faiscean des gerrmes de
section d’un espace étalé dans X, on voit, en munissant cefui-ci de Ia topologie
discréte, que tout faiscean densembies se plonge dans un fuisceau flasque; de manidre
précise, pour tout faiscean 9, le faiscean (X ;%) donné par

U— I;L #x),

avecles applications de restriction évidenies, est un faiscean flasque contenant &,
Les faisceaux de ce genre joueront un role fondamental au § suivant.

Exemple 3.1.1. — Soit X une variété algébrique irréductible sur un corps £;
on a vu que Pintersection de deux ouverts non vides n’cst jamais vide — donc
tout ouvert de X est conniexe; on en déduit que fout faiscean simple sur X est flasqus
(« Théoréme de Grothendieck »}). On peut voir aussi facilement que le faisceau
des germes de diviscurs de X est flasque (mais non, bien cntcndu, le faiscean
dcs anneaux locaux de X)

Lc fait pour un faiscean 5 d’etre flasque est une propnété locale. Supposons en
cffet g ue F|U soit flasque pour tout ouvert U assez petit, ct soit s une section
GODEMENT I1
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de # au-dessus dvm ouvert quelconque T, Considérons V'ensemble E des
couples (U, ), ot U’ U et ol ¢ eF(U’) induit 5 dans U; ordonnant E par
« prolongement » on obtient évidemment un ensemble inductif; soit (U, ¢')
un élément maximal de E, ct supposons U’ £ X; il existe alors un ouvert V
non contenu dans U’, tel que #|V soit flasque — ce qui permet de prolonger
4 V la restriction de s 4 U’ n 'V, donc de prolonger s A U’y V;donc U’ = X,
et # est flasque « globalement »,

H est clair réciproquement qu’un faiscean flasque induit sur tout ouvert un
ﬁlsceau fasque.

Théoréme 3.1.1. — L'image direciz d'un faisceau flasque par une application continue
est flasque.
Soient une application continue f: X — Y ct un faiscean flasque b de base X;
posant B8 = f(&) on a pour tout ouvert V de Y un diagramme commutatif

100 > M7V
AY) - ®/(V);

par définition de I’image directe, les fléches verticales sont bijectives; la flache
horizontale supérieure est surjective puisque b est flasque; d’ou le théoréme.

Théoréme 3.1.2. — Ssit
0 >% >8>0

uns suite exacte de fatsceaus de groupes abélims; nﬂ‘sstﬂmgus, dmpmwtoutouth
on @ une suils exacle

0 4(U) > %(U) > 2(U) >0
(i.e. on a unc suite exacte de préfaisceaux).

On peut supposer U = X, et tout revient 2 prouver qu’une section s" € £'(X)
provient d’une section de €. Or soit E Pensemble des couples (U,s) ot s & $(U)
représente s* dans U; ordonnant E par prolongement on a encore une fois
un cnsemble inductif; soit (U,s) un élément maximal de E. 8i xe X-1J, il
exigte un voisinage V de x et unc section ¢ € 4(V) qui représente s” dans V;
dans UnV, s et ¢ ne différent que par une section de &', laquelle, puisque &'
est flasque, se prolonge 4 V; on peut donc, en modifiant ¢, supposer s = ¢
dans U n'V — mais alors (U, 5) n’est pas maximal. Donc U = X, et le théo-
r&mc est démontré,

Corollaire — Si &' et € sont flasques, 27 est flasque.

En cffet une section " de ¥ au-dessus de U est représentée par une section
de € au-dessus de U, laquelle se prolonge & X; il en est donc de méme de 5",
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Soit ® une famille de supports dans X (n® 2.5). Si ¢ est un faiscean de groupes
abéliens sur X, nous désignerons par 'y (£) I'ensemble des sections s & £(X)
A support dans la famille ¢ c’est évidemment un groupe abélien, ct € — F'e(¥)
est un foncteur exact A gauche (n® 2.5).

Théoréme 3.1.3. — Soit
0 -9 @ ..

une suile exacte de faisceaux flasques de groupes abéliens. Pour toute famille ® de sup-
ports, la suite corvespondante

0 — le(49%) — 1".:.(21)

degmquabéfmwwtexacte
Posons en effet )

. P:Kcr[ﬁﬂ' — gp+1) =Im(QP"’ —> 4F);
on.aévidcmment

To(8P) = Ker(To (29} — To(2P™1))
et tout revient A prouver Pexactitude des suites particlles
0 — Ta(2f) — Ta(#) - To(P+") - 0.
Or on a les suites exactes
0 - TP o @ —» TP+ 5 0

si donc %P est flasque il en est de méme de ZP+1; comme %% =0 est flasgue on
voit donc que tous les 7 sont flasques. Donc toute section z2+1 de °+1, de sup-
port S e d, se reléve en une section I? de £P : reste 3 montrer qu’on peut suppo-
ser le support de I? dans 9. Or, dans X-8, I? induit une scction de &7, laquelle,
puisque S” est flasque, se prolonge 4 tout X; retranchant de I? cette section de
2¢ il est clair qu'on parvient au résultat cherché, .

3. 2. — Espaces paracompacts

Un espace X est dit paracompact sil est séparé et si, pour tout recouvrement
ouvert (U} de X, il existe un recouvrement ouvert localement fini plus fin que
(Uy). Un tel espace est normal, la réciproque étant fausse. Tout sous-cspace
Jermé d*un cspace paracompact est paracompact. Un espace mélyisable est para-
compact (ainsi du reste qque tous ses spus-espaces, puisqu’ils sont métrisables),
de méme qu'un espace localement compact dénombrable a Finfini.

Nous utiliserons constamment sans référence le résultat suivant : soft (Upier
tn fecouvrement ouvert localement fint d’un espace normal X; alors il existe un recoupre-
ment ouvert (“Vt)fe: sl que Pon aitV;cU,pour outiel,
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Soit X un espace quelcongue; nous appellerons famille paracompactifiants dans X

toute famille ¢ de parties de X satisfaisant aux conditions suivantes :

(PRK 1) : les Sed sont formés et parocompacts;

(PRK 2) : foute réunion finic d’ensembles de © est dans ®;

(PRX g) : toute partie fermée d’un S e © appartient & ®;

(PRK 4) : tout S & & posside un voisinage apparienant 3 ©.

Par cxemple, 3i X s'identifie 4 un sous-cspace ouvert d’un espace para-

compact X, lesSeX qui sont fermés dans X forment une famille paracompac-

tifiante dans X. On cbtient ainsi toute famille paracompactifiante, pourvu

que la réunion des S e @ soit X tout entier.

Si & est,une famille de supports dans X, et Y un sous-espace de X, nous dési-

gnerons toujours par ®]Y I'ensemble des Se® contenus dans Y; si Y est

fermé, c’est aussi ensemble des SnY, Sad. _

Si @ est paracompactifiante, ct i Y est localement fermé dans X, alors ®]Y est
_unc famille paracompactifiante dans Y, comme on le. vérific facilement en

éorivant ¥ = Un F, U oavertet F fermé. .

3. 3. — Prolongement local d’une section

Théoréme 3.3.1. — Soient F un faisceau d’ensembles sur un espace X, 8 un sous-
ensemble de X, ef 5 une section de F au-dessus de S.

Si S admet dans X un systéme fondamental de voisinages paracompacts, s se prolonge &
un voisinage de S dans X.

On peut évidemment supposer X paracompact; on peut d’avtre part recou-
vrir S par des ouverts U, et trouver des 5, F(U)) telles que s, = s dans SnUy;
en remplagant X par un voisinage paracompact de S contenu dang UU‘, on
peut dong supposer gue les U, forment un recouvrement de X, et méme que ce
recouvrement est localement fini. Prenons un second recouvrement V,, avec
V< U, pour tout i, et soit W Pensemble des x & X tels que

xeVinV, implique six) = 5;(x).

D’aprés le Théoréme 1.3.1 appliqué au faisccan F| W, il existe une section de §
au-dessus de W qui, dans W n 'V, se réduit A 5,; clle prolonge évu:‘.cmmcnt 5 il
restedomé.montrerqchestunvo:smagcdc 3.

Or soit xeS; il existe un voisinage ouvert W(x) qui, parmi les V;, ne ren-
contre que Vo, .. Vg ; en modifiant au besoin W(x) on pcut supposer gue
tous les ensembles précédcnzs conticnnent x, et que W(x) est contenu dans les
cnzembles U, .. Uy, Les sections s,, ..., § sont définies en x, et évi-
demment égales; cornme elles sont en nombcre fini on peut les supposer égales
dans tout W(x); il est clair qu’alors W(x) ¢ W, ce qui termine la démonstration.
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Corollaire 1. — Svient X un espace iopologique, F un faiscean de base X ot S un
sous-espace de X admettant un systéme fondamental de voisinages paracompacls, On 2

alors.
F(8) = lin:;:i:;d. F(U)

sutvant Uordonné filtrant décroissant des voisingges U de 8 dans X,

En effet toate section de # an-dessus de S se prolonge 3 un voisinage U de S; et

si des sections au-dessus de voisinages U, V de S coincident sur S, elles coin-
cident dans un voisinage WelUn'V de S.

Le Corollaire précédent s'applique notamment si X est paracompact ct
fermé, ou bien si X est métrisable ¢t 8 quelconque,

Corollaire 2. — Soit A un sous-espace d’un espace méiyisable X, Tout faisceau
JSasque de base X induit dans A un faisceas flasque.
En fait, si § est un faiscean flasque de base X, il est clair quune section de &

au-dessus d’un sous-ensemble guelcongue de X se prolonge 4 X tout entier; d’oly
évidemmment le Corollaire,

3. 4. — Faisceaux mous dans les espaces paracompacts

Soient X un espace paracompact, # un faiscecau d’ensembles sur X; si & est
flasque, il résulte du théoréme 3.3.1 que loute section de F au-dessus d’un fermé se
prolonge & X tout entier.

Nous dirons plus généralement qu'un faisceau de base X est mou 2’1l posséde
cctte propriété. Celle-ci est en fait de nature locale; plus précisément on a le
résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. — Soit F un faisceau sur un espace X paracompact. Supposons que
fout point de X possdde un voisinage U vérifiant la condition suivanie : toute section de F
au~dessus d*un sous-ensemble fermé de X contenu dans U, se prolonge & U. Alors & est
mou.

Soit s une section de F au-dessus d*un fermé S; il est possible de trouver un
recouvrement localement fini (U.),e; de X par des ouverts posstdant la pro~

pnété indiquée dans I'énoncé, puis un recouvrement (V;) tel que V;c Uspour
tout 7. Nous poserons F; = V, et p]us généralement

F,= UFi
i€l

pour toute partie J de L.
Cela dit, considérons Pensemble E des couples (¢, J), oit JcT et olt £ est une
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section de & au-dessus de F,, telle que ¢ = 5 sur Sn F,; cet ensemblé n'est pas
vide (prendre un U, qui rencontre S ct prolonger 4 F, Ia section 5 définic
sur S n Fy). On peut Pordonner en écrivant (¢, J*) < (¢, F)silona JcJ" et
t' = ¢* sur Fy; Pensemble ordonné E est alors inductif, comme on le voit en
faisant usage du théoréme 1.3.1. Soit donc (¢, J) un élément maximal de E :
tout revient & prouver que J = I. Or supposons qu’il existe un indice ¢ non
dans J, et posons J' = Ju {i}; pour aboutir & une contradiction, il suffit de
construire sur F; une section ¢’ qui, sur F, n Fy, sc réduise 3 ¢, et qui, sur Fin S,
se réduise 4 5; mais comme £ = s sur F; n S le probléme est de prolonger 4 Fy
une section donnée sur une partie fermée de ¥y, ce qui est possible d’apres le
choix de U;— d’olt le théoréme, :

Théoréme 3.4.2. — Soit F un faisceau mou sur un espace paracompact X; F induit
mfamumouwtoutmm—apacefeméde& et mbme sur toul sous-espace localement
Jermé de X si X est métrisable.

La premigre assertion est triviale. Pour établir 1a seconde, congidérons un sous-
espace A localement fermé de X, et un point x de A; » posséde dans X un voi-
sinage fermé V(x) tel que A n'V(x) soit fermé; donc tout fermé de A, contenu
dans V(x), est fermé dans X, d’ots le résultat par définition des faisceaux mous
et cn appliquant le théoréme 3.4.1 (ce qui est permis puisque A est para-
compact).

Corollalre.— Soit (3,):¢1 une famille localement finie de fuisceaux de groupes abéliens
sur un espace X paracompact, St tous les F; sont mous, il en est de méme de lewr somme
directe.

Soit en effet x& X; il existe unvoisinagc U de x tel que la famille des faisceaux
induits F|U ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls; on peut
évidemment supposer U fermé, donc paracompact. Comme le corollaire est
trivial pour une famille finie, on voit que la somme directe F des &, induit
dans U un faiscéau mou; donc F est mou.

3. 5. — Paisceaux d&-mous

Soient X un espace quelconque, ® une famille paracompactifiante dans X,
ct 7 un faiscean d’ensembles sar X, On dit que F est ®-mox si, pour tout
S e b, le faiscean induit F|S est mou, i.e. si, pour §’, 8".ed avec S’:S" Tap-
plication de restriction

#S') — #S")

est surjective. Il est clair que fout faisceau flasque e¢st d-mou en vertu du
Théoréme 3.9.1./D’autre part, une somme directe lpcalement finie de faisceaux &,
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de groupes abéliens est un_faisceaus domou st tous les F; sont G-mous; si en effet F estla
somme directe des &, on a pour tout'S & ® la relation

%S = @ (#8);
notre assertion résulte donc du Corollaire du Théoréme 3.4.2.

Théoréme 3.5.1. — Soient X un espace lopologique, F un faiscean de groupes
abéliens sur X, et ® une famille paracompactifiante dans X. Pour que F soit D-mou il
Jaut et il suffit que, pour tout S = &, Uhomomorphisme T o(F) — F(8) soit surjectif.
Soit en effet une section s au-dessus d’un Se §; prenons un wisinage S'a
de 8; on peut définir une sestion de F au-dessus du fermé SuF (ou F est la
Jrontidre de §8') en lui imposant d’gtre égale A 5 sur S et 4 o sur F; cette section
sc prolonge & S’ si F est ©-mou, mais comme clle est nulle sur F on peut la
prolonger 4 X en lui attribuant la valeur o dans X-8/, d’ot1 le Théoréme.

Théoréme 3.5.2. — Sotent X un espace topologique, b une famille paracompac-
tifiante dans X, ot .
09 >4 9 >0

une suile exacle de faisceaux de groupes abéliens; st €' est ®-mou, la suite

0> To(¥) > To(¥) > Te(¥) = 0
est exacte. . .

. Supposons tout d’abord X paracompact, & étant la famille de tous les fermés
de X. Soit s* une section de £” : il fant la « relever » en une section de €,
Comme ¢’est possible localement, et comme X est paracompact, il existe un
recouvrement ouvert localement fini (U ey de X et des sections ;€ $(U))
qui, dans les U, représentent s*. Prenons un recouvrement (V) tel que

tout i Fl=v-iCUt
pour tout i.

Considérons alors ’'ensemble E des couples {5, J), ot J T et ot 5 est unc section
de £ au-dessus de F, = U F, qui, dans cet cnsemble, représente s*. Evidemment

I€¥

E est non vide, et en "ordonnant par prolongement il est inductif; soit alors
(s, J) un élément maximal de E: tout revient & prouver que J =I. Orsife1-J,
prenons un relévement s, de s* & Youvert Uy dans F, n F, s et 5, ne different
que par unc section de €' qui, £ étant mou, se prolonge a U,; donc on peut
prolonger s & F,uF,;, d’olt une contradiction.

Dans le cas général, prenons une section s* @ I'e(£7), ct s0it S'&d son sup-
port; comme €' | 8” est mouw, le raisonnement précédent montre qu'on peut
relever ¥ en une section s de £ au-dessus de 87; soit S @ ® un voisinage de §*;
on peut supposer que s sc prolonge A S : tout revient a faire voir qu'on peut
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supposer s nulle sur la frontitre F de S. Mais comme s” est nulle sur F, la
restriction de s & F est une section de £’ qui, £ étant $-mou, se¢ prolonge
en une section s’ de €' aun-dessus de S; remplagant 5 par s-5' on obtient le
résultat cherché.

Corollaire. — Soit X un espace paracompact (resp, méirisable) et soit
¢C>9 >¢ >4 -0
wmmdsfaisceaxcxdcgmqmﬂbﬂimsmx;sifestm,!a:mitc
0 —~ '(A) > 2A) - £"(A) > 0

est exacte pour tout sous-espace fermé (resp. localement formé) de X.
En effet le faiscean €'| A est mou.

Théorém-e 3.5.3. — Sotent X un espace topologique, & une famille paracompactifiants
dans X, et
0 % >¢ 9 50

une suite exacte de fatsceanx de proupes abéliens de base X. Si &' et & sont D-mous, il en
_ est de méme de £°. ' '

Théoréme 3.5.4. — Soient X un espace topologique, ® une famille paracompacti=
fiante dans X, et
0 + w '_b 21...

sne suiie sxacte de faisceaur ®-mous de groupes abéliens de base X. Alors on a une
stiile exacte
0 — De(*) — Tu{€1) = ---,

Ces deux théorémes se démontrent comme les résultats analogues relatifs aux
faisceaux flasques,

Théoréme 3.5.5. — Svient X un espace topologique, ® une famille paracompacti-
SJante dens X, et A un sous-espace localement fermé de X,

(a) tout faiscean € de base X et ®-mou induit dans A un faiscequ (D] A)-mou;
(B) si% est un faiscear O-mou de groupes abéliens de base X, le faisceau &, est O-mou;

(c) 5t F est un faisceau (O|A)-mou de groupes abéliens de base A, le faisceau F* de
bass X est d-mou.

L’assertion (a) est triviale.
Pour démontrer (5), prenons un Se®; il faut prouver que ,[S est mou;
comme €,]S == (£]S),ns on peut faire abstraction de ¢ en supposant X para-
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compact, et tout revient 4 examiner le cas ol A est ouvert ct celui ol A est
fermé.

Si A est aquvert, soit s une section de €, au-dessus d*un fermé S ¢ X; c’est une
section de € au-dessus de S, nulle sur S n (X — A), Comme £ est mou, on peut
la prolonger en une section ¢ définic dans X tout enticr; tout revient & prouver
quon peut supposer { nulle sur X-A. Or comme s est nulle sur le fermé 8 n (X-A)
il existe une section s’ de ¢ au-dessus du fermé Svu (X-A) &gale AssurSetd 0
en dehors; prenant pour ¢ un prolongement de s* on obtient le résultat cherché,
Si A est fermé, il suffit (Théoréme 3.5.3) de remarquer que €, = €% _,.

Powr démontrer (¢), on sc raménc au cas ot ® est la famille de tous les fermés,
X étant paracompact; b A est alors formée des S c A qui sont fermés dans X
Soit ¢ une section de F* an-dessus d’un fermé B; les x € B ol s{x) 7 0 forment
un fermé dans X, contenu dans A, i.c. un ensemble S« ®|A; donc (Théo-
réme 3.5.2) la restriction de s 3 A nB se prolonge en une section de & au-

dessuz de A, de support fermé dans X — d’ol évidemment un prolongement
de 5 4 X tout entier,

3. 6. — Partitions d'une section d*un {aisccau mou

Soient £ un faisceau de groupes abéliens sur un espace X, et (5;)er une famille
de sections de £ au-dessus de X; on dit que la famille cn question est localement
Sinie si les supports des s, forment dans X une famille localement finie d’en-
sembles fermés, antrement dit si, pour tout ouvert U assez petit, les s; non
nulles dans U sont en nombre fini. On peut alors définir une section

r=
1Ex

5(5) = D ()

igl

de $en posant

powr tout xeX.

Soient maintenant une section s de € au-dessus de X, et (U;)}ier un recouvre-
ment ouvert de X, On appelle partition de s subordonnée & (U}) toute décornpo-
gition s = T 5; de s en unc somme localement finie de sections, avec la condition
que le support de chaque s; soit contenu dans 'ouvert U, correspondant. Il est
clair que #’il existe une partition de s subordonnée A un recouvrement plus fin
gue (U), il en existc aussi une subordonnée i (U,), obtenue en groupant
convenablement les termes de la premiére partition.

Théoréme 4.6.1. — Soit £ un faisceau mou de groupes abéliens sur un espace para-
compact X, Pour toute section s de & au-dessus de K, et pour fout recouvrement ouvert
(Usegx de X, il existe une partision de s subordonnée & (U,).
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On peut supposer le recouvrement (U) localement fini, et prendre un recou-
vrement fermé (F)), avec Fye U, pour tout §.

Considérons 'ensemble B des familles (5):gs, o0 J<I, ol 5 est une gection
dc ¢ au-dessus de X, de support contenu dans U, et o1 ’'on a :

E.r;—s sur F,--UF;.

tgd ted
Cet ensemble n’est pas vide et, en I'ordonnant par prolongement, il est inductif,
Soit donc (s)ses un élément maximal de E : tout revient i prouver que J =1,
Or #’il existe un { & I-J, il suffit, pour aboutir 4 une contradiction, de construire
une section 5;&$(X) vérifiant les conditions suivantes : 5, = 0 dans XU, et
.s‘;=.i‘-—-23} sur F,uF;
jes
en vertu de cette condition on connait déji s; sur le fermé

(F: v Fi') v (X""Ul)s
de sorte gue la construction de s, est possible si € est mou; d’oit le Théoréme,

3. 7. Faisceaux fins

Démontrons d’abord le résultat suivant :

Théoréme 9.7.1. — Soient X un espace lopologique, Jo un faisccau d’enneaux aves
élément unité sur X, et @ une famille paracompactifiante dans X. Si Jo est ®-mou, lout
N-Module est &-mou.

On peut faire abstraction de & et supposer X paracompact. Soient £ un
J-Module & gauche et s une section de € au-dessus d’un fermé A; on sait déja
que s sc prolonge & un voisinage B de A, qu’on peut supposer fermé dans X;
tout revient 3 montrer qu’on peut astreindre le prolongement de s & B & étre
nul sur 12 frontitre F de B dans X,

Or comme A est mou, il existe une section  de & au-dessus de X qui est égale
34 1 sur A et a0 sur F; remplagant le prolongement s considéré par la sec-
tion x — u(x)s{x) on parvient au résuliat cherché.

On notera ue le raisonnement précédent, compte tenu de ce que le fait d’étre
mou est une propriété locale, conduit au résultat gue voici :

Théoréme 3.7.2. — Soit b un faisccou d’anncaux avec unité sur un espace para-
compact X. Pour que Jo soit mou, il faut et il suffit que tout point de X posside wn voi-
sinage U el que, dlant donnds des fermés disjoints S, T c U, il exists une section de Jo
au-dessus de U, dgale & 1 sur S ef 4 0 sur T, .
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Considérons maintenant un faiscean € de groupes abéliens sur un espace para-
compact X (resp. sur un espace X muni d’une famille paracompactifiante ¢);
on dit que € est fin (resp. ®-fin) si le faisccan d’anncaux Howz($, ) est
mou (resp. st €S est fin pour tout Sed), Pour qu'un faisceau de groupes
abélicns &, sur un espace paracompact X, soit fin, il est donc nécessaire et
suffisant qu’étant donnés deux fermés disjoints A et B de X, il existe un homo-
morphisme ¥ — % induisant identité au voisinage de A et o aun voisinage
de B; et il suffit d’ailleurs de vérifier cette propriété localement pour s’assurer
que € est fin. Il est d’autre part clair qu'un faisceau $-fin est a fortiori D-mou
(Théortme g.7.1). L’importance des faisceaux &-fins provient de cctte
dernitre propriété ct du résultat suivant :

Théoréme 3.7.3. — Spient X un espace mpalpgigue, © une fomille paracompac-
tifiante dans X, et € un foisceau ®-fin de groupes abéliens. Pour tout fatsceau Mo de
groupes abéliens de base X, le faisceau € ® Mo est P-fin.

Onpeutévxdemmentseramcneraucasoﬁg est un faiscean fin sur un espace
paracompact X; comme.£ est un Module 4 gauche sur un faisccan d’anneaux
qui est mou [2 savoir Xemgz(¥, £)], il en est de méme de £ ® M, d'otr évidem-
ment le résultat,

En fait nous utiliserons toujours le Théoréme précédent sous la forme affaiblic
gue voici : 5i € est fin, alors € @ Mo est mou quel que soit So.

Exemple 3.7.1. — Soit X un espace topologique ¢t & unc famille para-~
compactifiante; alors le faiscean FO(X; Z) des cochaines d’Alexander-Spanier
de degré 0 de X a valeurs entiéres, i.c. le faisceau des germes d’applications
de X dans 2, est $-finy c’est en effet un faisceau d’anneaux, il suffit donc de
prouver gu'il est d-mou; or soient un Se & ct des fermés digjoints A, BeS;
prenons un voisinage. '« @ de S; comme S’ est normal, il existe des voisi-
nages U et V de A et B dans 8 qui ne se rencontrent pas, et donc¢ une appli-
cation s de 8’ dans Z égale & 1 sur U et 4 0 sur V; restreignant cette fonciion
4 Pintérieur W de 8, on obtient unc section de F*{3X; Z) dont la restriction
A S (restriction qu’on ne confondra pas avec celle de la fonction s...) est
égale 4 1 sur A et 4 0 sur B, d’otr le résultat.

Il suit de 13 que tout F(X; Z)-Module est $-mou, et méme P-fin; c’est
notamment e cas des faisceaux d’Alexander-Spanier #(X; G) quel que soit
# 2> 0 et quel que soit le groupe abélien G.

Une démonstration analogue, ol I'on emploiera cette fois le théoréme d'Ury-
sohn, prouve guc le faisceau des germes de fonctions numériques continues st
®-fin, ainsi par suite gue tout Module sur ce faisceau d’anncaux, par exemple
le faisceau des germes de sections d’un espace fibré 2 fibre vectoriclle.

8i X est une variélé différentiable pardcompacte, montrons que le faiscean 0° des
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germes de fonctions différentiables sur X est fin. En vertu du Théoréme 3.7.2
on peut, en remplagant X par un ouvert relativement compact isomorphe
4 R", se borner pour le voir 3 établir le résultat suivant : étant donnés dans R*
des compacts digjoints A et B, il existe une fonction différentiable f égale a 1
au voisinage de A ct 4 0 au voisinage de B. Pour cela onpnmd {théortme

d’Urysohn) une fonction continue g possédant ces propriétés, pms on g régu-
larise » g, i.c. on la remplace par

1) = [ela—nMnds,
ou h est une fonction différentiable positive, nulle en dehors d*un vo:smage
assez petit de I'origine, et d’intégrale égale 4 1,
It suit de 13 que les faisceaux QF zont fins, ainsi que tous les Q%Modules, par

exemple les faisceaux de germes de couranis & valeurs dans une variété fibrée
4 fibre vectorielle,

3. 8, — Un lemme sur les recouvrements d’:iu espace normal

Avant dc poursuivre étude des faisccaux dans les espaces paracompacts, nous
démontrerons fe lemme suivant :

Lemme 3.8.1. — Soit (U}igr un recouvrement ouvert localement fini dun sspace
normal X. Pour tout couple i, § et tout x & Uy supposons donné un voisinage Vy(x) e Uy
de x. Alors on peut trouver un voisinage V(x) de lout point x de X de telle sorte gue
les conditions suivantes soient périfides :
(a) : la relation x &« Uy implique V(x) c Vy(x);
(8) & 58 V(x) et V(y) se renconirent, 3l existe un ¢ tel que U; contienne V(x) et V().
Puisque le recouvrement U, est localement fini, il est trivial de réaliser la
condition (g). Pour réaliser' (5), formons un recouvrement ocuvert (Uj) avec
Ul c U, pour tout i. La condition (a) étant déja réalisée, on peut supposcr en
outre que €U} implique V(x) « Uf. D’autre part, les indices i tels gue V()
rencontre U sont en nombre fini, de sorte qu’on peut en outre imposer la
condition que V(x} ne rencontre Uj que si xa U],
Cela dit, supposons que V(x) et V() sc rencontrent; il y a un i tel que xa U,
en sorte que V(x) cUj; donc V() rencontre U{, ce qui prouve que_yeﬁé;
mais alors ye U, en sorte que U, contient V() et V(3), d’olt le lemme.

3. 9. — Application aux préfaisceaux

Soient F un préfaisceau d’ensembles sur un espace X, et # lc faisceau qu’il
engendre; nous avons vu (n° 1.2) gue Papplication

FX) - FX)
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est injective si & vérifie Paxiome (F1) des faisceaux. Nous allons voir que, si X
est paracompact, cette application est surjective si & vérifie Paxiome (F2); plus
généralement :

Théoréme 3.9.1. — Soit F un préfaisceau d’ensembles sur un espace paracompact
X. Supposons réalisée la condition suivants : étant donnés un recouvrement owvert (Uyg)ier
localement fini de X, et des sp@F(Uy), tels qus les restrictions de 5y ot s & Uy soient
égales quels que sotent i ef §, il exisie un s @ F(X) dont la restriction & Uy est sy quel
gue soit i. Alors Papplication canoniqus F(X) — F(X) est sutjective.

Soit en effet une section s & F(X); il existe un recouvrement ouvert (U;) de X,
qu'on peut supposer étre localement fini, et des s,« F(U;)} qui représentent s
dans les U,. Soit x& Uy; puisque s, et 5; définissent ie méme germe de section
en x, il existe un voisinage Vy(x) c Uy tel que les restrictions de s, et 5; &
Vy(x) soient identiques.

Construisons alors les voisinages V(x) dont existence est assurée par le
lemme 3.8.1. Pour tout i tel que ¥& Uy, on a V(2) cU,, ce qui permet de
considérer la restriction de 5, 2 V(#); celle-ci ne dépend pas de Pindice i en vertu
de la ¢ondition (a) du Lemme; notons-la s,. Si V() n V() n'est pas vide; il
existe un U qui contient V(x) et V(#); 5, et s, sont donc les restrictions de s,
donc coincident dans V{x) n V().

Remplacant Je recouvrement (V(x)),ex par un recouvrement localement fini
plus fin, on voit qu’on est ramené au cas ot les restrictions de s; et 5,2 Uy sont
toujours égales; mais alors, d’aprés Phypothése, les 5; sont les restrictions
aux U; d’un éément de F(X); celui-ci représente la section s donnée, d’olt le
Théoréme.

On voit que, dans les hypothéses du Théoréme 3.9.1, on peut construire F(X)
comme suit : disons que des éléments s, ¢ de F(X) sont localement dgaux si leurs
restrictions & tout ouvert assez petit sont égales; on obtient ainsi dans F(X) une
relation d’équivalence, et #(X) n’est pas autre chose que Pensemble, quotient
correspondant. Si en particulier # est un préfaiscean de groupes abéliens,
F(X) est Je quotient de F(X) par le sous-groupe formé des éléments lpcalement
nuls de F(X).

Exemple 3.9.1 (Cochaines singuli¢res). — Soit J un espace topologique
« type » (par exemple, Fun des « simplexes types » ou des « cubes types » de
la théorie de Phomologie singulitre). Si X est un espace topologique on appel-
lera J-simplexe singulier de X toute application continue s : J — X soit-S,(X)
Pensemble de ces applications. Si A est un ensemble quelconque (en pra-
tique, un groupe abélien) on désignera par :

CS'(X; A)
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Pengemble des applications §;{X) — A («J - cochaines singulitres de X 4
valeurs dans A »).
SilonadesouversUetVdeX,avecUsV,ona une mjectlon S, (V) —S,(U)
et par suite une opération de restriction
| CS*(U; A) — CS4(V; A),
d’oly é_yidenuncnt un préfaisceay d’ensembles

U - CS'(U; A) _
sur X. Le fauceau qu’il engendre se note $*(X; A). Les sections de ce faiscean

au-dessus de X s appellent les J - cochafnes singulidres localisées de X & valeurs
dans A.

Notons §7(X; A) leur ensemble; on a donc une application canomque
CS'(X; A) S $(X; A),

et des ééments «, § € CS*(X; A) définissent la méme cochaine si et swlemcnt
§’il existe un recouvrement ouvert (U,) tel que I'on ait «(s) = $(s) pour tout
J-simplexe singulier ¢ « petit d’ordre (Uy) », i.e. tel que 5(J) € U; pour un i.
Le préfaisceau U — CS*(U; A) vérifie toujours Uaxiome (F2) des faiscéaux. Soit en
effec une famille d’ouverts U, de réunion U, et donnons-nous des «,& GS7(Uj; A)
de telle sorte que les restrictions de «; et a; & Uy soient égales : cela veut dire
que si 5 est un J-simplexe singulier de Uy on a a{s) = ay{s). Soit alors s un
J-simplexe singulier de Uj si s est contenu dans un U, Pélément a,(s) de A est
indépendant de i — on peut donc le noter «(s); dans les autres cas, choisis-
sons a(s) arbitrairement; on définit ainsi un « & CS7(U; A) qui, év:tdemment,
induit «; dans U,.

On voit donc que Papplication .

_ G (X; A) - §(X; A)

est surjective 5i X est faracompact. On notera que cetie application n’est jamais
injective : on a vu ci-dessus, en effet, que des &léments , § de CS*(X; -A)
définissent Ja méme section du faisceau #(X; A) si et seulement °il existe un
recouvrement ouvert It de X tel que 1’on ait «(s}) = B(s) powr tout simplexe
singulier s petit d’ordre 1.

Le résultat précédent permet de montrer que le faiscean $°(X; A) est flasque si
Despace X est métrisable, ou, plus généralement, si tout ouvert U de X est para-
compact. En effet il est clair que ¥ (X; A) induit dans U le faisceau #(U; A),
et 'on a un diagramme commutatif

' CS*(X; A) — CS*(U; A)

S (X; A) - 8IU; A)
comme U et X sont paracompacts, les deux fldches verticales sont surjectives;
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la premitre flache horizontale est aussi trivialement; donc Papplication de
restriction $7(X; A) - 87(U; A) est surjective, ce qui prouve notre assertion.
Montrons maintenant que, pour tout espace paracompact X, le faisceau (X3 A)
est mou (). Définissons d’abord, pour tout sous-espace Y de X, un homomor-
phisme canonique

(r) FX; A)IY - $(Y; A);

il suffit pour cela d’attacher, de fagon naturelle, i toute section « de 4°(X; A)
au-dessus d’une partie Y de X, une section de #°(Y; A) au-dessus de Y; pour
cela, il suffit de recouvrir Y par des ocuverts U, de X et de construire des
J-cochaines singulitres o e C5¥(Uy; A) qui représentent « dans les U, : chaque
#; induit une cochaine singulidre 8,2 CS*(U;nY; A), et ia famille des 8
définit évidernment une section B de #(Y; A} au-dessus de Y, laquelle,
comme on le vérifie trivialement, ne dépend que de «.

Bien entendu I'’homomorphisme (1} n’est pas bijectif en général; mais si I'on
désigne par U Pintérieur de Y, 'homomorphisme

FX;A) U —» #Y; AU

qui se déduit de (1) est bijectif, et du reste se réduit, modulo des identifications
évidentes, 4 Phomomorphisme identique

- $(U; A) - P(U; A).

Nous pouvons maintenant établir que #*(X; A) est mou si X est paracompact,
Soit « une section de ce faisceau au-dessus d’un fermé F de X; on peut (Théo-
réme 3.3.1) la supposer définie sur un voisinage fermé Y de F; soit 8 ]a section
de $*(Y; A) au-dessus de Y qui se déduit de « par P'homomorphisme (1};
comme Y est paracompact on peut représenter g par un élément de CS*(Y; A),
lequel sera, pour des raisons triviales, induit par un élément y de CS?(X; A).
11 est alors visible que la section de $(X; A) au-dessus de X définie
par y induit o« dans Pintérieur U de Y, et a jbrtiori sur F; d’'oit le résultat
annoncé,

Notons que les résultats précédents ne s’appliquent pas seulement aux cochatnes
singuliéres usuelles; en prenant pour J 'un quelconque des ensembles A, du
Chapitre 1, n° 3.1, on obtient des résultats apphcabl&s aux cochaines d’ Alexander-
Spanier (Excmple 2.4.2).

m l.orsque Pensemble A est un groupe abélien, on vérifie trivialement que §°{3{; A)
est un Module sur le faisceau d’anneaux @*(X; Z) [on choisit une fois pour toutes
un point o0& J, et pour tout ouvert U on regarde CS/(UU; A) comme un CYU; Z)-
module en définissant le produit d'une cochaine singulidre « @ CS¥(U; A) et d’une
fonction s & C°(U; 2} comme étant la cochatne singulidgre s — n(s(s)) " 2(s).]

Dans ce cas on voit donc que $7(X;A) est méme un faisceau fin.
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3. 10. — Sections d’une limite inductive

Nous allons démontrer le résultat suivant, qu’il serait intéressant d’étendre,
si possible, A des cas plus-généraux :

Théoréme 3.10.1. — Soit & = lim. md F. une limiie inductive de faisceaux
d’ensembles sur un espace compact X. Alors I’agpkmtwn canonigue

l.lm.lmd. (X)) - FX)

est bijectize. |

Pour montrer que cette application est injective, supposons que

' : s, & alim. ind. &(X)

définissent la méme section de ¥, Comme & est engendré par le ﬁrél‘aisceau
y: U — lim. ind. $,(U),

il existe un recouvrement ouvert ‘fini (U;) de X tel que les restrictions de
s et & & U, soient égales. Or, pour un indice convenablement choisi 1, il
existe sf, f €& (X) qui représentent ¢ et &, et il y a 'des indices A, << X tels
que les sections de & déduites de & et o par # =%, colncident dans U,
Remplagant ) par un indice inféricur & tous les }; on peut donc supposer
que § et 5] coincident dans chaque Uj, donc dans X, ce qui prouve que
s=4.

Pour montrer que Papplication considérée est susjective on va appliquer le
Théortme 3.9.1 au préfaisceau &, Soit donc un recouvrement ouvert fini (Uy)
de X, et des s;@F (U, tels que les restrictions de s; et 5y & Uy soient égales.
Par raison de finitude, il y a un indice X et des sp @%(Uy) qui représentent
les 5y, et la condition de cohérence implique Pexistence, quels que soient ¢ et J,
d’un indice A; <) tel que sa et sp définissent, dans Uy, la méme section
de %,. Remplagant A par un indice inférieur & tous les A; on peut don¢ sup-
poser que sa = sp dans Upy; d’oli une section 5, e&(X) qui induit sp dans
Uy Yélément de F(X) représenté par s, induit évidemment s; dans U}, ce qui
achéve la démonstration.

L théoréme précédent est encore valable si X est un espace de Zariski; on
appelle ainsi tout espace dans lequel toute suite décroissante de parties fermées
est stationnaire. Il est immédiat de voir que cctte propriété équivaut 4 la sui-
vante : fout Sous-espace de X est quasi-compact, i.e. vérifie Paxiome de Borel-
Lebesgue (il suffit méme que les ouverés de X soient quasi-compacts pour que X
soit un espace de Zariski).

Pour établir qu’un espace de Zarigki X vérifie le Théoréme 3.10.1, remarquons
d’abord que, X étant quasi-compact, la premidre partie de la démonstration
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de ce théoréme s'applique sans changement. Considérons maintenant une
section s e F(X); puisque 'on a

F(x) = lim. ind. %,()

pour tout x& X on voit, en utilisant I’axiome de Borel-Lebesgue, qu’il existe
un recouvrement ouvert fini (Us)seiga de X, des indices A, et des sections
s;a % (Uy) qui « représentent » s dans U, Posant V, = U,v ... vU, nous
allons construire par récutrence sur  une section d’un faxsceau &, au-dessus
de V, qui, dans V,, représente s; cela démontrera le théoréme.

La construction étant triviale pour p = 1, il suffit de faire le passage de p &
£ - 1. Prenons donc une section ¢ e%(V,} qui représente s dans V,; dans
V50 Upyy les sections ¢ de & et 5,,, de &, représentent 5 or corame X est
un espace de Zariski il en est évidemment de méme de tout sous-espace de X,
en particulier de V,nU,.,, en sorte que d’aprés la premitre partie de la
démonstration ’homomorphisme canonique

lim. ind, $(V, n Up.y) — F(V,nUps,)

est injectif. Par conséquent, on peut se ramener aucasoll Pon ak =}, et
t =5y, dans VonU,,,, ce qui é&videmment termine la démonstration.

On déduit du résultat précédent que, sur un espace de Zariski X, toule limiie
inductive de faisceaus flasques est un faisceau flasque. Soit en effet F une limite
inductive de faisceaux flasques %, et prenons une section s de & aun-dessus d’un
ouvert U; comme U ext un espace de Zariski, le résultat précédent prouve
Pexistence d'un indice A et d’une section 5 de & au-dessus de U qui repré-
sente 5 dans U; prolongeant 5 & tout X et considérant la section de # qui se
déduit du prolongement de 5, it est clair qu on trouve ainsi un prolongement
de 5 4 tout X, d’ol1 le résultat.

Un raisonnement tout 3 fait semblable montrerait que sur un e.space compact
toute limite inductive de faisceaux mous est un faisceau mo.



4. COHOMOLOGIE A VALEURS
DANS UN FAISCEAU

Dans tout ce § le mot « faisceau » désigne un faisceau dz groupes abdliens.

4. 1, — Faisceaux ditférentiels

Soit X un espace topologique; on appelle faiscear gradué sur X toute suite
4* = (4}, ¢z de faisceaux de base X; on dira alors que ¥* est la composante
de degré n de £*. Si T est un foncteur défini sur la catégorie des faisceaux et 3
valeurs dans celle des groupes abéliens {ou dans toute autre catégorie abé-
lienne), on désignera toujours par la notation T{%€*) le groupe gradué (T(€*)),ex.
En particulier, pour toute famille ¢ de supports dans X, on posera

Te(2%) = (To(¥"))ner

On notera que la somme directe des groupes I'¢(¥*) ne s’identifie pas, en
général, au groupe De(® 4"); c'est évidemment une des raisons pour les-
quelles il es¢ utile de distinguer une sugiz de faisceaux du faisceau somme directe
des termes de la suite. '

Soient 4* et M* deux faisceaux gradués de base X; un homomorphisme de degré ¢
de %* dans M* est une suite = (f*} d’homomorphismes de faisceaux
f* 9 - M+r; pour r = ( on obtient les homomorphismes de 4* dans W%, ce
qui, moyennant des définitions évidentes, permet de parler de la catégorie abé-
lienne des faisceaux gradués de base X.

On appelle faisceau différentiel (ou faiscean de complexes) sur X tout faisceau
gradué £* muni de la structure définie par la donnée d’un homomorphisme
d: 2% — 4* d’un certain degré r, et vérifiant 4% = . Sauf mention explicite
du contraire nous supposerons toujours r = 4 1, ce qui ne restreint pas la
généralité,
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Soient £* et Jb* deux faisceaux différentiels; on dit que M* est un sous-
faisceaun différentiel de £* si Pon a db* c %" pour tout n et si la différenticlle d
de Jdb* est induite par celle de ¥, Iautre part, on appelle hsmomorphisme de 4%
dans Ab* tout homomorphisme de faisceaux gradués, de degré 0, commutant
avec les différentielles de €* et Mb*. On peut évidemment parler de la caté-
gorie abélienne des faisceaux différentiels de base X.

Soit £* un faisceau différenticl; nous poserons toujours

d
F(@*) = 20 = Ker(1r = ¢+1)

B(4*) = B = Im(f—1-% 9n)
367 (8%) = T (4*) B (L*),

la derniére définition ayant un sens en vertu de d® = 0. On dit que %" (¥%)
est le faisceau dérivé de degré n de 2*,

Soit T un foncteur covariant additif défini sur Ia catégorie des faisceaux de
base X, et 4 valeurs, par exemple, dans celle des groupes abéliens. Pour tout
faiscean différentiel ¥*, e groupc gradué T(4£*) est canoniquement muni
d'une différentielle T{d) = 4 : T{4") — T(4"+3) (la relation T(d)? = 0 pro-
venant du fait que T est supposé additif ), en sorte que T{%*) est non seulement
un groupe gradué mais un complexe; il en est ainsi par exemple de 1'o(4*),
et de £*(A) pour toute partie A de X. Un cas particuliérement important est
celui ot T est exact & gauche; dans ce cas, de la suite exacte

0—:-%";’;—52""‘3{5{"“'1
résulte la suite exacte
0 > T(Z) — T() -» T(&+1);

donc on peut identifier canoniquement T(Z™) au groupe des cocyeles de degré n de T(4%),
ce que nous ferons toujours; par contre, T(®"), qui se plonge canoniquement
dans T{4*}, ne s’identifie pas au groupe des cobords de degré = de T(2*); on
peut seulement dire que T(8") se plonge dans le groupe des cocycles de degré
de T{g*).
Si par contre T est evact, la situation est beaucoup plus simple; des suites
exactes

0= 2 = 4 = 1 = 0

D3 - 2" > X —

on déduit par T des suites exactes analogues, en sorte que le groupe des cobords
de degré n de T(¥*) n’est autre que T{®"), et que

HYT(#%)) = T('(#*)) i T est exact.
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Par exemple, pour tout point x de X, on a un isomorphisme canonigue

| FA(* () = %n(9%)(2) |,

ce qui permet en principe de calculer facilement les faisceaux dérivés de €*.

On peut encore les calculer comme suit, Il est clair que les faisceaux %" et #*
sont engendrés par les préfaisceaux

U - 0@ (U), U - B@*U)),

le premier étant d’ailleurs déja un faisceau. On en conclut que le faisceau
dérivé H(L*) est engendré par le prifaiscean

U — H#*(U))

(il suffit pour le voir de remarquer que si Pon a une suite cxacte de préfais-
ceaux, les faisceaux engendrés forment encore une suite exacte, 4 cause du fait
qu'une limite inductive de suites exactes est encore exacte).

4, 2, — Résolutions d’un taisceau

Etant donné un faisceau & de base X, on appelle résolution de b (o plus' préci-
sément, résolution cohomologiqus de &) toute suite exacte de faisceaux, de la
forme

(1) 0> adtolad
Une telle résolution définit de fagon évidente un faiscean différentiel £* = (¢*),
avec d’ailleurs ¥ = 0 pour # < 0, et les faisceaux dérivés correspondants sont

donnés par
HEY =0,  HME¥) =0 pour nsk (.

81 T est un foncteur covariant additif & valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens, T(£*)} est alors un complexe de cochafnes, et 'on a un homomorphisme
canonique de T(&) dans le groupe des cocycles de degré 0 de ce complexe;
si T est exact 2 gauche, 'T(M) s’identifie 3 ce groupe; et si T est exact, alors T(€*)
est une résolution de T(A} : par exemple, $*(x) est, pour tout xeX, une
résolution de M(x).

Puisque les faisceaux dérivés de £* sont engendrés par les préfaisceaux
U — H*£*)(U) on voit que, pour vérifier que (1) est une résolution, il est
nécessaire et suffisant de vérifier les conditions suivantes :

(@) les sections de K s’ appliguent biunivoquement dans les sections de 4°;

(b) soit 5 une section de ¥ au~dessus d’un owvert U; pour que ds = O il faut et il
suffit que 5 soit une section de Jo; '

() soit s une section de $™(n 2> 1) au-dessus d’un ouvert U pour que ds = 0 il faut
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e il suffit que, dans tout ouvert V < U suffisamment petst, il existe une section s' & $-1(V)
telle que Uon ait s = ds’ dans V.,

Considérons deux faisceaux b et #, un homomorphisme f : & —+ %, deux
résolutions €% et #o* de b et B, et un homomorphisme de faisceaux différen-
tiels g : * — M*; nous dirons que g est compatible avec f si le diagramme

Jo—f;-ﬁ

b e,

ol les lignes verticales désignent les injections canoniques, est commulatif..
Donnons pour terminer des exemples de résolutions.

Exemple 4.2.1. — Soit X un espace topologique quelconque, et soit A un
groupe abtlien, identifié au faisceau simple de base X et de fibre A; alors les
faisceaux de cochaines d’Alexander-Spanier de X 3 valeurs dans A (Exemple
2.4.2) constituent une résolution de A.

Exemple 4.2.2. — Soit X une variété différentiable; alors les faisceaux Q°
constituent une résolution du faisceau simple de base X et de fibre B (Exem-
ple 2.4.1).

Exemple 4.2.3. — Supposons donnée, sur un espace X, une résolution
. 022 >4 -4 > .
du faiscean simple de base X et de fibre 2, groupe additif des entiers rationnels,

et supposons que les faisceaux %" soient sans torsion (i.e. que les groupes abé-
liens £*(x) soient sang torsion); alors pour fout faisceau & sur X la suite

0 >ZQJ =+ Qb - PR H — ---

est exacte comme on le voit en considérant les groupes ponctuels; par consé-
quent, le faisceau différentiel £* @ b constitue une résolution de . °

4. 3. — La résolution canonique d*un faisceau

Soit b un faisceau de base X; nous désignerons par la notation €*{X; &) le
faiscean des germes de sections non nécessairement continues de Jo; une section de
€{X; &) au-dessus d’un ouvert U est donc une application s de U dans I'es-
pace étalé S, assujettie & la seule condition de vérifier p(s(x}) = x pour tout
x & U; on définit de fagon évidente les opérations de restriction dans €9(X; ).
11 est clair que Pon a une injection canonique

Jid = (X h)

et que le faisceau € (X; &) est fasque (cf. n° g.1).
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Nous allons maintenant définir des faisceaux €(X; &) comme suit :

X3 ) = OB (X ) ot B(X;d) = O A/
(X 0) = OO B(X: b)) ol BH(X; ) = (X5 ) [E (Xs)s

et ainsi de suite indéfiniment. Tous ces faisceaux sont Hasques.
On a de plus des homomorphismes

ek — CrEX A
en composant la surjection
(X5 k) — B (X3 k) = O/ )
avec I'injection
XA > X)) == X2 (XK ),

et il est clair, par construction méme, que I'on a la suite exacte
i d S d
0 = & = XA = CXGA) = oo

autrement dit, nous avons construit canoniquement une résolution de & par des
Saisceaux flasques; on la désignera par €*(3; &),

Pour toute famille & de supports dans X, on posera de plus

| CHXs &) = Ta(e*(X; &) |

On peut regarder les applications
b — C¥(X; b)), Ao — CEX; W)
comme des foncteurs covariants et additifs définis sur la catégorie des faisceaux,

et & valeurs, le premier dans la catégorie des faisceaux différentiels, le second
dans la catégorie des complexes de cochaines, Ces fonrcteurs sont exacts.

Considérons en effet une suite exacte
0 - - b =4 =05

pour tout ouvert U on obtient évidemment une suite exacte

0 - [ #@® — [I #x — [ #(x) = 0;

ag T =€ =g
cela prouve que

0 — OX;H) > (X3 h) - OX; &) — 0

est une suite exacte de préfaisceaux, et g foriiori de faisceaux; par passage au
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quotient on obtient donc la suite exacte
0 - F(X; H) > FX; b)) - BN — 0,
d’oly, en raisonnant par récurrence, l'exactitude des foncteurs
b = C(X; b)),
L'exactitude des foncteurs
b - CG(X; )
résulte de 14 et du Théoréme 3.1.3.

Remarqne 4.3-1. — Désignons provisoirement par A* = (A"} la résolution
canonique d’un faisceau A; nous allons montrer que, pour tout zeX I
complexe augmenté h*(x) est homotopiquement trivial.

Posant £* = %*(X; &) il suffit (Chapiire 1, Théoréme 2.4.1) de montrer que
pour tout r, 8(x) est facteur direct de €*(x); comme dailleurs &* = €°(X; )
il suffit de faire Ia démonstration pour # = 0; mais il est clair qu'on obtient
une projection de A%(x) sur A(x) en associant 3 un germe de section (non
nécessairement continue) de & en ¥ 1a valeur qu'il prend en x; d’oll notre asser-
tion,

Remarque 4.3.2 (}). — Il est possible de donner des sections des faisceaux
M =CP(X; k) une construction explicite les rattachant aux cochaines
d’Alexander-Spanier,

Considérons un ouvert U de X; une section de A* dans U est évidemment une

fonction
% — J (%) @ Mo(x,}

définie dans U, et par ailleurs quelconque.

Onad :
a d’autre part e O M),

de sorte qu’une section de A dans U est une fonction f(x,) 3 valeurs dans les
groupes quotients &®(x,)/\hb(x,). Or d’aprés la Remarque précédente, A°(x)
est somme directe de A{x) et du sous-groupe ®P(x) formé des germes de sec-
tions (non continues) de & en ¥ qui, au point ¥, prennent la valeur o; on peut
donc représenter une section f de & dans U comme une fonction

%o — f(x) aTe(x).

() Lalecture de cette Remarque est inutile £t mAme nuisible pour la compréhension
de ce §; on ne gen servira pas avant le § 6, ol elle ne jouera du reste qu'um réle
tout 3 fait secondaire,
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On notera d’autre part que ’éément f(x,) @ %%(x,) se représente (non
biunivoquement) par une application

2 [ (%0 %) @M(%)

définie dans un voisinage ouvert U(x,) de x,, et nulle pour ¥, = ¥,; par suite
les sections ds W au-dessus de U sont les fonctions

S (50 1) @ o(xy),
nelU, xeUlx),
J(%s %) =0 pour tout x,@U;

en ouire deux fonctions f' et f* définissent la méme section de M dans U si et seulement
st tout xq@'U posséde un voisinage V(x,) el que Don ait

Filto ) =" (F 1) por  xy&Vixy).

La construction précédente permiet de plus d’expliciter opérateur d: &% —> M,
Partons en effet d’une section f de A", au-dessus de U, i.e. d’une application

définies pour
et telles que

xp = f{x)eh(x), xaU;

df est 1a section de A%/& déduite de f par passage au quotient; si donc on repré-
sente df comme une fonction & valeurs dans les groupes variables %°(x,}, on
aura

d&f (o) == (%)  mod.A(x),

off bien entendu f(x,) @A’(%,) est le germe de section continue de &°
défini par f en x4 Or représentons 4f {x,} par une application

¥ = df (% %) @ b(x;)
définie au voisinage de x,; la relation précédente exprime simplement que la
section .

% = df (0, %) —f (1)

' de Jb est continue en x,; comme df(xy, %o} = 0, I'application précédente est
nécessairement égale, au voisinage de x, A la section continue de & qui, en x,,
vaut f{x,}; si nous désignons par

# > f(%) ()

I'une quelconque de ces sections, définie dans un ouvert U(x,), nous obtenons

donc la formule
' df (woa) =S (s} —S (%) (%)
valable dans un ensemble de la forme x,a U, x; @ U(x,).
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Enfin, puisque A* = C*(X; AMA), le¢ méme raisonnement que plus haut
montre que pour tout x, M(x) est somme directe du sous-groupe B{x} = ¥e®(x)
et du sous-groupe ¥l(x) formé des germes de sections (non continues) de %!
qui, en x, prennent la valeur o.

5i P'on représente une section f(#g, x,} de M par une applicétion
%o — flx;) @M%},

il est clair que le germe f(x) ® M(x) défini par £ en x appartient & Wi{x) si et
seulement si f(x) = 0; comme f{x) est, au point x, le germe de section (non
continue} de & défint par I’application x;, — f(x, #;), on voit que la relation

Slx) e W (x)

équivaut au fait que Pon a f(x, #;) = o lorsque x, est assez voisin de x.
Avant d’étendre ces résultats 4 un degré # quelconque, notons qu’en posant
%P = TP(X; &) = MP1{%P~1 on a la relation

& = (X ;2P)
et par suite que, pour tout x, M(¥) est somme directe du sous-groupe
Er(x) = M1 (x)/TP4(x) et dusous-groupe WP(x) forme des germes de sections
non continues de %° qui prennent la valeur o en x, Cela dit, nous allons démon-
trer par récurrence sur p les asgertions suivantes :

(ap} : toute section de WP au-dessus d*un ouvert U peut se représenter par une fonction
S (%05 15 ooy 2p) @N(xp) nulle dis que x, = %, et définie dans un ensemble de la forme

(1) 22U 2,2 U(xg); voo3 268 U(Xg seves Xp—y)s

ot Don désigne d’une manidre générale par U(x,, ..., x;) un ouvert contenant x, et dépen-
dant de x,, ..., xy; de plus, deux telles fonctions f' et f* définissent la méme section de WP
si et seulement si elles coincident dans un ensemble de la forme (1)
(bp} : Phomomorphisme d : B~ — NP est donnd par la _formule

I=p—=i

(2) Af (5yeress) = O (= DV STy By ey %)
" i %' ) + (— I)Pff(xo, vees Xp—1) (%p)s

O f (%g, vy Xp—1) (%p) désigne la valeur au point xp d*une section continue de Jo dans un
ouvert U(xy, ..y Xp—1), €f égale 2 f(%gy vony $p—1) pottr xp =2, ;

(co) : s0it f une section de WP a voisinage d’un point x, représentée par une fonction
(%0, %1y ooy £p) & Mo{xp); poutr que le germe flx) & M {x) défini par f en x soit dans le
sous-groupe Yor(x) il faut et il suffit que Uon ait

(3) Slx, %y ery %5} = O
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dans un ensemble de la forme
xeU,xaU(x),...,5&U(ry, ... .5—5),

ot U est un voisinage de x.
Il nous suffit de démontrer que si les assertions précédentessont vraies pour p—1
elles le sont pour p. Prouvons d’abord (ap). Soit f une section de ,? dans U, i.e.
une section non continue de %P dans U; en vertu des isomorphismes cano-
niques ZP(¥) = WP—'(x) on peut représenter biunivoguement f par une appli-
cation
% > flxo) @' (x), xeU;
or d’aprés assertion (c,—,), f(*,) est représenté par une application
| (xb reey xp) - f(xos R TR x!) “b(xP)
définie pour %, & U(xy), ..., #p@ U(xg, ..oy %p—;} et que 'on peut évidemment
supposer nulle dés que x; = x4, puisque f(x,) @P—*(x,}). L’assertion (ap)
résulte immédiatement de 1.
Soit maintenant J une section de AP représentée par une fonction
S0 - oes %p4)5
on va calculer la fonction df{x, ..., #;) qui représente la section df de &?. Si 'on

représente df par une application x — df(x) & W*—(x), on aura évidemment
la relation '

() =F{(2) mod, Tr~1(xy),

o f (x) @ kP=1(x) est le germe de sectionde &P—* défini par f en x. Mais I'on
- sait par exactitude que

Bo=1(x) = d(TP—(x));
donc nous devons exprimer qu’il existe un germe

£ (%) € Tor—3(xg)

tel que

df (x0) =7 (xe) + d2 ().
8i lon représente F(x,) par une fonction g(xg, %), .., ¥p—;} définie pour
x & U(x,), etc... Passertion (a,—,) et ’assertion (5,_,} montrent que la rela-
tion précédente s’écrit
df(er -+ oy %8} = S (%15 << s %)

f=p—i

‘+' 2 (_' I)i*lg(xm Lo TRERN v'eb vy xp) + (_ I)p+1g(x0: .y xp—i)(#p)

k=3
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et doit étre valable dans un ensemble de la forme habituelle. Nous allons
déduire de 14 ’assertion (5,). .

D’apris (c,—,) on peut en effet supposer g(xq, #;, ..., Xp—a) nulle dés que ¥y = ;3
et il en est nécessairement de méme de 4f(x,, #;, ..., X} en vertu de {2;) que
nous avons déja établi; faisant ¥, = x; dans la formule précédente il reste donc

0 == f(xps %2 o0 %p) + £(%0s ¥a> +o0r %p)s

relation valable dans un ensemble de la forme »,&U(x,), ...; en remplagant
£ par la valeur que nous venons de trouver dans la relation qui donne df on
obtient Passertion ().

Considérons enfin le germe f(x) e &P(x) défini par une section fde & au
voisinage de x; représentant f par une fonction f(x,} € TP—2(x,), la relation
Fx) atr—1(x) équivaut ala relation f(x) =0; or le germe f(x) s &P~1(x) est
défini par la fonction f(x, g, ..., ¥p—,) des variables x,, ..., xp_,; I'assertion (cp)
résulte donc de Passertion (¢,—,).

On notera I'analogie existant entre la formule (2) et celle qui donne la diffé-
rentielle d’une cochaine d’Alexander-Spanier (Exemple 2.4.2); une différence
notable entre la situation actuelle et la situation classique est la condition

S (%0, % %3, ey %) = 0

imposée aux cochaines considérées ici; nous montrerons plus loin (n° 6.4)
qu'en supprimant cette condition, on obtient une autre résolution de & par
des faisceaux flasques, et présentant de plus une structure « semi-
simpliciale » naturelle, ce qui n’est pas le cas de la résolution canonique,

4.

Cohomologie & valeurs dans un faisceau

Etant donnés un espace X, une famille & de supports dans X, ¢t un falsccau X
de base X, nous poserons

H3(X; &) = HYCR(X; &)

ws

si Pon a un homomorphisme f : o — & on en déduit de fagon évidente des
homomorphismes

S HXG h) - Hy(X; &)

Théoréme 4.4.1. — Les foncteurs b —Ta (h) et % —HY(X; A) sont isor
morphes.

Car de la suite exacte
0 > &+ o0t &) £ ex; )
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et du fait que I'y est exact & gauche résulte la suite exacte
F d
0 = Talh) + C3(X;h) = CO(X; ).

Théordme 4.4.2. — A touts suite exacte de faisceanx
0>a >+ ad w0
correspond une suite exacte de cohomologie de la_forme

. "
. 0 To(A) che Lo (&) £ Ta{M") 2 H(X; &) LAl caag
de plus, si Por a un diagramme commutatif de suttes exactes
0> >b>M >0

Py
03 >8> & -0,

les diagrammes
Hi(; 4 = HE 0 )
Hi(X; 8") — H3*1(X; &)
sont commutatifs. '

La suite exacte de cohomologie provient du fait qu’on a une suite exacte de
cotnplexes .

0 - C(X; ) — C3Xsh) — GIX; ") — 0.
La seconde partie du Théordme s’obtient en écrivant le diagramme commu-
tatif de complexes correspondant au diagramme donné,
Corollaire — Soit 0 & — b — X' =0 une suite exacls de fatsceaux de base 3.
Pour gue la suite corvespondante
0 - Ta(l') — Do(hk) — Te(h") — 0
soit exacte il suffit que Hy(X; &) = 0.
Théoréme 4.4.3. — Soient X un espace fopologique, ® une famille de supports
dans X, et Jo un faisceau dz base X, On a
H}{X; 6) =0 pour n > 1
dans les dewx cas suivants !
(a) : le faisceau So est flasque;
(b) : la famille & est paracompactifiante et Jo st @-mou.
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Ecrivons en effet la suite exacte
0= & = O03GA - XA —~

dang le cas (4} fous les faisceaux qui y figurent sont flasques : on peut donc
appliquer le Théoréme 3.1.3; dans le cas (B), tous les faisceaux qui y figurent
sont &-mous : on peut donc appliquer le Théoréme 3.5.4; d’otr les résultats
annoncés, '

Notons encore le résultat suivant, qui nous sera utileau § 5 :

Théoréeme 4.4.4. — Soit (F)ier une famille localement finte de faisceaux de base X,
et F le produit direct des F,. On a des is‘omo_rphin’ms canoniques

HVX;9) = [[ B*(X;9.)
tex

11 suffit pour cela de montrer qﬁ’on a des isomorphismes canoniques
ex;9) = [T e(xsa)
car alors, d’aprés la définition d’un produit direct (n® 2.6), on aura
r(erX;9)) = [T rietX;2))
et le théoréme s’cbtiendra en obsexvant que, si I'on a une famille quelconque
de complexes, Phomologie du produit direct est le produit direct des homo-

logies des facteurs. :
Etablissons d’abord isomorphisme cherché pour n = 0. 8i U est un ouvert

e(X;9) (U Hs(x),

mais comme la famille donnée est localement finie il vient
F(x) = ﬂ F(%),
et par suite €
eX;9) (U) = 1;[01;[ Fi() =£! nl;gjsi(x) = g e(X;9) (U),

d’oli notre assert.lon,

It est clair que les €(X; F;) forment eux aussi une famille localement finie;
par conséquent, en utilisant le résultat précédent et cn effectvant le produit
direct des suites exactes

0 = 3 - X;8) > 3(X;9) -0
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on trouve un isomorphisme canonique

B(X;9) = [] #(X;9);
ieL
comme il s’agit d’un produit localement fini, le résultat relatif au foncteur 9,
appliqué 4 la formule précédente, donne un isomorphisme canonique

(X; ) = Hci(x %).

En poursuivant indéfiniment, i.e. en raisonnant par récurrence sur le degré =,
on parvient évidemment au résultat cherché.

4. 5. — Les suites spectrales associ€es 4 un faisceau difiérentiel

Soient X un espace topologique, & une famille de supports dans X, et £* un
faisceau différentiel dans X, Considérons le groupe bigradué

K = K(#*) = Gy(X; %) = ), C3(X;4;

on peut le considéver comme un complese double en définissant la différentielle
. 4G (X9 — CPPV(X; 9

4 I'aide de la différentielle du complexe C}(X; %), et en définissant

) d" CR(X;40) — CP(X;40+)

comme étant, au facteur (— 1)? prés, homomorphisme déduit de la diffé-
" rentielle ¥f - ®+1 de $*; de cette facon la relation 4'd" | d'd' = 0 est
vérifie, et I'on peut définir la différentielle totale d =4’ -+ d* de K. Bien
entendu on peut aussi considérer K comme un complexe simple en utilisant d
et la graduation par les sous-groupes

-3 .

Rig=n
Nous allons calculer les deux suites spectrales de K (Chapitre 1, n° 4.8), ou du
moins leurs premiers termes.
On sait que ]a premidre suite spectrale est donnée par

'Efr = "H('H'(K)),

ol *H?(K) est la d* - cohomologie de degré ¢ de K muni de sa seconde gra-
duation, et ot ‘HP{"H¢(K))est la d'- cohomologie de degré p du complexe
*He¢(K), muni de la graduation déduite de la premiére graduation de K et de
la différenticlle déduite de d'.
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Nous devons done, pour obtenir les termes de degré p de "H?(K), calculer 1a
cohomologie de degré ¢ du complexe

ChX;2%) = ), CE(X; )
-
muni de la différentielle induite par celle de €%, au facteur (— 1) prés. Or le
foncteur o — C8{X; &) est exact; on a donc, d’aprés la fin du n° 4.1, un iso-

morphisme canonique de la cohomologic de degré ¢ du complexe en question
sur le groupe CR{X; #9(%*)); autrement dit on a la formule

BT = CR(X; %2(¢*)),
la différentielle 4, étant induite par d’; en conséquence il vient

(1) "Rgr = HE(X; #9(2*%)) |

De méme, on a "Eff = "H?('H?(K)); ici, ‘H¢(K) est la d'-cohomologie de K
muni de sa premiére graduation; les termes de degré p de ce groupe consti-
tuent donc le groupe H{(X; ¥°) :

"Ep7 = H3(X; #7);
et pour calculer le terme E,, on forme le complexe

HY(X; %) = Z Hy(X;29),

muni de la différentielle induite par celle de €* (au signe prés), de sorte qu'il
vient finalement

(2) By — H»(m(x;se*))J.

Ces formules sont fondamentales,

On observera que Iz seconde filtration de K est toufours régulidre et qus la premiére
Jiltration de X est végulidre dbs que Uon a

(3) ' =0 pour n<n,

On observera d’autre part qu'on a en particulier

(4) "Ef* = H?(Pa(4*})

d’otr I'on déduit un homomorphisme canonique
(5) H?(Ta(2*)) - HA(K);
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celui-ci résulte du fait que la premitre graduation de K est positive. D’aprés
la théorie des suites spcctrales on peut encore I'obtenir comme suit {(Cha-
pitre 1, n° 4.8) : dans le double complexe C3(X; £*), les éléments de premier
degré 0 annulés par 4’ forment un sous-complexe relativement 2 la seconde
graduation et & d', soit 'Z%; Pinjection canonique 'Z%* — K définit des homo-
morphismes "H?("Z%*) — HP(K) qui ne sont autres gue les homomorphismes
'Ef* -+ Hp(K). Or, ici, 'Z°* n’est autre que T's(¢*) moyennant Pinjection
Po(h) - CL(X; &) valable pour tout faisceau &; on voit donc que les homo-
morphismes (5) sont dédutts de Ihomomorphisme de complexes

(6) To(9*) - K.

4, 6. — Théorémes fondamentaux

Reprenons les homomorphismes (5).; si les “Ef? sont nuls pour ¢ 3> 1, ces
homomorphismes sont bijectifs puisque la seconde filtration de K est réguliére;
tenant compte de la premitre suite spectrale on obtient donc le résultat sui-
vant :

Théordme 4.6.1v. — Soient X un espace topologique, ® une famille de supports
dans X, ef €* un fatscean différentiel sur X. Supposons que les complexes HY (X ; 4%)
sofent acycliques en tout degré pour g 2» 1. Alors il existe une suite specirale dont le
terme By est donné par

g = HY(X; 4e(2%))
et dont le terme By, est le groupe gradué assvcié & une filtration convenable de la cohomo-
logie du complexe T'o(4¥).
Considérons maintenant un homomorphisme de faisceaux différentiels

Jr1 9% - Mo¥;
il en résulte un homomorphisme de doubles complexes
Ca{X;9%) - C3(X; M%)

et des homomorphismes des suites spectrales correspondantes, lesquels sont
d’ailleurs induits par f de fagon évidente compte tenu des formules du n® pré-
cédent. Or on sait (Chapitre 1, Théoréme 4.3.1} que si les homomorphismes
"By — 'Eq induits par f sont bijectifs, et si les premitres filtrations sont régu-
li¢res, I’homomorphisme de la cohomologie totale du premier complexe dans
celle du second induit par f sera aussi bijectif; par suite, nous obtenons le
résultat suivant : '

Théoréme 4.6.2. — Soient X un espace topologique, ® unt famille de supporis
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dans X, et f : £F — Mo* un homomorphisme de fatsceaux différenticls de base X. Sup-
posons réalisées les condittons suivantes :

(a) les homomorphismes ¥61(4*) — HI(M*} induits par f sont bijectifs;

(B) pour tout ¢ > 1, les complexes HY(X; €¥) et HE(X; Mo*) soni acycliques en tout
degré; :

(¢) les faisceaux gradués 4* of Wo* soni bornés inférieurement.

Alors les homomorphismes }
HA(To(#%)) — He(o(dh*))

induits par f sont bifectifs.
On notera que la condition (5) est toujours réahsec en vertu du Théoréme 4435
dans les deux cas suivants :

(0") les faisceaux ¥°, M sont flasques pour tout #;

(¢ la famille & est paracompact.lﬁante, et les faisceaux ¥, #" sont #-mous
pour tout #,

En ce qui concerne la condition {¢), nous montrerons au n® 4.13 qu’on peut
la. supprimer pourvu que I’espace X soit « de dimension finie » ¢n un sens que
nous préciserons — & savoir, 8’il existe un entier s tel que Pon ait HE(X; &) =0
pour tout p = n et foul faiscean b de base X,

4, 7. — Application aux résolutious
Soit
0= & >4 > ..

une résolution d’un faisceau /b; on peut appliquer les calculs précédents au
double complexe

K%)= CH(X;4%) = ) CB(X;9;
P20
g0
on remarquera gue cette fois on a deux homomorphismes importants, qui
sont du reste injectifs :
(0 (X 8 & C‘-«'»(X #¢) Lo roe¥);

Pimage de §* est év-idemment Pensemble des éléments de second degré 0
annulés par 4%, et 'image de §* est I'ensemble des éléments de premier degré 0
annulés par d*; les homomorphismes correspondants

(2) Hy(X;h) 1> H(K) L= Ho(ro(2%))
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Sidentifient donc aux homomorphismes
By > HME) « 'ER,

valables pour tout complexe double posiiif; moyennant les formules du n° 4.5
et Pidentification de & 2 #*(%*),

On observera qu’ici les groupes -
'Ege = HE (X; #9(2%))
sont forcément nuls pour ¢ 2» 1; par conséquent les homomorphismes
FEHX8) - HAK)

soni é;}'@cﬂﬁ, ce qui en tenant compte de §'* conduit 4 des homomorphismes cano-
niques

(3) | HM(Pe(4%)) — HH(X; 4)

difinis pour toute résolution £* de Jo.

Bien entendu, on a méme en £2it un résultat beaucoup plus complet : il existe
une suite spectrale pour laquelle

Egr = He(HY(X; €*))

et dont le terme E_ est le groupe gradué associé 3 une fillration convenable de la ®-coko~
mologie de X 2 valewrs dans Jo.

Indiquons rapidement comment on peut obtenir Phomomorphisme (3) par
des considérations élémentaires. Posons

29 = Ker(47 —» @9+1);
les suites exactes
0 > % > 9 » T+ 0

et le Théoréme 4.4.2 conduisent 4 des homomorphismes
(4) S:HR(X; 87+ - HPHY(X;%9);
d’oll successivement '

Te(3) = HY(X; ) — HH(X;5'—1) — HIX; 5 —... .
= H3(X;2) = Hy(X; .4}
i.e,, en composant les résultats obtenus, on obtient un homomorphisme

Io(3") — HA(X; &); cela dit (3} provient de Phomomorphisme qu’on vient
de définir et de 'homomorphisme surjectif a(E*) — H*{I's(%£*)).
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Etudions maintenant les principales propriétés des homomorphismes (3). La
premidre de toutes est évidemment celle que voict

Théoréme 4.7.1. — Soient X un espace topologique, © une famille de supports
dans X, et €* une résolution d’un faisceats Jo. Les homomorphismes canoniques

HTs(£%)) — H(X;4)
sont bijectifs dans les deux cas suivanis :
(a) les faisceaux €2 sont flasques pour fout q;
(5) la famille @ est paracompaciifiante et les favsceaux 49 sont B-mous pour lout g.
Plus généralement, ces homomorphismes sont bijectifs dés que Pon a

HP(H(X; €*)) == 0  pouriont g > 1 ettoutp > 0

Bxemple 4.7.1. — Soient X un espace topologique, & une famille paracompac-
tifiante dans X, et A un groupe abélien. Les cochaines d’Alexander-Spanier
de X 3 valeurs dans A forment une résolution F*(X; A) de A par des faisceaux
©-mous; donc on peut calculer les groupes H5(X; A) & Paide des sections & support
dans ® du faisceau différentiel F*(X; A) (cf. Exemple 3.9.2 pour une définition
explicite de ces sections).

Exemple 4.7.2. — La famille & étant paracompa.ctlﬁante, prenons une réso-
lution
0 +2 - D % ..,

de B par des faisceaux - fins et sans forsion; alors, quel que soit b, le faisceau
différentiel $* @ & est une résolution de % par des faisceaux ®-mous (cf. Théo-
réme 3.7.3); donc on a des isomorphismes canonigues

H3(X; &) = He(Do(2* ® 1)),

Exemple 4.7.3. — X étant une varidté difjérentiable on a une vésolution du fais-
ceau simple R A Paide des faisceaux O de germes de formes différentielles; ces
faisceaux sont ®-mous pour toute famille paracompactifiante ®; donc les
groupes HE (X R) penvent se calculer en formant la cohomologie du complexe des
Sormes différenticiles de X & support (%) dans & (Théortme de de Rham}. On pourrait
aussi utiliser les cowrants au lieu des formes différentielles. On voit donc que,
si X est paracompacte, les propriétés suivantes sont dquivalenfes pour tout
entier p :

(%) Soit w une forme différenticlle de degré p sur X; en tant que section du faiscean Qe,
le support de w est le plus petit ensemble fermé {w] tel que «» induise dams X{o| la sec-
tion 0 de Q#; i.e. tel que la restriction 3 X-u| de la forme différentielle « soit nulie.
On retrouve donc bien la notion usuelie de support d*une forme diffé¢rentielie.
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(@) dans X, toute forme différenticlle fermée de degré p (dw = 0) est exacte
(v = do);

(b) 1a cohomologic réelle de degré ¢ de X est nulle.

On voit que la question de savoir si, pour dw = 0, on peut résoudre Péquation
® = dw, dépend uniquement de la structure fopologique de X. Une étude plug
détaillée des formes différenticlles, en liaison-avec la cohomologie singulitre,
figurera dans le second volume de cet ouvrage; nous n’avons voulu donner ici
que le résultat le plus élémentaire,

Poursuivons I'étude générale des homomorphismes (3).

Théoréme 4.7.2. ~— Soient X un espace topologique, © une famille de supports
dans X, ot £%, Mo* deux résolutions de faisceaux Jo, ®. Supposons donné un homomor-
phisme g + 8% > Wo* induisant un homomorpkisme f : o — B. Alors les diagrammes

HY(Po(#)) 5 HA(Pa(¥))
. ¥
- H(X4) & Hx;e)
soni commuiaiifs. )
11 suffit pour le voir d’examiner le diagramme commutatif
C30K;4) > CBCK;#) < Tu(e?)
CHX;®) - C(X;M*) < To(M*).

Exemple 4.7.4. — Sila famille @ est paracompactifiante et si £* ¢st une réso-
lution de Z par des faisceaux $-fins et sans torsion, alors, modulo les identifi-
cations expliquées plus haut (Exemple 4.7.2) on peut calculer

F* i Hy (X5 ) - Hy(X; )
en considérant ’homomorphisme 1 @ f: 4* @ b — ¢* @ & et les homomor.
phismes
HNTo(€* ® &) — HYT'o(4* ® %))
qui s'en déduisent de fagon évidente.

Enfin, les opérateurs 3 associés aux suites exactes de faisceaux peuvent aussi se
calculer 4 I'aide de résolutions :

Théoréme 4.7.3. — Soient X un espace topologique, & une famille de supporis
dans X, et &', 2, &' des résolultons de faisceaux N, fo, N, Suppesons qi'on ait un
diagramme commutatif de suites exactes -

0> & >+ o> A0

Y .
0 ¥ o @ > & - 0;
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enfin supposons que la suite corvespondante
soit exacte (Ce qui est toujours le cas si les résolutions considérées sont formées de
faisceaux flasques, ou &-mous). Alers les diagrammes
8
() - Hees(ra(e))

Hy(X;0)  H3(X;0)
sont commutatifs.

Il suffit pour le voir d’écrire le diagramme commutatif de suites exactes suivant,
et de passer aux suites exactes de cohomologie correspondantes :

0 — (X5} = Ca(X;h) — Co(X;8") — 0
0 > G(X;¢) —~ é&(X;Q) - Cy(X;#) -0
0 — Ds(¥) - ITq.(Sf) - ITo(QZ‘) -0
Exemple 4.7.5. — Soit £* une résolution de Z par des faisceaux ¢-fins et

sans torsion; alors la suite exacte de cohomologie se déduit de la suite exacte
de complexes

0 > To(@* @ &) — To(€* @ %) — I'e(%* @ &) — 0
modulo les identifications faites dans I'Exemple 4.7.2.

4. 8. — Caractérisation axiomatique des groupes de cohomelogie

Soient un espace topologique X et une famille ¢ de supports dans X, Nous
allons montrer rapidement, sans entrer dans des détails fastidieux et par
ailleurs triviaux, comment les propriétés des foncteurs HZ(X; &) exposées
an n® 4.4 permettent de caracidriser ceux-ci 4 des isomorphigmes prés.
Supposons en effet donnés deux foncteurs additifs covariants

b = HYy (X ) et &+ "H3(X; ) (n=0,1,...)

A valeurs dans la catégorie des groupes abéliens, et satisfaisant aux théorémes
du n° 4.4, & savoir :
(1) on a des isomorphismes de foncteurs
“ F:To(d) — HY(X; k)
J: Pa(f) — HYX;H);
(IX) & toute suite exacte
0>wLaftw—o
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sont aitachés des homomorphismes

3 HR (X &) — HIH(X; )
B HR (X)) = THIH(XGN)

dépendant fonctorieliement de f et g, et des suttes exactes

W HR(X M) & HEOG ) ’I—I“"‘(X .,\,') > HRH(X; ).
(XN B HR G S e ) D ).
(III) : en a

HY(X;h) = H3(X; ) =0 pour #3>1

dis que Jo est flasque.
Nous allons prouver que, dans ces conditions, il existe des ssonmrpkmm de
foncteyrs

T HY (X ) — "Hy (X 0)
compatibles avec les opérateurs 3’ et 3",
Tout d*abord la condition (I) donne immédiatement un isomorphisme
To:'HY > 'HS,

Procédant par récurence, supposons alors défini T*~!; nous allons montrer
comment on en déduit T*.

Considérons pour cela la suite exacte de faisceaux
(1) 0> & > CUX;A) > B(X;A) — O

on en déduit, en vertu de Paxiome (II), deux suites exactes de cohomologie.
Distinguons alors deux cas,

Sin = 1, on obtient en vertu des axiomes (I} et (IIT) le diagramme commu-
tatif suivant :

0 - 1;4,05) -G CLX; ) — Z3H(X; ) 5 Hy(X;4) — 0
0 — Tofh) — CYXsA) — ZHX;A) > HLX;4) — 0

dont les trois fleches verticales se réduisent 4 Pidentité par l'intermédiaire de
Pisomorphisme T° fon a posé Zg(X; &) = To(FX; H))]-
1l s’ensuit gu’il existe un isomorphisme de foncteurs
R
et un seul qui préserve la commutativité du diagramme précédent.
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Supposons maintenant n > 1; alors les suites exactes de cohomologie de (1),
compte tenu de Paxiome (III), don.nent un diagramme

t

0 — ’Hz"(X. S‘(X, &) L8 Hy(X; &) - 0
0 — 'é’ﬁ"( X; B{X; &) L 'H.,.(X Ay —> 0
dont les lignes sont exactes; d’od un isomorphisme de foncteurs et un seul
Tv'H - "H}
qui rende commutatif le diagramme prédécent.

1] resterait 3 vérifier que les transformations naturelles ainsi construites satis-
font bien & toutes Ies conditions posées; on laisse au lecteur le soin de le faire

Bxemple 4.8.1. — Nous allons utiliser le résultat précédent pour résoudre le
probléme suivant,

Nous avons vu qu’a toute résolution £* d’un faisceau M est Jattaché un homo-
morphisme canonigue

H* (T (%)) — Hj(X;3 k).

Si Pon applique ce résultat A 1a résolution canonigue @* = €*(X; &) on trouve
donc (puisque cette résolution est flasque) un isomorphisme

T(h) : Hy(X; ) — H3(X; )3
il n’est nullement évident 4 priori que cet isomorphisme se réduise 2 Pidentité;
nous allons cependant montrer qu'il en est bien ainsi.

En effet, en vertu des théordmes généraux du no 4.7, T est en fait un isomor-
phisme de foncteurs, compatible avec les opérateurs § des suites exactes de coho-
mologie. Pour vérifier que T est Pideatité il suffit donc de le faire en degré 0
— auquel cas c’est &vident,

On laisse an lecteur le soin de raisonner directement sur le complexe double
Ca(X; e (X;50))5

une démonstration directe s’obtiendrait en considérant le faisceau différen-

tiel C*(X; €*(X; A)), muni de sa différenticlie et de sa graduation totales.

On pourrait naturcllement itérer indéfiniment cette construction; on trou-
verait. toujours le méme résultat... :

4, 9. — Cohomologie d’un sous~-espace localement fermé

Soient X un espace, A un sous-espace localement fermé de X, et € un faisceau
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de base X; si 4 est une famille de supports dans A, nous poserons par abus de

Ilotatlon
H’&(A, Q) = O(A: Q'A).

Si les Se® sont fermds dans X on pourra aussi considérer ¢ comme une
famille de supports dans X, et considérer les groupes H3(X; £).

Nous dirons d’autre part qu’un faisceau @ de base X est localement conceniré
sur A si tout 2. A posséde dans X un voisinage ouvert U tel que € induise 0
dans U — UnA; catenpamcuherlecasmseestaoncentréMA,Lc.sle
induit 0 dans X-A.

Montrons tout d’abord gue, sans faire aucune hypothdse sur A ou sur ¥, on
peut définir un homomorphisme canonique de faisceaux différentiels

(1) e (X; DA - C*{A; 9).

11 suffit évidemment de le faire en degré 0, puis d’itérer la construction de
facon évidente.

Or soit U un ouvert du sous-espace A(U n’est pas nécessairement ouvert
dans X); nous devons construire de fagcon naturelle un homomorphisme

EOX; 9)(U) - EYA; H(U);
tout d*abord on a par définition

(2) e(a; 9(U) = 11 «();
considérons maintenant les groupes ponctuels (X ; £)(x); un germe de section
en x du faisceau €°(X; €) n'est autre gu'un germe de section non nécessai-
retaent continue de € en x : il a donc en & une ralewr bien déterminée, Elément
du groupe 2{x); autrement dit on a pour tout ¥ un homomorphisme cano-
nique

v(a) : &(X; £){(x) — 2(x);

donc pour toute partie U de X, ouverde ou non, on a un homomorphisme

-2(U) : &(X; 9)(U) - 1;[19(-*)

si 5 est un &lément du premier membre, 2(U)s est Pélément (2(x)5(%))} v du
second membre,

Cela dit, Phomomorphisme (1) sera défini en degré 0 par la collection des
2(U), U ouvert dans A.

Une fois (1) défini en degré 0, on en déduit par passage au guotient un homo-
morphisme .
. B(X; DA - T(A; 9),
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d’oll, en composant avec 'homomorphisme (1) en degré 0 pour le faisceau
(X ; €), Yhomomorphisme {¢) en degré 1, et ainsi de suite indéfiniment.

Lemme 4.9.1. -— Si le faisceau ¥ est localement conceniréd sur A, Ihomomorphisme
canonique
CHX; 9)]A - e*(As 9)
est bijectif.
En raisonnant par récurence on voit qu'il suffit de faire la démonstration en
degré 0, et pour cela d’examiner les groupes ponctuels en un point xe A. Or
on a
e(X; %)(x) = lim. ind. [] 2(»)
Use €U
OA; 9(x) =<lim. ind. J[ 20y,
Uzs yEAnU
lorsque U décrit ’ensemble des voisinages ouverts de » dans X. Etant donné
que, pour U assez petit, on a £(y) =038 ye U —Un A, le résultat cherché
s’obtient aussitdt. '
Reprenons un sous-espace A et un faiscean ¢ de base X. En composant
Phomomorphisme (1) avec celui qui associe, & toute section au-dessus de X
d’un faisceau, sa restriction au sous-espace A, on trouve un homomorphisme
de complexes
C*X; 4) - C*A; 9).

De plus, soit & une famille de supports dans X, et notons ®n A la famille
des ensembies Sn A, Se @ (c’est donc une famille de supports dans I'espace
A); il est évident que 'homomorphisme précédent induit un homomorphisme

Ci(X; 9) = Gioa(A; 9)
ce qui, en passant 3 la cohomologie, donne des homomorphismes

H(X; 9) > Hia(A; 9

définis sans aucune hypothése sur A, d ou &,

Théoréme 4.9.1. — Soient X un espace lopologique, & une famille de supports
dans X, € un faisceau de base X, et A un sous-espace de X. Les homomorphismes cano-

niques
H3(X; &) — Hyau(As 9)

sont bijectifs dans les cas suivants :
(a) A est formé dans X, et € est concentré sur A
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(b) A est localement formé dans X, € est localement concentré sur A, et tous les Se ®
sont contenus dans A (de sorte que d = & A).

En fait nous allons démontrer dans ces deux cas que lhomomorphme
, Ci(X; 9 = Cina(A; )

est bijectif, ce qui impliquera le théoréme.

En effet, dans ces deux cas on a d’aprés le Lemme 4.9.1 un isomorphisme
e*(X; 8)|A = €*(A; €). Or, si £ induit 0 dans un ouver? U il est clair qu’il en
est de méme de €*%(X; ¥} par construction méme. Dans le cas (4) on voit
donc que €*(X; £} est concentré sur A, ce qui démontre aussitdt 1’assertion
du Théoréme, Dans le cas (b), prenons un xe A; x posséde dans X un voisi-
nage ouvert U tel que A n U soit fermé dans U, et tel que £ induise 0 dans
U—UnA; comme U—UnA est ouvert dans X, on voif que €*(X;¥)
est lui aussi localement concentré sur A; donc tout revient & établir le

Lemme 4.9.2. — Soient X un espace topologique, ® une famille de supports dans X,
¥ un fasscean de base X, et A un sous-espace de X, Powr que U homomorphisme canonique

Io(F) — Tona(F|A)

soit bijectif il suffit que F soit localement concentré sur A et que fous les S & @ soient
conlenus dans A,

11 est clair que dans les hypothéses faites ’homomorphisme considéré est injec-
tif; il suffit donc de montrer qu’il est surjectif. Or soit une section s & 'en 1 (FIA),
i.c. une section de F au-dessus de A nulle en dehors d’un S& &, et notons s
I'application de X dans P'espace étalé & égale 4 s sur A, & 0 sur X-A 1 tout
revient & montrer que s est continue en tout point ¥ X, Il suffit d’ailleurs de
faire Ia démonstration lorsque xa A, Tout d’abord, dans le cas ol xeA, le
point x posséde dans X un voisinage ouvert U tel que ¢ induise 0 dans
U —U nA; puisque la restriction de s 2 Un A est continue il est clair qu’alors
5 est continue dans U, et en particulier en . Supposons maintenant e A—A;
comme s est nulle en dehors d’un ensemble Sc A qui est fermé dans X, s est
nulle au voisinage de x; ceci démontre le Lemme.

Corollaire. — Soient X un espace iopologigue, A un sous-espace fermé de X, et &
un faisceau de base A. On a des isomorphismes canoniques

He(A; 9) = HA(X; 9%,

Ce dernier résultat ne s’étend pas aux sous-espaces localement fermés; en parti-
culier il peut étre en défaut pour les sous-espaces ouverts,
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4. 10, — Suite exacte associée & un sous-espace fermé

Soient X un espace topologique, £ un faisceau de base X, et A un sous-espace
Jermé de X; on a alors (Théoréme 2.9.3) une suite exacte

0 >4 _,>2->9% —0;

il en résulte, pour toute famille ® de supports dans X, une suite exacte de
cohomologie

C o H3 (X ) > H3(XG Y > H3(X;2) > H (X 8,-,) > -

Notons d’une maniére générale, pour tout sous-espace Y de X, par &|Y
Pensemble des 8&® contenus dans Y (on a #[Y = &nYsi Y est fermé dans
X). D’aprés le Théoréme 4.9.1, (), il vient

(1) H3(X; €,) = Hyu(A; £).

Considérons maintenant les groupes Hi(X; £,..,); ce sont les groupes de
cohomologie du complexe

Po(CH(X; £x—.}) = Co(X; #x—y)-

Or, puisque X-A est ouvert, on a un homomorphisme canonigue
X gx—:a)x—a - C4X; %),

d’ot résulte un homomorphisme

(2) Pafe*(X; Sr-)xa] — Ca(Xs %)

mais si un faisceau ¥ de base X est concentré sur X-A, ses sections ont pour
supports des ensembles contenus dans X-A, d’otx 1mméd1atemcnt, en appli-
quant le Lemme 4.9.2, un isomorphisme

(3} Fe(F) =Toix-.(FIX —A);
par suite il vient
Lo[C*(X; %y —y)x—a] = Tajz—i[C*(X; &) X—A]
=Taix—a[C*X —A; )] = C§ 1z, (X—A; 9

en vertu du Lemme 4.9.1 (on observera que, X-A étant ouvert, fout faiscean
de base X est localement concentré sur X-A).

Par suite (2) se traduit en un homomorphisme canonique

Ghix—a(X—A; ) - Co(X; %, ,);
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de 1A résultent des homomorphismes cangnigues

(4) Hpx (X —A 8) > Ha(X; %)) |

8% la famille b est paracompactifionte, ces bonwmmﬁwm sont bys(:tgf.'f En cffet,
I’homomorphisme
C¥(X; Cx—pdx—s > C¥(X; %—4)

dont nous sommes partis est manifestement un homomorphisme de résolu-
tions de €y, ; tout revient donc 3 montrer que €(X; 9x_,)y—, est ®-mou;
cela résulte directement du Théoréme 3.5.5, {(5).

En conséquence :

Théoréme 4.10.1. — Svient X un espace iopologique, A un m—mpaul Jermé de
X, et b une famille paracompactifiante dans X. Pour tout faisceau £ ds base X, on & une
suile exacte de cohomologie .

com Hyp (X —A; 9 = H(X; 8) - H3u(A;9)
- Hgt{ (X —4A; g

L’un des cas les plus importants est celui o X est compact, @ étant la famille
de tous les fermés de X; on trouve alors dans la suite précédente la cohomo-
logie & supporis compacts de I'espace localement compact X —A.

Remargue 4.10.1, — Sans supposer la famille & paracompactifiante, on peut
définir des homomorphismes

Han(A; @) - H3(X; 4,)

pour tout sous-espace localement fermé A de X; en effet, le premier membre est
la cohomologic du complexe Te(C*(X; ¢),); or il est clair que €*(X; %),
cst une résolution de ¢, ; les homomorphismes cherchés résultent alors du n® 4.7.
Bien entendu, si A est ouvert, on retrouve les homomorphismes définis plus
haut sans utilisation de suites spectrales, 4 cause du Théoréme 4.7.2.

5i la famille ® est paracompactifiante, le Théoréme 3.5.5, (8), montre encore
que €*(X; ), est une résolution de ¢, par des faisceaux $-mous; par suite,
les homomaorphismes en question sont bijectifs dans ce cas. On pourrait d’ail-
leurs retrouver ce fait en combinant le cas d’un sous-espace ouvert, traité plus
haut, avec celui d’un sous-espace fermé, élucidé dans le Théoréme 4.9.1.

Remargne 4.10.2. — On peut encore obtenir la suite exacte de cohomologic
du Théoréme 4.10.1 comme 2uit; prenons une résolution % du faisceau £
par des faisceaux $-mous, ct écrivons la suite exacte

0 - x> J>F -0
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tous les faisccaux qui interviennent ici sont $-mous, de sorte qu’il vient une
guite exacte de complexes

0 — To(F5_.) - [e{F*) = Te(F) - 0

et par conséquent une suite exacte correspondante en cohomologic; on sait
en vertu du Théoréme 4.7.3 que celle-ci s*identifie canoniquement 2 la svite
exacte reliant les faisceaux €, _.,, € et £, ; par ailleurs on a

To(Fx-s) = Ta1x—u{F¥|X—A); Te(F1) = T (F*1A);

comme F* induit dans X-A (resp. A) une résolution de ¢|X-A (resp. ¢|A)
par des faisceaux (®|X-A)-mous (resp. (#|A)-mous), en vertu du Théo-
réme 3.5.5, on obtient des isomorphismes canoniques

HYTe(Fx-a)) = Hijx—n(X— A; 8); Hy(To(%2)) = H3 1 (A5 %),
ce qui donne tous les résultats cherchés.
Ce procédé est souvent utile pour exprimer l&s groupes Hyy ,(X-A; &)
comme groupes de cohomologic « relatifs » au sens classique du terme.

Exemple 4.10.1. — L’espace X étant provisoirement quelcongue, considérons
le faisceau différenticl 5%(X; Z) des cochaines d’Alexander-Spanier de X, &
valeurs entitres; nous noterons F*(X; 2) le groupe des applications X*+* 2
modulo celles qui sont « de support vide », i.e. localement nulles.

51 A est un sous-espace fermé de X, on a de fagon évidente une suite exacte
0 - F*(X mod A; Z) > F*X; Z) - F*A; 2} - 0

en associant A chaque application X**+1 = Z sa restriction & A*+1; il en
résulte une suite exacte de cohomologie qu’il est superflu d’écrire; disons sim-
plement que les groupes de cohomologie du noyau F*(X mod A; Z) se notent
H*(X mod A; Z).

Supposons maintenant X paracompact; on sait qu’alors
FH(X; 2) = T(#*(X; 2))
(cf. Exemple 3..2); on a de méme
F*(A; 2) =T (9*(A; Z)),
et comme $*(X; Z) et F*(A; Z) sont fins on a (Exemple 4.7.1)
H~(X; 2) = HMF*(X; 2)); H*A; 2) = H*F*(A; 2)).
Or on a un diagramme commutatif de suite exactes
0 > @G D) > TE4K; 2) ~ TE*(K32)) >0
0 - F*(XmodA Z) - %‘*(X zZ - l{:*(A 2) -0
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comme suit : une section de F*(X; 2), s’identifie canoniquement 4 une section
de *(X; 2) au-dessus de A, laquelle se prolonge 2 X, donc définit une appli-
cation X*+! —»Z (non biunivoquement : deux telles applications définissent
la méme section au-dessus de A si et seulement si le support de leur différence
ne rencontre pas A); la restriction de cette application & A*+1 est alors, par
définition, I'image de la section donnée par "homomorphisme

L(F*(X; 2),) — F*(A;2);
on définirait de fagon analogue ’homomorphisme de gauche.

Cela dit, en comparant les suites exactes de cohomologie correspondantes on
trouve le résultat suivant -

HA(X mod A; Z) = Hy(X — A; 2)

ol @ est formée des parties de X-A qui sont fermées dans X,
Le résultat précédent est non trivial parce que ’lhomomorphisme
T{F*(X; 2)y_,) = F*(X mod A; Z)

n’est pas bijectif; il est clair en effet que 'image de cet homomorphisme est
formé des cochaines d’Alexander-Spanier de X qui sont nulles au voisinage de A,
et non de celles qui induisent 0 sur A,

4. 1. — Relations entre la cohomologie d’un sous-espace et celle de
ses voisinages

Soient X un espace topologique et £ un faisceau de base X; nous nous borne-
rons ici & étudier la cohomologie a supports quelcongues.,

Etant données deux parties A et B de X, avec A> B, il résulte du n° 4.9 qu'on
a un homomorphisme canocnique

€*(A; 9)|B — €*(B; %)
d’ot, en passant aux sections, un homomorphisme

C*(A; 9) — C*B; 9),
ce qui définit des homomorphismes de « restriction »

|
H*(A;¢) — H*B; %) pour  A>B. i

Il va de soi que les conditions de transivité usuelles sont satisfaites; ceci montre
par exemple que la formule

U — HMU; %)
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définit un préfaiscean de base X; 8i n == 0 ce n'est autre que %} si # > 1, cc
préfaisceau engendre un faisceau nul, car dans C¥(U; %) tout cocycle de
degré n > 1 est localement un cobord.

Enongons maintenant le principal résultat de ce n® :

Théoréme 4.11.1. — Soient X un espace opologique, & un faisceau de base X, el A
un sous-espace de X. Pour que Dhomomorphisme canonique

lim. ind. H¥(U; ) — H*(A; )
Lig=7 %
mﬁh}km_’ﬁﬂmﬁtgm?wdncmdiﬁmmsﬁmm:oﬁmﬁs :
(a) X est paracompact et A est fermé dans X
(&) X est métrisable,
En effet, dans chacun de ces deux cas on a, d’aprés le Théoréme 3.3.1 et ses
corollaires, des isomorphismes
€*(X; €)(A) = lim. ind. €%(X; Q)(U) = lim, ind. C¥(U; ¥),

" et par conséquent tout revient 3 prouver que la résolution €*(X; £){A du
faisceau £]A permet de calculer les groupes H*(A; ). Or dans le cas (a) les
faisceaux €*(X; ¥} |A sont mous (Théortme 3.4.2), et dans le cas (5) ils sont
méme flasques (Corollaire 2 du Théoréme 3.3.1}, d’ot le résultat.

11 va de soi que, lorsque le Théoréme ci-dessus est valable, on peut remplacer
les voisinages ouverts de A par un gystéme fondamental quelconque de voisi-
nages (ouverts ou non) de A,

4, 12, — Cohomelegie & valeurs dans une limite inductive
Soient X un espace, ® une famille de supports dans X, et
2=1lim. ind. %
3
une limite inductive de faisceaux sur X, On a des homomorphismes de fais-
ceaux différentiels
e*(X; &) — C*X; %)
d’olt évidemment un homomorphisme
(1) lim. ind. €¥(X; %) — €*(X;l¢);
%
or le premier membre de (1) est une résolution def?, comme on le voit aussitdt

en se plagant au point de vue « ponctuel ». Malheureusement on ignore si
cette résolution est flasque, et de plus il n’est généralement pas vrai que les
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sections 4 support dans & de cette r&olunon g'identifient aux ééments dun

complexe
lim. ind. C3(X; 4).

5i la famille $ est paracompactifiante, le premier membre de (1) est toutefois
formé de faisceaux &-mous, car chaque faisceau €(X; 4) est canoniquement
un Module sur le faisceau d’anncaux €#(X; 2), qui est flasque; 2 la limite,
le premier membre de (1) est donc aussi un Module sur un faisceau
d’anneaux flasque. On peut donc dans ce cas caleuler la @-cohomologic &
valeurs dans € 4 I'aide des sections du premier membre de (1).

Si de plus X est localement compact, @ étant la famille des compacts de X,
la seconde difficulté ne se présente pas non plus en vertu du Théoréme g.10.1.
Donc :

Théoréme 4.12.1. — Soil
: ¢ = lim. ind. b 2%
)
une limite inductive de faisceaux sur un espace X localement compact; alors, en coho-
mologie & supports compacts, les homomorphismes canoniques
lim. ind. H}(X; %) — Hi(X; %)

)
sont bijectifs. -
De méme, lorsque X est un espace de Zariski, on sait d’aprés le n° g.10 que le
premier membre de (1) est une résolution flasgue de € et de plus que les secs
tions de cette résolution forment un complexe isomorphe & la limite inductive

des complexes C*(X; 4,); on a donc dans ce cas le méme résultat que
ci-dessus, & savoir X

H*(X; €) = lim. ind. H*(X; %).
i

4. 13, — Dimension cohomologiqile

Soient X un espace topologique et & une famille de supports dans X; on dit
que X est de d-dimension finie $'il existe un entier 2 tel que Pon ait

Hiy(X; ) =0 pour i>n

quel que soit le faisceau Jb sur X; le plus petit entier n possédant la propriété
précédente s'appelle alors la ®-dimension de X; si @ est la famille de tous les
ferrnés, on dit que # est la dimension (ou dimension cohemologique) de X.

On dira d’autre part qu’un faisceau & de base X est ®-agwligne si on a
H(X; &) = 0 pour tout 7 2> 1, ce gui est le cas par exemple si & est flasque,
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ou, % étant paracompactifiante, si A est ®-mou. Si ’'on 2 une résolution &* d’un
faisceau & par des faisceaux A* qui sont $-acycliques, il est clair (Théoréme

4.7.1) que . ,
© HA(X; &) = H{(Te(#*})

pour tout i; par suite, si tout faisceau S de base X admet une résolution
d-acyclique de longuenr n (L.c. telle que A = 0 pour > a), l'espace X est de
d-dimension < n La réciproque est du reste vraic; considérons en cffet la
résolution canonique €*(X; A}; pour tout n on en déduit une résolution de
longueur # de &, a savoir

(1} 0% —OX;h) - =X h) - 3X; &) 0,

ct comme on a

Hi(X; 24X 8) =H'3YX; &)

pour £ >0, il est clair que X est de P-dimension < » si et seulement si
%(X; &) est d-acyclique, ce qui prouve évidemment potre assertion.

Dans un espace de ®-dimension finie, on peut améliorer les théorémes
fondamentaux du n°® 4.6. En ecffet, au lieu d’utiliser la résolution canonique
€*(X; &) pour former des doubles complexes, on peut, si X est de $-dimen-
sion n, utiliser la résolution d-acyclique définie par la suite cxacte (1); si
Pon désigne encore, par abus de notation, cette résolution par €*(X; W), il
est clair — puisque dans tous les cas & -~ ZP(X; A) est un foncteur exacten b —
que Pon obtient encore un foncteur exast b — €¥(X; &); de plus, désignant
encore par C3(X; #) le complexe des sections A support dans & de €*(X; &),
on voit immédiatement, puisque les faisccanx Z*(X; &) sont d-acycliques,
que le foncteur b — C3(X; M) est Lui aussi exact, Ceci dit, si I'on a sur X un
faisceau différentiel £*, la premiére graduation du double complexe C§{X; €*)
est bornée inféricurement ¢t supérieurement, en sorte que les deux suites spectrales
de cc double complexe sont toujours « convergentes », méme si £* n’est pas
borné inférieurement. On déduit de 13, par exemple, que s X est d-dimen-
ston finie le Théordme 4.6.2 est vrai méme si les foisceaux graduis @ * et Mo* ne sont pas
_ bornés inférieurement. Ce résultat est essentiel dans la théoric des variétés par
exemple, comme nous le montrerons dans le tome I1 de cet guvrage.

4. 14, — Caractére local de la dimension dans les espaces paracompacits

Dans ce n° nous allons examiner le cas d’un espace X paracompact en prenant
pour ¢ la famille de tous les fermés de X. Pour que X soit de dimension < n,
il faut et il suffit que (X ; &) soit acyclique pour tout faisceau b; or €*(X; &)
cat une résolution de Jo par des faisceaux fins; donc, pour tout ouvert U de
X, €*(X; b}y = €*(X; &) ® 2, est une résolution de Sy, par des faisceaux
finz, donc acycliques; on en déduit que B*(X;A)y est acyclique pour tout

QODEMENT 14
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ouvert U de X, et comme on a pour tout faisceau 9 la suite exacte
0 > I'Fy) - LF —» FX—-U) - H(X;F,)

cela montre que Z°(X; &) est mou si X est de dimension < #; ‘donc, un espace
paracompact X est de dimension < n st et seulement si tout faiscean de base X admst une
résolution de longueur n par des faisceanx mous,

On déduit de 1a que, pour un espace paracompact X, la propriété
dm(X) < n

est de nature locale. Supposons en effet que tout point xe X admette dans X
un voisinage U(x) de dimension < n; on peut évidemment supposer U(x)
fermé dans X (car la dimension d’un fermé est inférieure a celle de Pespace
ambiant en vertu du Corollaire au Théoréme 4.9.1); pour tout faisceau b de
base X, €*(X; &) induit dans U(x) une résolution de | U(x) par des fais-
ceaux fins, et comme U(x) est de dimension < », et de plus paracompact, les
rasonnements précédents montrent que Z*(X; Jb) induit dans U(x) un faisceau
mou; donc ZX; ) est mou (Théoréme 3.4.1), et par suite nous avons le
résultat annoncé :

Théoréme 4.14.1. — Pour gu'un espase X paracompact soit de dimension cokomo-
logique < n il fout et il suffit que tout point de X admetie un voisinage de dimension
cohomolagique < n, '

Remargue 4. 14.1. — 8iPon a une famille paracompactifiante & dans un
espace quelconque X, il est immédiat de voir que la relation

dime(X) < n
équivaut 4 la relation '

dim(S) <{n  pour tout Sed,

de sorte que [e Théoréme précédent couvre essentiellement le cas d’une famille
paracompactifiante quelconque.

Notons enfin le résultat suivant relatif aux espaces métrisables, résultat dont on
ignore s’il vaut pour tous les espaces paracompacts :

Théoréme 4.14.2. — Soif X un espace métrisable; st X est de dimension cohomo-
logique < n, il en est de méme de tout sous-espase de X.

Soit en effet € un faisceau sur un sous-espace A de X; il existe (Théoréme 2.9.4)
un faisceau de base X qui induit dans A le faisceau donné; donc il suffit de

prouver que on a
H(A; %) =0pouri>>n
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lorsque € est un faisceau de base X. Or d’aprés le Théortme 4.11.1 la cohomo-
" logie de A est limite inductive des cohomologies des voisinages de A dans X;
on pent donc se ramener au cas ol A est un sous-espace ouperf de X. Comme A
est paracompact puisque métrisable, il suffit (Théoréme 4.14.1) de montrer
que tout amA possédc dans A un voisinage V(a) de dimension cohomolo-
glquc < n; ce qui est évident puisque tout a& A posséde dans A un voisinage
qui est fermé dans X. D’ot le Théorime.

4,18. — Cas des espaces compacts ou de Zariski
Nous allons démontrer le résultat suivant,: di 4 A, Grothendieck :

The’oréme 4.15.1. — Sott X un espace compact (resp. de larisks}, Pour quc X soit
de dimension cohomologique < n, il faud et il suffit que Pon ait

H{(X;2Zy) =0  pour tout i >n
et pour fout ouvert 1J de X.
Supposons en cffet la condition de I’énoncé réalisée; soit & un faisceau de
groupes abéliens sur X.
On sait (Remargue 2.9.2} qu'il existe une famille d’ouverts (Uj)er et un homo-
morphisme surjectif

l?.t By >

Si la relation
H(X;h) =0 pour p>>n
est établie lorsque la famille est I finie, elle sera vraic aussi dans le cas général
en vertu du Théoréme 4.12.1. _
On peut donc supposer la famille I finie; cela veut dire que b admet une suite
de composition
0=Rfyclc... chu=50
telle que les quotients Jyff;—, soient des images de faisceaux de la forme Z,,
En raisonnant par récurrence sur m et en utilisant la suite exacte de cohomo-
logie, on est donc ramené 2 démontrer le théoréme lorsque Fon a une suite
cxacte dec la forme
' 02 >2, >bh->0,

et pour cela il suffit évidemment d’établir que
) H/(X;4) =0 pour  p>nm.

Or (Remarque 2.9.3} £ admet une suite de composition de longueur finie m,
dont les quotients successifs sont de la forme Z,, avec A localement fermé
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dans X; raisonnant encore une fois par récurrence sur m on est ramené 3
démontrer que
Hr(X;2,) =0 pour pn

lorsque A est de la forme U-—V, U et V éant des ouverts tels que VeU.
Mais alors on a la suite exacte, ]

0_>.Z‘,—>-Zu —)-ZA-—bO,

ce qui achéve la démonstration. .

Lorsque X est un espace de Zariski, le Théoréme est particuliérement important
lorsque la dimension algébrigue de X est finic; on appelle ainsi la borne supé-
rieure des entiers # tels que Pon puisse trouver dans X une suite striciement crots-

sante .
FyeFic... «F,

d’ensembles fermés, irréductibles et non vides, Il est clair (ou dumoinsil est connu)
qu’une variété algébrique de dimension n au sens usuel, est de dimension
algébrique 2 en tant qu'espace de Zariski. Cela dit :

Théoréme 4.15.2 (Grothendieck), — Un espace de Zariski de dimension algé-
brique < n est de dimension cohomologiqus < n. .
On raisonnera par récurrence sur la dimension algébrique n de I'espace X
considéré, Si n =0 le Théoréme est trivial puisque X est un ensemble fini
muni de la topologic discréte. Supposons alors X de dimension #; nous dési-
gnerons par X1 < £ < 5) les composantes irréductibles de X (i.e. les sous-
ensembles fermés irréductibles maximaux de X); celles-ci sont en nombre
fini, de dimension algébrique < 5, ct leur réunion est X tout entier. Soit
alors &b un faisceau sur X, ct posons J = Ay, ; comme X, est fermé on a un
homomorphisme canonique & — & pour tout &, d’ou 'on déduit immédia-
tement Pexistence d’une suite exacte de faisceaux de la forme

0_-».!»—»?.\;,-3-93-—»0;

il est clair que ® est nul en dehors de ’ensemble fermé réunion des
XinX; (i #Jj)s

or cct ensemble fermé ese de dimension algébrique < n— 1; d’aprés ’hypo-
thése de récurence on a donc HP(X;®) = 0 pour $>>n-—1, ct par suite
nous sommes ramenés 4 prouver que HP(X; &) =0 pour p > n et tout &;
mais comme HP(X; &y} = H(X); &) cela veut dire quon peut supposer X
irréductible.

Nous allons montrer dans ce cas que hypothése du Théoréme précédent est
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vérifiée. Soit en effet U un ouvert; la suite exacte
| 02, >Z—>2;, ;>0
montre que ’on a pour tout $ la suite exacte
H-Y(X—U; 2) - H(X; Z,) - HA(X; 2);

si p >> n, le premier terme est nul en vertu de ’hypothése de récurrence et
du fait que, X étant irréductible, X — U est de dimension algébrique < n—1;
par ailleurs le dernier terme est nul pour p 3> 1 puisque, X étant irréduc-
tible, Z est un faisceau flasque; ceci achéve Ia démenstration du théordme.

4. 16, — Eftfet d’une application continue sur la cohomologie

Considérons une application continue f: X — Y, un faisceau # de base Y,
et son image réciproque & = f*(#). Etant données dans X et Y des familles
® et ¥ de supports, telles que la relation

Ta¥® implique 7 (T)ad,

nous nous proposons de définir un homomorphisme canonique
(1) JHHe(Y;8) — H(X;H).

Pour cela, remarquons tout d’abord que le foncteur ® — f*(B) est exact
(n® 2.11); par conséquent, f*(C*(Y; B)) est une résolution de f ‘(ﬁ) == Jo; ON
a donc un homomorphisme canonique
(2) HATe(/*(E*(Y;@))] — Hi(X;H).
Mais d’autre part les considérations du n® r.12 conduisent de fagon évidente
4 un homomorphisme

T'e(€*(Y;9)) — De[f*(€*(Y:8))]
donc, en passant 4 la cohomologie, 4 un homomeorphisme

(3) Hy(V;%) - H*[To(f*(€*(Y; B))];

en composant (2) et {3) on obtient les homomorphismes cherchés.

Les applications (1) possédent un certain nombre de propriétés « fonctoriclles »
que nous nous bornerons 4 énoncer, en laissant au lecteur le soin d’en reconsti-
tuer les démonstrations §'il le juge nécessaire,

Tout d’abord, les homomorphismes (1) sont compatibles avec les homomor-
phismes de faisceanx,

Tis sont aussi compaubles avec les suites exactes : si 'on a sur Y une suite

exacte
0 >R B8 > 0
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et par conséquent sur X la suite exacte
0 > f*@) - f*@®) - f*@) -0,

alors les diagrammes

HY(Y;8) ~ MK &)
sont commutatifs, I’}I&(X;f*(ﬂa”)} * Ii‘.,."”(X SHED)
Considérons enfin sur Y unc résolution Ab* d’un faisceau; alors €¥ = F*(db¥*)
est une résolution de b = f*($); cela dit, les diagrammes

If"(f‘v(d‘b*)) - Iffir(Y;fB)

H(Pa(i)) — Hy(X;0)
sont comnutatifs. .
A titre d’exemple, considérons un espace X, un faisceau .b de hase X, et un
sous-espace Y de X; on sait que P'image réciproque de & par I'injection cano-
nigque j: Y — X n’est autre que Jb|Y; on obtient done, pour toute famille @
de supports dans Y, un homomorphistne canonique

H3 (X58) > Hy(Y;0{Y)

pourva que Se® implique Sn'YeW. Lorsque Pon prend pour W la famille
onY (formés des SnY, Sed), on retrouve ainsi les homomorphismes
définis au n° 4.9. .

Pour obtenir un autre exemple, considérons deux variéeds différentiables X et Y,
et une application différentiable fde X dans Y; soit Q3 (resp. Q%) le faisceau
des germes de formes différentielles sur X (resp. Y}. On a donc un diagramme
commutatif '

H*(T(Q%)) — H*(Y;R)
%
H*(T(f*(Q%})}) - H*(X;R);
mais en associant 4 toute forme différentielle sur Y son image réciprogue
par f (au sens usuel}, on obtient évidemment un homomorphisme
FHY) - Q5
d’oti un diagramme commutatif
e (f*(Q9)) - H*(X;R)
1 | id.
H*{r(Qn) — H*(X;R);
on obtient ainsi le résultat suivant : si une forme différenticlle fermée @ sur Y

représente une classe de cohomologie v« H¥(Y; R), alors Dimage réciproque de & par
S représente la classe de cohomologie f*(v) e H*(X; R).
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4, 17, — La suite spectrale des espaces fibrés

Soient E un espace topologique, = une application continue de E dans un
espace topologique B, et & un faisceau de base E. On se propose de montrer
que la cohomologie de E 3 valeurs dans & est I'aboutissement d’une suite
spectrale dont lc terme E, est la cohomologie de B 2 valeurs dans un faisceau
que nous allons définir.

. Pour chaque entier ¢ 2> 0, attachons A tout ouvert U c B le groupe
. :
He(= (U); &);

pour V c U on a un homomerphisme canonique

He( (U);4) — He(x (V)3),
et comme les conditions de transitivité évidentes sont vérifiées, on peut consi-
dérer le prifaiscen .
U — Hi(= (U); b);
celui~ci engendre un faisceay de base B, que nous désignerons par la notation
#1(F; »)
Cela fait, considérons le faisceau différentiel image directe de €*(E; &) par
Papplication = (n® 2.r12), Comme Pimage directe d’un faisceau flasque est

flasque, on peut appliquer 2 B et an faiscean x(€*(E; b)) = £* le Théo-
reéme 4.6.1 : il existe une suite spectrale pour laquelle

Ef? = HP(B; %7(2%))
et qui « aboutit » 3 H*(I'(2*)).
Or, par construction de I'image directe, on a
r(2*) = P(C*(E; &) = C*{E; %),

de sorte que la suite spectrale en question aboutit & Ia cohomologie de EA
valeurs dans b. Par ailleurs, #9(2*) est engendré par le préfaiscean
U~ H"(Sf'fU)) = H[e*(B; ) (= (U))] B

= Ho(G*(% (U); b)) = Ho((= (U); )
de sorte que #9(%£*) n'est autre que le faisceau #9(F; b). Par suite :

Théoréme 4.17.1. — Soient E ¢f B deux espaces topologiques, » une application
continue de B dans B, et Jo un faisceau de base E. Pour lout entier g 2> 0, soit #7(F ; b)
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le faisceau de base B engendré par le préfoisceau

| U — HY(= (U); &),
Il existe une suile spectrale telle que
Efr = HF(B; 56/(F; N))
el dont le terme B, est le groupe bigradué associé & une filtration convenable du groupe
gradué H*(E; %),

Ce Théordme, dii essentiellement & J. Leray, est le point de départ de la
théorie cohomologique des espaces fibrés. On pourrait le compléter en tenant
compte, dans B et dans E, de familles de supports; nous laissons au lecteur le
soin d’étudier cette généralisation.

Remarque 4.17.1. — La notation #?(F; &) est justifiée, en partie tout au
moins, par les considérations suivantes. Pour x = B, posons

-
F(x}) = = (x)

— on dira que F(x) est la fibre du point ¥&B dans E. Cela dit, on a Ia for-
mule

—

K9(F; &) (x) = lim, ind. 7 (% (U);.)
Vs
d’oll évidemment un homomorphisme canenique
50 (F; &) () > HO(F(x); %)

celui-ci est bijectif lorsque Por peut appliquer le Théoréme 4.11.1 4 F(x) et que,

-t .

de plus, les ensembles x (U), U voisinage de » dans B, forment un systéme
fondamental de voisinage de F(x) dans E; c’est le cas par exemple si E et B
sont localement compacts, 1’application = étant propre (i.e. telle que I'image réci-
proque d’un compact de B soit un compact de E); en effet soit V un voisinage
ouvert de F(x) dans E; lorsque U décrit 'ensemble des voisinages ouverts rela-
tivement compacts de %, ona [| @ (U) = F(x) et par suite Pintersection
des ensembles compacts ;!(U) 0 (E—V) est vide, ce qui prouve que V
contient ::!(U) pour U assez petit; comme de plus le Théoréme 4.11.1
s"applique ici puisque F(x} admet dans E un syst:me fondamental de voisi-
nages compacts, notre assertion est démontrée.

On trouvera une étude détaillée de la suite spectrale de ce n° pour les espaces
fibrés classiques (i.e. « localement triviaux ») dans la thise de A, Borel (dnnals
of Math., 57 (1953), pPp. 115-207).
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Dans tout ce § le mot préfaisceas (resp. faisceau) désigne un préfaisceau
(resp. faisceau) de groupes abéliens. Si M est un préfaiscean on supposera tou-
Jjours que b(g) = 0, condition qui est du reste remplie par tous les faisceaux

On se place sur un espace topologique X donné une fois pour toutes,

S. 1. — Cochaines d’un recouvrement

Soient & un préfaiscean de base X, et M = (Mj)ier un recouvrement de X;
rious ne ferons pour le moment aucunc hypothése sur % si b est un faiscean;
par contre, si J est seulement un préfaisceau, nous supposerons R ouvert.

Soit S un simplexe du nerf de 9%, Le.unepmﬁmcetnon vide de I telle que

Pensemble
M, =M
{ES

ne soit pas vide. Attachons A S le groupe abélien

H(S) = H(My)

pour 8'cS on a évidemment Mo M,, d’od un homomorphisme de res-
triction &{8') — #{S); de cette facon on définit sur le nerf de M un systéme
de cogfficients au sens du Chapitre 1, n® 3.3. On notera

G5 &)

le complexee des cochaines du nerf de {8 & valeurs dans le systéme de coefficient.
qu'en vient de définir.
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Soit 5 == (i, ..., Ip) un simplcmc singulier de dimension p du neef de S}; posons

M=My, o, =Mn-.nM_;
on a alors

sy = I am),

dim {s)=p

de sorte qu’une cochaine « de degré p de % & valeurs dans & cst encore {compte
tenu de la convention &($) = 0) une famille

o == (“r‘o“"p)‘o ..... pel,

Xge et € ;ﬂn(l\/f,-o " .:p)

avec

quels qﬁc solent 4y, ..., i5; bien entendu, seuls les systémes d'indices pour les-
quels on obtient un simplexe singulier du nerf de S interviennent réellement.

De plus les opérateurs de face du complexe de cochaines simplicial C*(M; J)
s'obtiennent comme suit : soit unc application f: A, — A, et soit unc cochaine
e CP{IR; M) ; alors la cochaine f(a) € C7(M; A} est donnée par la formule

j.(“)-fo"‘Jq = restriction de %) oy®e a Mjo"’fq

trm

comme il résulte aussitdt des définitions du Chapitre 1, n® 3.3. En particulier
Popérateur cobord de ce complexe est donné en degré p par la relation

CO TR W LT JRI

étant entendu que les sections figurant au second membre doivent étre rem-
placées par leurs restrictions 3 Pensemble M, ... tpts SUT lequel clles ont simul-
tanément un sens.

Les groupes de cohomologie de C*(St; J) se notent
He(M; &),

Si I'on a un homomeorphisme f: b — B on en déduit de fagon évidentc un
homomorphisme de complexes simpliciaux C*(I; &) — C*(M; B) et par
conséquent un homomorphisme

SrH(M; b) — H(M; R).
5. 2. — Résolution définie par un recouvrement
Considérons le recouvrement MM = (My);er de X. Etant donné un ouvert

UcX, nous poscrons
an = (an U);e[;
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on obtient ainsi un recouvrement de U, ayant méme ensemble d’indices que IR
lni-méme, et M n U est un recouvrement ouvert s'il en cst ainsi de SR,
Considérons alors le préfaisceau donné M et formons, pour tout ouvert U de X,
le complexe :
C*HMnaU;0) =C*Mn U; 4| U);

il s"obtient en attachant & tout simplexe S du nerf de f? le groupe abélien
b(M, 0 U); or pour Ve U et pour tout S on a un homomeorphisme de restric-
tion MM nU) > A(MgnV), dott un homomorphisme du systéme de
coeflicients défini par U sur le nerf de M dans le systéme de coefficients défini
par V; il en résulte un homomorphisme

C*fMnU;N) — G*(im nvih)

.de complexes simpliciaux, et les conditions usuelles de transitivité sont évidem-
ment vérifiées. I s’ensuit que, pour tout entier s 2> 0, 'application
U —-» C@tnU; N
définit un préfaiscean de base X, que nous noterons €(M; &); évidemment,
C*{M; M) = (C*(M; X)) est un préfaisceau différentic] de base X; clest
méme un préfaisceau A valeurs dans la catégorie des complexes de cochaines
simpliciaux.
Montrons maintenant que, lorsque Jb est un faisceau, les préfaisceaux €*(SM; &)
sont eux-mémes des faisceaux, et cela quel que soit le recouvrement fR. En effet,
pour toute partie M de X, Vapplication U — &(M n U) définit évidemment
un faisceau de base X, et comme C*(S; &) n’est autre que Papplication

U I aMaw,
diml{) = n

on est ramenté A un produst direct de faisceaux (n® 1.10}), d’oir le régultat,
Il s’ensuit que, si b est un faiscean, on a la formule

C*(M; &) =T(C*(M; &)

pour loyf recouvrement X de X,

La formule précédente nous conduit plus généralement & définir, pour toute
famille ® de supports dans X, le complexe

C3(M; &) = To(C*{M; M),

en supposant bien entendu que M soit un faiscesu. G'est évidemment ’ensemble
* des cochaines a de M A valeurs dans b qui possident la propriété suivante :
il existe un ensemble T € @ tel que, pour tout simplexe singulier s du nerf de
M, la section «,=h{M,) soit nulle en dehors de Tn M, 11 est clair que
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2(IM; &) est un complexe de cochaines simplicial comme C*{3; &); ses
groupes de cohomologie seront désignés par la notation

H3(303 b).

Revenons au faisceau différentiel €*(fR; b) associé 4 un faiscean b et 4 un
recouvrement i de X. On a un homomorphisme canonique

Ji e — (M )

obtenu comme suit : 4 tout « & b(U) on associe 1a O-cochaine j{«) de degré 0 de
% n U définie par
J{a); = restrictionde a 3 M;n U,

Ilestcl;\.irquedojzo.

Théoréme 5.2.1. — Supposons que le recouvrement R soit ouvert, ou bien fermé et
localement fini. Alors, pour tout foisceau b, la suite de faisceaux et d’homomorphismes

0 > &+ o@m; ) £ e a S

est exacte, i.e. CH(SR; M) est une résolubion de Jo

Le fait que 5 soit injectif résulte de ’axiome (F1) des faisceaux, et le fait que
Im(j)} = Ker({d) résulte, si M est ouvert, de 'axiome (F2), et si P est fermé
localement fini, du Théoréme r1.3.1. Reste & prouver que Im(d) = Ker(d) en
degré n > 1,

Pour ccla considérons en un point x un germe x de cochaine de degré n, annulé
par d; on peut « représenter » & par un cocycle ae CH{tnU; &), o U est
un voisinage ouvert assez petit de «.

51 ¢ est ouvert, on peut supposer U cM, pour un indice {, d’oll évidemment
Un Myyort_, =UnMyy quels que soient iy, ..., tn—y} on peut donc
définir une cochaine f & C*~1(MnU; &) en posant

Big-- tamy = gty
Ol aura
@rgta= Xy Dttt
[ETY<4Y

or la relation da = 0 montre que Pona
Wyunnty = 2 (_.I)k'mfo"‘?k“"u=0
o e

dans Touvert Un My ooy, = UnMy...; on a donc df =a, ce qui
démontre le théoréme dans ce cas.
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Si au contraire N est fermé ct localement fini, on peut évidemment supposer,
en prenant U assez petit, que ‘R est fini et que xeM; pour tout : — il suffit
de remplacer it par M n U. Comme alors ¥ apparticnt 3 tous les ensembles M,
on peut considérer la valeur en x de la section «,, soit «:(x) = Mb(x); de da == 0
résulte en particulier

2 {(— I)k'“*'u“":}c“"n+t (x) =0.

Cela dit choisissons arbitrairement un indice 7, et posons
Broerstay (8) = @iget (2)3

comme les indices ¢ sont en nombre fini, on peut supposer U assez petit pour
que les germes de sections ainsi définis se prolongent en des sections

p‘o b g € ‘ﬂ"(NI’o ‘n—i)’

d'oh une cochaine peC—1(MnU; k), et il est clair, en vertu du caleul
fait dans le cas ouvert, que les sections composant 48 et « ont méme valeur
en x; puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de telles sections, on peut donc sup-
poser que {dB)y...s, = wxy...y, dans M, .., nU, ie. que df =¢«, don a
nouveau le résultat cherché dans ce cas.

Le résultat précédent a les conséquences suivantes. Tout d’abord on en tire
évidemment le

Théoréme 5.2.2. — Soit M un recouvrement ouvert, ou bien fermé et localement find,
de X; pour tout faisceau A on a un isomorphisme canonique

H('|; &) = (&) = H(X; &)
On a d’autre part le résultat suivant :

Théoréme 5.2.3. — Soient M un recowvrement de X, Jo un faisceau de base X, of &
une famille de supports dans X. Pour gue Uon ail

o(M; o) =0 pour n1,

il suffit qus Uune des conditions sutvantes soient réalisées

(a} : le recouvrement M est ouverl, la fomille @ est quelconque, le faiscean No est
Slasque;

(B) + le reconvrement M est ouvert, la famille ® est paracompactifiante, le faiscean %
est B-fin;

(c) ¢ le recouvrement SR est fermé ef localement fini, la fumille ® est paracompac-
tifiante, le fatsceau Jo est d-mou.
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Dans le cas () il suffit (Théoréme 3.1.3) de vérifier que les faisccaux C(SM; »)
sont flasques; or un produit de faisceaux flasques est flasque; il suffit donc de
vérifier que, pour M ouvert, le faiscean U — b(M n U) est flasque, ce qui est
clair. -_

Dans le cas (b) on observe que €*(R; &) est un Module sur le faisceau d’an-
neaux Xon(k, b}, lequel est @-mou par hypothése donc C*{M; M) est d-fin, ce
qui implique le résultat.

Dans le cas (¢) il suffit de montrer que C*{; &) cst $-mou; or ce faiscean
n’est autre que

U - [[AaMnU);
oommelVI. est fermé on a done

C(D M) = I dous

dlmis) ==n

or les faisceaux Joy, sont &~mous (Théortme 3.5.5) et d’autre part le produit
direct ci-dessus est localement fini; d’ou le résultat (n° 3.5).

Dennons enfin une derni2re conséquence du Théordme 5.2, 1. Puisque *(5; L)
est une résolution de b moyennant les hypothéses faites sur 9%, les résultats
du n° 4.7 sont applicables, et par suite on obtient un homomorphisme canonique

- HI(M; b} - HG(X; M)

difini quels que sotent le faiscean M, la famille de supports @, et le vecouvrement M
{ouvert ou bien fermé et localement fini) de I'espace X. Rappelons que pour
obtenir cet homomorphisme on forme le double complexe

K = G3(X; C*(M; %))
et les homomorphismes évidents
G » > K
il en résulte des houwmorphismes

L cyem; a);

HY(X; 4) 2 HY(K) & Hy;);

on sait, parce que C*(M; b) cst une résolution de &, que §” est bijectif, d’od,
par j', I'homomorphisme cherché.

On a bien entendu un résnltat plus précis en calculant la seconde suite spec-
trale de K : celle-ci est donnée, rappelons-le, par _

Ef = HP[HE(X; C*(M; M)}
On peut la calculer complétement lorsque R est un recouvrement fermé locale-
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ment fini comme nous allons le voir. On a en effet dans cette hypothése

e (T; &) TMG’B);I:F

et cette somme directe est localement finie; supposant pour simplifier que & soit
1a famille de tous les fermés, on a done (Théortme 4.4.4}
Ho(X; e p)) =[] HIX; by = [ He(Me; )5
dim{s} ==a
considérons alors, sur le nerf du recouvrement i, le systéme de coqﬁrdem
¥7(k): 8 — He(M,; &),
les opérations de restriction étant définies de fagon évidente; il vient
He(X; C* R b)) = C(IR; 367( W),
" et comme cet isomomorphisme est évidemment compatible avec les structures
simpliciales envisagées on en conclut que
Ep = Hr (I #9(%));
autrement dit :

Théoréme 5.2.4. (Leray), — Soient TR = (M));ex un recouvrement fermé lovale-
ment fini d’un espace X, et.bmfmum:dcbmx Considérons sur ls nexf de M les
systémes de coefficients

H(W): S — He(Mg; W);

alors ¢l existe une suite spectrale pour laguelle
Ef? = Hr(IM; 76¢(%))

et dont Ie terme B est le proupe bigmduéamciéd une filtration convenable du groupe
gradué H*(X; .Iw)
On déduit en particulier de 13 le résultat suivant ;

Corollaire (Y). — Soient M = (M) un recouvrement fermé localement fini d’un
espace X, et Jo un faisceay de base X. Supposons que Pon ait

HA(My,...1,5 %) = 0

(*} On pourrait évidemment démontrer ce genre de résultat sans utiliser la théorie
des suites spectrales; of, A, Wen, Swr les théordmes de de Rham, Commentarii Math,
Helv,, (26 (1952), pp. 119-145}, L’articdle de Weil traite lc cas d'vn faisceau b simple,
mais il est trivial d’étendre la méthode au cas général.
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pour fout g > 1 et quels que sotent iy, ..., {p. Alors I homomorphisme canonique

H* (M5 &) — H*(X; )
est bijectif.

Nous verrons plus loin qu’on a des résultats similaires pour les recouvrements
ouverts; mais on ne peut les obtenir par la méthode utilisée ci-dessus.

5.3, — Suite spectrale attachée 4 un recouvrement et a un faisceau
différentiel

Soient M un recouvrement de X et €* = (4*) un faisceau différentiel de base

X; nous allons étudier le double complexe
* PO = v P . .
CH(m; %) = ¥, €A 9

Il est clair que sa seconde suite spectrale est donnée par

Bpr = Ho(C(t; ©)) = Hr (s 99
d’olt

"By == HA(H/(Tt; $4))!

On a d’auire part

"Epr = Hi(CH (I %))
puisque

Co(M; 9%) = [T 9*(M.)
il vient donc

'Epr = 1__[ H#{%(M.)).
dim(s) = p

Considérons alors sur le nerf de Tt le sysiéme de coefficients

!i e (4*%): S — HI(L*¥ (M) ||

avec les opérations de « restriction » évidentes; il vient

"Bpt = G 367(4%)),
et cette identification transforme visiblement la différentielle 4, dec la suite
{1} On aura soin de nc pas confondre, malgré les notations adoptées, le sysiédme de

coefficients FH{L*) sur le nerf de M avec le faisceau dérivé 364(3*) que pous avons défini
au n° 4,1 pour tout faisceau différentiel %,
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spectrale en la différentielle évidente du complexe C*(3R; 567(¥*)}; on a donc
des isomorphisimes canoniques

'Ef? = HP(AR; 367(%%)) |-

Supposons maintenant que le recouvrement R soit ouvert, ou bien fermé et
localement fini; dans 1a seconde suite spectrale figure alors le terme

"B = Ho(r(2%))

et Phomomorphisme
JTHHA(T($%)) — Hp(CHI; 9*))
qui en résulte provient naturellement de I'injection canonique
JUT{E*) - C*(M; 4%),

On notera que la premidre graduation du double complexe C* (R; £*)
étant posiﬁvc, Ia seconde filtration est toujours réguliére; par suite j'* sera
bijectif si la seconde suite spectrale dégénére notamment sx les faisceaux %9
sont flasques (Théoréme 5.2.3).

Lorsque I'on doit tenir compte en outre d’une famille & de supports, on a des
résuitats analogues aux précédents & condition de faire sur IR et & une hypo-
thése convenable (4 savoir que, pour tout S e &, il cxiste 5’ e @ tel que
tout ensemble M, qui rencontre S soit contenu dans §'). On laisse au lecteur
le soin d’étudier cette situation en détail, puisque, dans la pratique, on ne s’y
intérésse que rarement,

5.4. — Relations entre la cohomologie d’un reoouvremeut et celle de
Pespace

Nous allons maintenant appliquer les résultats du n® précédent au cas oir £%
est une résolution d’un faisceau b donné, et tout particulitrement au cas od ¥*
est la résolution canonique €*(X; &) de b

Puisque €* est une résolution, on a un homomorphisme canoniquef : & — £*
et par conséquent un homomorphisme de complexes '

J's G &) > CHE; £%),

d’ailleurs injectif (Pimage de C*({k; M) est formée des éléments de second
degré o annulés par d%). Cet homomorphisme définit des homomorphismes

J'% HAER; &%) — HMC*(; 9%))

qu’on peut encore retrouver comme suit.
GODEMENT 15
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La premiére suite spectrale contient en effet les termes
Bt = (0 (%)

mais puisque £* est une résclution de b on a canoniquement #%($*) = b et
par suite

EY = H(M; &)

-

comme les graduations du double complexe considéré ici sont positives on a des
homomorphismes canoniques ‘EP — HA{C*(R; %)) : on retrouve ainsi
les homomorphismes §'* définis plus hawut.

Supposons que £* soit la résolution canonigue de M, et que le recouvrement M
soit ouvert; en verte du Théoréme 5.2.2. 1a seconde suite spectrale

“Efs = He(HI (@ 2%))
dégénére; par suite, les homomorphismes
JU*: HAT(2*)) - HAC*(I; 2%))
sont bijectifs; mais par définition on a
HA(D(2%) = H(X; )
d’otr des isomorphismes canoniques
| HAX; &) = HA(CHER; 9%)).
En tenant compte de j'* on obtient done des homomorphismes

H (R &) — HA(X; 8) |,

qui sont évidemment naturels.,

Revenons maintenant 4 la premidre suite spectrale. Comme les ensembles M,
sont ouverts, et comme £* est la résolution canonique de &, on a, en vertu
du Lemme 4.9.1., des isomorphismes

H#(g*(M,)) = H/(M,; &).

En conséquence on a le résultat suivant :

Théoréme 5.4.t. — Soit M un recouvrement ousert de X, et soit o un faisceau de
-base X; considérons sur le nerf de IR les systimes de coefficients

#(h): S — HI(M,; h)
pour ¢ = o, 1, ... Alors il existe une suite spectrale doni le terme B, est donné par
Egr = He(It; %5(4)),
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et dont le terme B est le groupe bigradué associé & une filtration convenable du groupe
gradué H*(X; b).
Corollaire. — Soient 3% un recouvrement ouvert de X et Jo un faisceau de base X.
Pour que les homomorphismes canoniques
H(q8; &) — HYX; &)
mmtbgecttﬁ, dngﬁitquepourmumplexeSdumﬂ'demonw
He(M; b) =0  powr  ¢>1.

Indiquons comment Pon peut calculer explicitement les homomorphismes
H'(ﬁk &) - H(X; &); pour ccla soient Em ot &, des classes de cohomologic

qui se correspondent par cet homomorphisme; représentons-les par dcs
cocycles
tmec“(m, 'ﬂ’)s :xec (Xs Jh)_.l"(g"),

identifiant ces cocycles & des cocycles du double complexe C*(R; £¥), de
bidegré (r, 0} et (0, n) respectivement, tout revient & exprimer que ces cocycles
ne différent que par un cobord, i.c. & trouver des éléments

WIcCHm®) (Pt g=n—1)
vérifiant les relations suivantes:

zm . d"lll-—-l [}
0= =31 4 gnys—10

.....................

0= g1\0 a—1 + g% bhn—3
x= g0 1,

Or, ¥m est une famille de sections E,r,;;u - .lv(M.‘r,,,‘); d’autre part, iP9
sera une famille de sections

Mgrrty @B (Myg...i) = O (Mot 3 B);

comme la différenticlle 47, en bidegré (p, ¢), est induite an facteur (—i1)?
prés par la différentielle 4 du faisceau €*, on voit donc qu’on est ramené A
résoudre le systéme suivant:

Yyoity = 2 (— D5 Aoty
0=\ (= * Mgetyty g+ (=1 T

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Autrement dit, on doit procéder comme suit: partant d’un n-cocycle §p; =% de
M i valeursdans b, on écrit que § est Je cobord d’une (mn — 1} — cochaine )*—?
de % 4 valeurs dans °; alors la cochaine dx*—t de %, A valeurs dans 1, est
un_cocycle — c’est donc le cobord d'une (z—2) -cochaine A"—2de M &
valcurs dans €'; de méme 4i*—2est le cobord d’une (n— 3) -cochaine x*—*dec R
A valeurs dans °~%; poursuivant Ia construction ainsi desuite on parvient a
une r-cochaine Al de M & valeurs dans £°-2 et Pon sait que la 1-cochaine
d)1, & valeurs dans £*~1, es. un cocycle —donc le cobord d’une 0-cochaine 19
A valeurs dans £2-2; alors dA° est un O-cocycle de St & valeurs dans %=, i.e. une
section de 4 au-dessus de X, qui est de plus annulée par la différenticlle
d: 4 > ¢+t et par suite définit une classe §; e HY(T'(4¥)}) : c’est I'image
de im par Phomomorphisme canonique H*{(3R; &) — H*(X; &),

Nous avons étudié plus haut le double complexe

K = C*(; e*(X; &)

dans le cas ol {R est ouvert, et nous en avons déduit des homomorphismes
canoniques H5(; &) — HA(X; b).

Prenons plus généralement une famille & de supports, et un recouvrement IR
ouvert, ou bien fermé et localement fini, ¢t formons le double complexe

K = C{{; e*(X; b));
on a encore des homomorphismes
Hy(X; &) & He(K) £ Hyems 0,

lesquels proviennent des deux suites spectrales de K; celles-ci sont évidemment
données par

"Ef? = HP(HL(IM; €*(X; b))

"Efe = He(CH(IR; €*(X; &))).
Or comme €*(X; &) est une résolution flasque de &, on voit que

‘Egr=0 pour ¢#0

powrvu que Pon puisse appliquer le Théoréme 5.2.3., Le. 8i M est ouvert et d
quelconque, ou bien si 9% est fermé localement fini et ® paracompactifiante.
Dans ce cas, §* est donc bijectif, et on obtient 4 nouveau des homomorphismes

canoniques
H(IR; ) — HI(X; &),

On remarquera que, si it est fermé localement fini, la méthode précédente ne
permet de définir ces homomorphismes que si la famille & est paracompac-
tifiante, alors que nous avons obtenu au n® 5.2. des homomorphismes analogues
sans faire d’hypothése sur ®. Nous verrons au n® suivant que, dans tous les
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cas ol les deux méthodes ’appliguent simultanément, les homomorphismes
auxquels elles conduisent sont idenfiques.

Lorsque R est fermé localement fini, et lorsque & est !a famille de tous les
fermés de X, la méthode du présent n® conduit aussi plus généralement 4 une
suite spectrale similaive (et, comme nous le verrons, identique) 4 celle du Théo-
réme 5.2.4., pourvu que Pespace de base X soit paracompact. Considérant en
effet le double complexe

K = C¥M; e*(X; b))
tout revient A calculer les termes ‘EE¢ de sa premiére suite spectrale. On a vu
ue
! "By = HH (OO €(X; 1)

posant pour sinplifier
¥ = (X5 &),

on a
Co(h; H¥) = H M (M.);
dm()=p
donc
B [ HeWM);
G =p

mais commme X est paracompact et M, fmnél donc paracompact, M* induit
dans M une résolution de J| M, par des faisceaux mous, de sorte qu'il vient

fEﬁ = H Hs{M,; &) = CP(2R; #I(N)

dim{g)=p
et finalement

'E§9 = HP(IR; 367(0))

comme annoncé,

5.5. — Propriétés de compatibilité

Nous avons donné aux n® 5.2 et 5.4 deux méthodes pour définir, dans cer-
taines hypothéses, des homomorphismes .

(M ) - HI(X: b);

nous aflons montrer dans ce n® que les deux procédés conduisent aux mémes

homomorphismes.
Soient & un faisceau de base X, 2* la résolution canonique de .b, & une

famille de supports, et R un recouvrement de X; les homomorphismes consi-
dérés se déduisent de la considération des deux doubla complexes

C3(X; ex (@ &) ot CHER: Y.
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Or considérons le faiscean bigradué
CHIN; £%) = (O (D; #7)),

muni de sa graduation et de sa différentielle « totales » —la composante de
degré n de ce faisceau différentiel est done

2 (I W),

pAg=n

On a des homomorphismes de faisceaux différentiels

e (@t by L erm;av) 4 g

si donc ces trois faisceaux sont des résolutions de S on obtiendra, en vertu du
Théoréme 4.7.2., un diagramme commutatif :

ﬁu

HA[Ce (€% (I A))) H'[I‘o(c*(ﬂﬂ, 2%)] <= He(ra(z)

H3(X; b),
c’est-3-dire le diagra.mmc commutatif suivant :

Hy (0 &) > H“(Cﬁ(ﬂﬁ, 2‘)) 4 H“(f'¢(53‘))

\1/

H3(X; )3

il est clair qu’alors le résaltat que nous avons en vue sera démeontré, puisque
nous savons que, lorsque €* cst la résolution canonique de &, Phomomor-
phisme HT.(%£*)) — H}(X; &) ﬁgurant dans ce diagramme est Piden-
tité (cf. Exemple 4.8.1.).
Or par hypothése £* est une résolution de &; il en est de méme, si Sk est
ouvert ou bien fermé localement fini, de €* (4R; &) ; veste donc & montrer que,
lorsque R ‘est ouvert ou bien fermé localement fini, le faisceau différentiel
. C*(IR; £*) est lui aussi une résolution de M, ou encore que 4* — E*(R; £¥)
induit un isomorphisme des faisceaux dérivés de * sur ceux de C*(IW; £%).
Pour cela considérons en chaque point x le double complexe « ponctuel »
C*(M;2*) (x) des germes de sectionsen x du faisceau différentiel C*(IR; £*);
puisque £* (I0; £7) est une résolution de 9? pour tout p, on voit que

HeC*(MR; 99)(#)] =0 . pour ¢>>1,
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en sorte que 'on obtient pour le double complexe en question une suite spec-
trale dégénérée; étant donné que

HY[e*(IR; 27)(x)] = 2£7(x),
le résultat annoncé est démontré.

On remarquera d’autre part que les raisonnements précédents montrent que,
pour définir les homomorphismes H{(3R; &) - H3{X;h), on peut utiliser,
au lieu de la résolution canonique de A, foute résolution conduisant A la cohomo-
logic de X A valeurs dans &.

Dans le méme ordre d’idées, on peut se poser la question suivante.- Suppo-
sons X paracompact et soit R un recouvrement fermé et localement fini de X;
prenant pour & la famille de tous les fermés de X, on peut alors appliquer ala
fois les méthodes des n8 5.2 et 5.4; on obtient dans les deux cas des suites spec-
trales qui commencent par les groupes

‘ Ep? = Hr(IR; %7(%))

et aboutissent 4 la cohomologie de X & valeurs dans &; ces suites spectrales
sont-elles « isomorphes »?

Pour le démontrer nous allons considérer, & coté des doubles complexes
K =CHX; 64T #); K/ =CHa evX;n) -
utilisés pour construire les deux suites spectrales en question, le triple complexe
K = C*[X; €*(Dk; e*(X; 4))]
et les homomorphismes évidents

K> x Lk

{on applique un terme de bidegré (p, 4) de K’ sur le terme analogue de tri-
degré (g, ¢, 0) de K ct un terme de bidegré (g, r) de K surle terme analogue de
tridegré (0, ¢, 7} de K). En filtrant K 4 Paide de son second degré il est clair que
6’ et 6' sont compatibles avec les filtrations utilisées pour construire les suites
spectrales de K’ et K', de sorte qu’on obtient pour tout s des homemorphismes

6'*: Eg(K') — Ep(K)
7% Egr(K’) - E(K).

Le probléme posé sera résolu si Pon montre que ces homomorphismes sont
bijectifs; Ul suffit d’ailleurs de le faire pour ¢ = 2.

Or désignons par 4', &' et d” les trois différenticlles partielles de K; il est dair
que
Efe(K) = HAC*[X; P (; €%(X; M),
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la cohomologie figurant dans cette tormule étant calculée 4 Paide de d' 4 d";
introduisant les faisceaux différentiels

PP¥ = CA(T; C*(X; &)

on a donc i calculer la cohomologic de degré total ¢ du double complexe
C*(X; #4*); mais comme le faisceau

st = I 40X M,
ddls) = p

est fin les caleuls du n® 4.5 montrent que les homomorphismes canoniques
P(ee¥) = Cr(M; (X5 ) — C(X;724%) =K
induisent des isomomorphismes
Epe(K) = Hi(T(22#)) = HO[CP(R; €4 (X; )5
d’apris le n? 5.4 appliqué au cas de la résolution canonique on trouve done
Ef(K) = Co(M; %7(%)
ol #¢ (N) est le systéme de coefficients § — H?(M,; &) sur le nerf de #i; par
suite il vient
Egt(K) = HA(I; 5#7(h)),
ce qui achéve la démonstration.

5.6. — Exemple d’applications: cohomologie d’une réunion (%)

Soit X un espace réunion de deux sous-espaces M, et M;; nous les supposcrons
tous les deux ouverts, ou bien tous les deux fermés. On supposera aussi, pour
dviter des trivialités, que My, M; et

Mg = Myn M,
sont non pvides. Donnons-nous un faiscean b de base X,

Cousidérons le recouvrement R de X formé par M, et M,; son nerf est le

schéma simplicial A;. Pour calculer la cohomologic de X & valeurs dans #% on
a donc une suite spectrale dans laquelle

Ege =Hr(A,; %#7);

{t) La lecture de ce n® est inutile pour la compréhension des n° suivanis, Le résultat
qu'if contient généralise un théoréme classique de Vietoris.



COHOMOLOGIE DE JECH 219

le systtme de coefficients 3¢ se calcule visiblement comme suit: si 5=
(#gs -+ £p) €8% un simplexe singulier de dimengion: p de A,, ona

sy =He(My; ) i s=(0,...,0)
i #e(s) =He(M,; &) si os=(I,...51)
7(5) = He(M,,; &) dans tous les autres cas.

Dans le cas ol les M, sont ouverts, cela résulte du Théoréme 5.4.1., et dans le
cas of: ils sont fermés cela résulte de la fin du 2® 5.2 (on notera gu'aucune
hypothése de- paracompacité n’est nécessaire).

Comme le schéma simplicial A est de dimension 1, il est clmr quel'on a

Egg=0 pour poaxa et g0
Dong les différentielles 4. de la suite spectrale sont nulles pour tout r 2> 2, en

sorte qu'il vient des isomorphismes canonigues
EZ = E¢7;

comme de plus E& = o pour p > 2, on en déduit gue Pon a pour fout n une suite
exacte

0 B> HMX; M) - Eb»=! > 0

Il nous reste A calculer explicitement les termes EJ= et Ef»—L,
Ona
By » = HY(A%; 567);

ce groupe st donc formé des o-cocycles de A, 4 valeurs dans le systéme de
coefficients #*; or on a

o O(ay; H) = HM(My; 4) X HH(My; 8)
et pour une cochaine &« = (a;)i=p,4 de degré o, du est Pélément de -
HR(NID 0 Ml;ib):

différence entre les « restrictions » de «yet «; & M, 0 M;; on en conclut que

E$* est le sous-groupe de H*(M,; &) X HYM,; A)
" - formé des couples (g, %) quiinduisent Ja méme
classe de cohomologie dans My n M,.

Calculons maintenant Ei*—* = H(A,;%*—1); on peut le calculer a I'aide de
cochaines alternées de degré 1 de A,; une telle cochaine est nécessairement un
cocycle, et s'identifie 4 un élément de H*—1({M, n M;; &); c’est un cobord si et
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seulement si elle est différence de deux classes induites par des classes de coho-
mologie de M, et M,. Autrement dit

Ef »—1 est le quotient de H*—1(M, n M, ; &) par le sous-groupe
formé des classes de cohomologie qui sont différence de deux
classes induites par des classes de cohomologie de M, et M,.

On laisse au lecteur le soin d’expliciter les homomorphismes figurant dans la
suite exacte écrite plus haut, et de retrouver celle-ci par des procédés élémen-
taires (Le. indépendants de toute suite spectrale).

5.7. — Passage A un recouvrement plus fin

Soient | = (Mg, et R = (N));¢, deux recouvrements de X; si % est plus
fin que T, nous appellerons application simpliciale de N dans % toute applica-
ton 6: J — I telle que Pon ait
N;e My

pour tout indice j. Une telle application définit une application simpliciale
du nerf de % dans celui de 2}, Ia réciproque étant fausse en général,
R, &% et ¢ étant donnés, considérons un préfaisceau Jo de base X; nous sup-
poserons R et R ouverts si b n’est pas un faisceau. On a alors un homomor-
phisme de complexes simpliciaux

*: GE(; &) > CH(R; 4)
pour toute famille & de supports dans X. Pour définir cet homomorphisme il
suffit d’associer & toute cochaine « de degré n de M la cochaine 6%(x) donnée
par

0%(z),...;, = restriction de aygy... gy a Pensemble Ny ..., e Mg, a5
En fait il est clair qu’on a méme un homomorphisme de préfaisceaus
CHIM; h) — CHR; Ko),
compatible avec les « structures simpliciales » évidentes de coux-ci.
Théoréme 5.7.1. — Soient 8, et 6, deus applications simpliciales de' R dans R les
homemorphismes 8§ et 6} sont .nmplmalmmt homotopes.
Nous utiliserons pour cela les résultats du chapitre ¢, n° 3.7. Gomldérom donc

le complexe I* = C*(A,; 2Z) des cochaines singuliéres entitres du schéma sim-
plicial A,; nous devons construire un homomorphisme

(1) - DGR &) > CH(IN; &)
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qui, composé avec les homomorphismes canoniques

(2) Jordr: CR(R; &) = T C(M; A), .
redonne 6} et 0f, Pour cela formons le recouvrement
&= (N, )

ol ¢ décrit A;, ot J décrit 7, et ot N,; = N; quels que soient ¢ et j;
les recouvrements R et N sont équivalents, mais non identiques, et le nerf
de R est évidemment le produit cartésien de A, par le nerf de 9. On a de plus
un isomorphisme canonique

(3) I* >< CH(%; Jo) = CH(H; )

comme suit: prenons des cochaines e Cr(A;; Z) et veCi(R; &); étant

donnés des simplexes singuliers s et ¢ de dimension p de A; et du nerf de 9, on
a évidernment
Ns t= Ne;

cela dit, 'homomorphisme {3) devra transformer I'élément A x v de degré p du
premier membre en la cochaine A xveaC2(R; &) donnée par
(4} (A X ¥)a, s = A(s) . ¥e.

Cela dit, il est immédiat de vérifier que, moyennant Pidentification (3), les
homomorphismes (2) sont définis par des applications simpliciales de %
dans 9t — a savoir, évidernment, les applications

et > (0,5) et @i (1))

Or, considérons les deux applications simpliciales 0,-et 6, de R dans AM; elles
déﬁmssent une application simepliciale 8 du recouvrement R dans R, A savoir
(2, 5) — 0.{j) et donc un homomorphisme

o*: CH(I; &) > C3(0; &);
il est trivial de vérifier que

ge o 8% = (80 p)* =063;

par conséquent, moyennant Pidentification (3), 'homomorphisme 6* joue
le réle de Phomomorphisme (1) cherché, ce qui démontre le théoréme,

On peut expliciter l’opérawur d’hamotopie qui résulte des caleuls du chapitrer,
n° 5.7; c'est celui qui transfonnclacochaineudedcgrénde!mcnla cochaine
De de degré n— 1 de 9t donnée par la formule

. 1k
(D“)Jo..,].._l = Z( n By (R - Wyt - Yy U g)?
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étant entendu qu’on remplace les sections figurant au second membre par leurs
restrictions & Nj..;.

On notera d’autre part que dans les raisonnements précédents on peut rem-
placer Met R par MnU et Mn U, olt U est un ouvert quelconque; le Théo-
réme s’applique donc non seulement aux complexes de cochaines mais aussi
aux préfaisceaus correspondants C*(; &) et C*(M; b).

Le Théoréme précédent montre que, pour toute famille & de support dans X,
on peut définir des homomorphismes canoniques

‘H.,,(ém ; b) H A (3

et si Pon a un troisiéme recouvrerent § plus fin que 9, le diagramme

3 &) — Hy@; 4)

N

H3 (P »)

sera évidemment commutatif,

Si Jo est un faisceau et st M et N sont ouverts ou_fermés Iocalement finis (on ne suppose
d’ailleurs pas que les deux recouvrements soient du méme type), le diagramme

BB &) — H(E %)

NS

3(X; b)

est commudatif; cela résulte du Théoréme 4.7.2. concernant les homomorphismes
de résolutions.

Enfin, si deux recouvrements R et 9t sont éguivalents on a des isomorphismes
canonigues

H3 (D &) = HA (9 )

il suffit de choisir des applications simpliciales ¢ < — N et ¢ : M| — B
d’aprés le Théoréme 5.7.1., les applications ¢ ¢ ¢ et ¢ o p définissent néces-
sairement les applications identiques en cohomologie, d’ot1 le résultat,

En particulier, st le recouvrement SR est trivial (i.e. si M; = X pour un indice )

ont @ HL(SM; b) = o pour fout n > 1 ef pour fout o, car M est alors équivalent
au recouvrement formé du seul ensemble X, recouvrement dont la cohomo-~
logie se calcule facilement. ..
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5.8. — Cohomologie de Cech

Les résultats du n° précédent suggerent Putilité de passer A la limite inductive
sur les groupes HY(MM; &), ou méme sur les complexes CF(I; &); nous allons
montrer comment 'on doit procéder pour y parvenir ,

Considérons 'ensemble R(X) des recouvrements ouverts de X de la forme
U= (U.)eex avec xaU, pourtouts.

On peut le munir d*une relation d’ordre en écrivant
N <€ B si et seulement si U, = V, pour tout x.

51U < B, on a une application snnphcmle canonique de 11 dans B, & savoir
x ~» x, d’oll un homomorphisme canonigue
C(B; &) > C3(l; &)
de complexes de cochaines simpliciaux, pour toute ‘famille ® de supports
dans X. Cet homomorphisme définit bien entendu les homomorphismes
H3(B; &) — HIW; N)
du n® précédent. :
Nous poserons, ce qui est évidemment légitime,

C3(X; &) =1lim, ind. C5(11; J) I;
. uxy

on définit ainsi le complexe des cochafnes de Cech de X & support dans ® et &

valeurs dans le préfaiscean Jo; C'est manifestement un complexe de cochaines simpli-
cial, Les groupes

F15(X; &) = H(83(X; %)) = fim. ind. H303 ..%)J
(X}

sont les groupes de cohomologie de Cech de X & support dans @ et 3 valeurs dans .

Soit i un recouvrement oxvert quelconque de X (ou méme, si Jo est un faisceau,
un recouvrement moins fin gu’un recouvrement ouvert); on a alors des homo-
morphismes canoniques

H3(; &) > H(X; )

comme suit ; choisissons un recouvrement it & R(X) plus fin que I, et compo-~
sons les homomorphismes canoniques

Hy(M; &) — H(; A) et Hi( &) — H3(X; 4);
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on obtient alors un homomorphisme de la forme cherchée; reste 4 voir qu’il
est indépendant du choix de 1; or remplacons 1 par un recouvrement
B e R(X) plus fin que M; il existe un W e R(X) qui vérifie W £ B et
8 £ B; le résultat cherché résulte alors de la commutativité du diagramme
suivant ;

Hy(1; 4) < Hy( &) — Hy(B;.4)

N

On a évidemment les résultats suivants {oti Pon ne considére, si & est un pré-
faisceau, que des recouvrements ouverts, et, st J est un faisceau, que des recou-
vrements moins fins que des recouvrements ouverts) :

a): st § ast plus fin que M le diagramme
Hy(M; &y — HE(R; )

, HL(X; &)
est commuiatif;
b) pour quun dément de H5(S; &) s'annule dans HI(X k) il fout et il suffit qu'il
s annule dans HE(R; M), o8 N est recounrement plus fin que D convenablement choisi;
¢) la réunion dans H5,(X; &) des images des divers groupes H(S; &) est HL(X; &)
fout entier.
On peut donc dire qu’en un certain sens le groupe Hj 3(X; b) est la « limite
inductive » des groupes H (904} lorsque M décrit « ’ensemble» — qui n’en
est pas un — de « tous » les recouvrements ouverts de X. Bien entendu, on
peut, pour caleuler les groupes de Cech, se borner  considérer un systéme fon-
damental de recouvrements ouverts de X; par exemple, si X est quasi-compact,
on peut se borner A passer 4 la limite sur les groupes de cohomologie des recou-
vrements ouverts finis de X.

Notons aussi, dans un autre ordre d’idées, le résultat suivant, qui nous sera
utile plus loin:

Théoréme 5.8.1. — Soient X un espace topologique, ® une famille de supports
dans X, et supposons que tout S € © posséde un voisinage dans ® . Alors le fone-
teur o — é;‘,(X; Jo) transforme toute suite exacte de préfaisceaux en une suile exacte
de complexes.

Soit en effet une suite exacte de préfaisceaux

0= & = b= A = 0;
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pour tout ouvert U, la suite correspondante
0= &MU - »HU) - &U) = 0

est par définition exacte; donc, pour tout recouvrement ouvert 1l on aura une
suite exacte de complexes

0 CHOL A) - C*iL b)) > C* (L W) - 0
d’otr 4 1a Bmite 1a suite exacte
0 o+ C*(X; W) —+ C*(X;sh) > C*(X; &) — o;

si Pon se borne aux cochaines A supports dans ®, il est clair que cette suite
reste exacte & gauche; tout revient donc & montrer que les homomorphismes

B 4) > G W)
sont surjectifs. .
Or prenons un élément o du second membre, représenté dans un recouvre-

ment I = (Ug)zex par une cochaine [5' de support S ® ; prenons un voi-
sinage Ted de S.

Nous pouvons, au besoin en remplagant tl par un recouvrement 8 <& H, sup-
poser réalisée la condition

(@): ona Ug ¢ T pour tout x « 8.

D’autre part, tout point x @ X —5 posstdeun voisinage ouvert V, tel que, pour
tout simplexe singulier ¢ du nerf de i, de dimension p, B induise O dans
U, n V.; en modifiant 4 nouvean I on peut supposer V, = U,; or si
§ = (%, -y #p) o0 a U, ¢ U,, pour toutk;ils’ensuit qu’on peutsupposerréalisée
la condition.

b): 585 = (%yy ..., Xp) Wa pas tous ses sommets dans S on a B; = o.

Ceci dit il existe pour tout s un élément §, de b (U,) qui s’appligue sur B}
par Phomomorphisme donné Jo - &7; on peut de plus supposer §, = 0 si
@ == 0, L.e., d’aprés (5), si les sommets de s ne sont pas tous dans S; d’aprés (a)
il est clair qu’on définit ainsi une cochaine § @ CP(U; &) & support dans @,
représentant §, d’ot le Théortme.

I! résulte du théoréme précédent que Pon a une suite exacle de cohomologie de
Ceck pour toute suite exacte de préfaisceaux et toute famille & vérifiant la
condition de I'énoncé. Nous verrons plus loin que si la famille & est pera-

compactifiants on a aussi une suite exacte de cohomologie de Gech pour toute
suite exacte de faisceaux.
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5. 9. — La suite spectrale associée a la cohomelogie de Cech

Soient X un espace topologique et & un faisceau de base X. Etant donnés des
recouvrements ouverts Il et 8B, si B est plus fin que ¥ on a un diagramme

commutatif
H(1t; &) — H*(B; &)

N

H=(X; ).
Prenant en particulier des recouvrements de ®(X) et passant i la limite
inductive on en déduit des homomorphismes canoniques

H(X;a) - HYX; )

-

nous allons les déduire d’une suite spectrale,
Soit @* = ¢*(X; M) la résolution canonique de &, et formons le double

complexe
Cx(X; %) = 2 Co(x; 99,
On a des homomorphismes canoniques
S X;a) & Gex; a0 £ rem.
Les suites spectrales s'obtiennent d’autre part comme suit. On a évidemment
'Epe = HA(H¢(X; 9%)) =0 pour g1
en vertu du Théordme 5.2.3. D’autre part
'Epr = H{(CA(X; 9%));

or le foncteur # > CP(X; F) est exact sur la catégorie des préfaisceaus; il s’en-
suit qu'en introduisant sur X les préfaisceaux

% U — He(g*(U)) = H(U; &)

il vient .
By = Co(X; %9,  Egr=HA(X; %9).
On obtient donc le résultat suivant _
Théoréme 5.0.1. — Soient X un espace topologique et Yo un faisoeau de base X.
Considérons les préfaisceaux
#(X; ) : U -> H(U; 8);
il existe alors une suite spectrale dont le terme Eg est
Ege = HP(X; #9(X; &),
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et dont le terme B, est le groupe bigradué associé & une filtration convenable du groupe
gradué H*(X; M),

On notera que PPon a #%(X; &) = M et par suite
"Eg = FIp(X; A);

on retrouve ainsi, évidemment, les homomorphismes définis plus haut

Corollaire, — Soient X un espace lopologique et b un faiscean de base X, Les homo-
morphismes cononiques
HA(X; &) > HMX; &)
sont bijectifs pour n = o ou 1, et injectif pour n = 2.
L’assertion concernant n = o est triviale; d’aprés la théorie des suites spec-
trales, les deux autres assertions seront établies si I'on montre que
HO(X; (X5 %)) = 0;

or l¢ faisceau engendré par Ha(X; M) est nul pour ¢ > 1 (puisque, localement, tout
cacycle de €* est un cobord). Tout revient donc 4 prouver le

Lemme: Si un préfaiscean F engendre le faisceau nul, on a
H(X;5) =0 etméme ((X;9) =0.

En effet considérons une cochaine « € C°(X;9); dans un recouvrement
U = (U.)eex elle sera représentée par une famille (a,), avec o, @ F(U,); mais
comme ¥ engendre (), chaque point ¥ a un voisinage ouvert V, ¢ U, dans
lequel «, induit 0; d’ol, en remplagant i1 par B = (V,), le résultat cherché.
Tous les résultats précédents s'étendent au cas d'une famille & de supports
vérifiant la condition énoncée au Théoréme 8.8.1. (tout S e & posstde un
voisinage dans &); il n'y a absolument rien 3 changer aux raisonnements : il
suffit d’affecter d*un indice & tous les groupes de cohomologie envisagés.

Le Théortme 5.9.1. a d’antre part la conséquence que voici, pamculrérement
utile en Géométrie algébrique :

Théoréme 5.0.2.1 — Soient X un espace topologique ¢t b un faiscean de base X,
Supposons que Uon puisse recouvrir X par une famille U & ensembles ouverts possédant les
propridlés suivantes
a) : 8i U contient U’ et W, elle contient U' o U*;
) 1 U contient des ouveris arbitrairement petits;
diona
He(U; 8) =0
pourtout ¢ > 1 et tot U & U,

() Ce résuitat est db 4 Henri Caréan.
GODEMENT 16
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Dans ces conditions les homomorphismes F19(X; &) — He(X; M) sont bijectifs.

Nous allons démontrer, par récurence sur #, que les homomorphismes
H*(U, &) > H*(U; &) sont bijectifs pour tout U e U; cela impliquera le théo-
réme; en effer, d’aprés les hypothéses (@) et (5) on peut, pour calculer les
groupes é*(X #67), utiliser des recouvrements (Us)zex tels que 'on ait toujours
Us,,..s, € U; d’aprés () on aura donc, moyennant la propriété annoncée,
les relations G*(X; #7) = o pour ¢ 3= 1, et le Théoréme résultera alors du
‘Théoréme 5.9.1., puisque la suite spectrale qui v figure sera dégénérée.

Supposons done prouvé que T'on a
He{(U; &) =0 pour 0l g<n et pour UeU;

il Pensuit que é*(X; 1) = o pour 0 < ¢ <7 n; autrement dit, la suite spec-
trale du Théoréme 5.9.1. vérifie
EffF=0 pour O<lg<<n et p=0.

De 12 et de Ia théorie des suites spectrales résulte que I’homomorphisme
canonique .
E = H(X; &) — H(X; b}

est bijectif. Maintenant, appliquons ce résultat en rcmplagant X par un
U e U, . par le faisceau induit dans U, et U par la famille formée des ' € U

contenus dans U; on en déduit que Phomomorphisme H*(U; &) - H*U; W)
est bijectif, ce qui achéve la démonstration.

5. 10. — Le théoréme d’isomorphisme

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de ce § :
Théoréme s5.10.1. — Sotent X un espace topologique, b un faiscean de base X,

¢t © une famille paracompactifianie dans X, Les homomorphismes canoniques

A (X; &) - H3(X; M)
sont bijectifs.

Ce résultat, d’apres le Théoréme 5.9.1, sera une conséquence du résultat sui-
vant :

Théoréme 5.10.2. — Soient X un espace topologique, & une famille paracompac-
tifiante dans X, et b un préfaisceau de base X, On a

Hy(X; M) =0  pourtout 230

i le faisceau engendré par b est nul.
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Nous allons d’abord montrer que toute classe de cohomologie § & H5(X; &)
est représentée par un cocycle d’un recouvrement W localement fini convenable;
puis que toute cochatne de ce recouvrement devient nulle si on remplace celui-ci
par un recouvrement plus fin convenablement choisi; cela démontrera le
théoréme {on observera que nous ne démontrerons pas gue é:(X; &} =0).

Considérons donc . 1] existe un recouvrement ouvert I = (Uy)se, tel que §
soit représenté par un cocycle a de 1l 'de support S € ®. Prenons un voisi-
nage 8’ & @ de S; on peut évidemment supposer que les U; rencontrant S
sont contenus dans $/; soit I, Pensemble des ¢ tels que U; rencontre S,

Comme le support de « est S, chaque ¥ @ X — S posséde un voisinage V(x)
tel que « induise 0 dans U,nV(x) pour tout simplexe s de iI; en rempla-
¢ant 11 par un recouvrement plus fin on peut supposer chaque Ui ¢ I,)
contenu dans I’un de ces V(#); par suite on peut supposer «, = ¢ dés que les
sommets de s ne sont pas tous dans I, Il est clair qu’alors § est déja repré-
sentéc par un cocycle (de support S) du recouvrement formé des U, i e I,
et de Pouvert X — S; autrement dit on peut supposer gu’il existe un indice o & [
tel que Ponait U, =X — S, et Uy € S' pour i o 0.

Or comme S est paracompact il existe un recouvrement ouvert localement fini
plus fin que i n $/; on peut supposer que Pun des ensembles de ce nouveau
recouvrement est 8/ — S et que les avtres sont contenus dans des Uy, ¢ 55 0 et
que par suite ils sont ouverts dans X, Donc on peut de plus supposer W localement
Jini, et un raisonnement analogue montre de méme qu'on peut supposer Uexis-
dence d’un recouvrement ouvert (Vy)1 gy avec Vy & U pour tout { & 1. Ceci termine la
premiére partie de la démonstration. :

Considérons un recouvrement ouvert localement firi 1 = (Uphie, et supposons
qu’il existe un recouvrement ouvert (V) avec V,c Uy; nous allons démon-
trer (sans faire d’hypothése sur X, et la famille & n'intervenant plus) que toute
cochaine de 1t A valeurs dans & induit ¢ dans un recouvrement plus fin que 1t
bien choisi, En effet, prenons pour chaque ¥ un voisinage ouvert W, ne ren-
contrant qu’un nombre fini d’ensembles U, On peut évidemment supposer
remplies les conditions suivantes:

a) : larelation x @ Upimpliqgue W, ¢ Uy

b) ¢ la relation x @ Vyimpligue W, € V3

¢) i onax & Updés que W, renconire Vi

IYautre part, puisque le préfaisceau b engendre le faisceau nul, tout point

x & U, admet un voisinage dans lequel «, induit 0; ce voisinage peut étre

choisi indépendant de s puisque 1t est localement fini, et par suite on peut
encore imposer la condition

d) : la relation x @ U, implique a, = ‘o dans W,. ,
Cela fait choisissons une application simpliciale ¢ du recouvrement 3 = (W,)
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dans le recouvrement S5 = (V,); on peut aussi la considérer comme une appli-
cation simpliciale de ¥ dans U; nous allons montrer que ¢*(x} = o.

Soit en effet (%, ..., %) un simplexe singulier du nerf de 3; posant &, = ¢(x),
il est clair que ¢*{4)q,...s, €st la restriction de ..., 4 Pensemble

Wa,

0I'l...I'l\?'t"_‘,““;

or celui étant non vide, W,, rencontre les W,,, a fortiori les V,,, de sorte que
d’aprés la condition (¢} on a ;& U, _, ; d’aprés la condition (a) on a donc
W, © Uy,..q,; mais alors a;,...; induit 0 dans W, d’aprés la condition (d);
a fortiori. ay,. . 4, induit 0 dans Wa,_. 4, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire, — Soient Jo un préfaisceau de base X et ® une famille paracompac-
tifiantz dans X. Les komomorphismes canoniques
B5(X; ) - HY(X: B)
sont bijectifs (on note & le faisccau engendré par ).
On a en effet de fagon évidente des suites exactes de préfaisceaux
0> —-> Ab—=3->0
0 >3 >h—>2=>0

d’oir (Théoréme 5.8.1.) des suites exactes en cohomologie de Cech; or les pré-
faisceanx o et 2 engendrent 0; lc résultat cherché résulte alors aussitdt du
Théoréme précédent.

Exemple 5.10.1. — Prenons pour & le préfaiscean U - A, ol A est un groupe

abélien fixe; on voit que Ia cohomologie de Cech 3 valeurs dans le faisceau

simple de base X et de fibre A se calcule A Paide de cochaines 4 valeurs dans le
© préfaiscean en question — autrement dit se réduit aux groupes de Cech clas-

siques IYI.';,(X; A).

Remarque 5.10.1. — On peut donner du Théoréme d*isomorphisme une

démonstration assez différente de la précédente.

Considérons la famille des faisceaunx différentiels €*(I1; &) ol U parcourt

Pensemble 8t (X); il est clair que Pon peut définir le faisceau différentiel

&*(X; &) =lim. ind. C*(11; &);
KX

puisqu’on a une limite inductive de résolutions de %, on trouve ainsi une réso-
lution de &

Ohservons maintenant que, pour tout recouvrement W de X, €%11; Z) est
un faisccau d’anneaux, et C*(it; b} un €%(W; Z) — Module : pour le voir
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il suffit de définir le produit d*une cochaine § & C*(ll; Z) et d’une cochaine
e « CMIL; &) & Paide de la formule
(Ra)gg.oni, = taea.’o...rna
et de procéder dec méme localement.
Passant 4 la limite on voit donc que E(X; &) est un Module sur le faiscean
d’anneaux €°(X Z); or il est immédiat de constater que (X ; Z) = €%(X; 2)
donc que (X ; B) est flasque, et en particalier ® — mou pour toute famille
paracompactifiante @ dans X. On voit donc que, si I'on 2 une famille para-

compactifiante &, £*(X; &) est une résolution de b par des faisceaux § —— fins,
et par suite que I’on 2 un isomorphisme canonique

H3(X; &) = H[To(*(X; &))].

Si X est compact et si @ est la famille de tous les fermés de X, on a de plus, en
vertu du Théoréme g.10.1 :

Ta(€*(X; &) = lim. ind. To(€*(1; #)) = Lim. ind. C3(11; &) = C5(X; &),
d’ou le théoréme d’isomorphisme dans ce cas. ,
Dans le cas d’une famille paracompactifiante ¢ quelconque, le raisonnement
précédent est encore valable (quoique le Théortéme 3.10.1 ne s*appligue plus),
comme on le voit directement (on laisse au lecteur le soin de faire la démons-
tration & titre d’exercice), On obtient ainsi une autre démonstration du théo-
réme d’isomorphisme,

‘On notera que la formuie

TE*(X; &) = G*(X; b)
est encore valable si X est un espace de Jariski, puisqu’alors le Théoréme 3.10.1.
s'applique. Par conséquent, le groupe gradué H*(X;A) est dans ce cas
I’aboutissement d'une suite spectrale dont le terme E, est donné par

Bgr — HP[EF(X; €% (X; )] = lim. ind. Fe[HI(X; €(1; )]
(X)

en vertu du Théoréme 4.12.1. pour les espaces de Zariski, Il ne semble malheu-
reusement pas possible de calculer plus explicitement cette suite spectrale,
méme si Pon remplace Pensemble R(X) par la famille des recouvrements
ouverts finis de X (ce qui est évidemment permis en vertu des considérations
du n° 5.7.).

5. 11. — Suite exacte en cohomologie de Cech

Soit  une famille paracompactifiante dans X, et considérons une suitc exacte

de faisceaux
0—».;]9’—-)-&—).&"-—»0;
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désignons par A le préfaisceay image de b :
Jop(U) = Im(A(U) — &"(U));
en combinant le Théoréme 5.8.1. — qui donne une suite exactc de cohomo-

logie reliant &', Jb et &g — avec le Corollaire ci-dessus on trouve une suite
exacte de cohomologie

Lo HB (K ) — BB — B A7) = M3t (K a) —. .

Nous allons montrer que, moyennant les isomorphismes du Théoréme pré-
cédent, cefte suite exacte s'identifie & la suite exacte
5
L= HAXG A - HUX A — HiK; &) — Hp(Xe ) -
dont Pexistence a été établie en § 4.
Considérons en cffet les résolutions canoniques des faisceaux donmnés; la
seconde suite exacte précédente résulte de la suite exacte de complexes
- G W) = G ) — GGG A — 0,

et I'on sait que

0 - €*(X5h) = C*(X; b)) » C*(X; &) - 0

est méme une suite exacte de préfaisceaux (Théoréme 4.3.1.); par suite, en

vertu du Théoréme 5.8.1., on aura un diagramme commutatif de suites
exactes

0 -» CEX;e¥(X; W) - Ci(X; e*(X; ) — Ci(X; e¥(X; &) — 0
0 - Ci(X; &) — CHX; W) - Ch(X; &) - 03

or les homomorphismes verticaux induisent des isomorphismes en cohomo-
logie; donc la suite exacte de cohomologie du § 4 ’identifie & la suite exacte de
cchomologie reliant les doubles complexes considérés,

Mais d’autre part, en appelant &g le pré-faisceau image de Jb, on a aussi le

diagramme commutatif suivant de suites exactes

0 — Ci(X; &) — éz(x;.ng) > é;(x; &) - 0
¥

0 > CEX;e5(X; &) — é $(X; 0% (X; &) — (Z‘ £(X; €*(X; &) - 0;

donc la suite exacte de cohomologie reliant les doubles complexes s’identifie 2
la suite exacte en cohomologie de Cech, ce qui démontre évidemment notre
assertion.

Il est facile de calculer Popérateur & en cohomologie de Cech. Prenons une
classe de cohomologie ¥ e I\-'l"(X;Jln"); en vertu du Corollaire du Théo-
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réme 5.10.2. on peut représenter ¥, dans un recouvrement ouvert § = (Ugre,
convenablement choisi, par un cocycle «f @ C}(1L; Af), et Ic Théoréme 5.8.1.
montre gu’'on peut supposer gue &' est I'image, par b — &', d’une cochaine
a e Ci(l; &); la cochaine da e C3Y1(U; &) est alors nécessairement a
valeurs dans &/, donc définit un élément de Hj+'(11; &), dont Pimage dans
H3+(X; W) est précisément 3.

Par exemple considérons une .section & & (W) = H3(X; A"} et cher-
chons 3"; pour cela nous prenons un recouvrement ouvert It = (Up;e, tel
que, dans chaque Uy, §* se reléve en une section §; & & (U — ce qui est pos-
sible mé&me sans aucune hypothése de paracompacité; on définit ainsi une
O-cochaine £ = {£) de 11 & valeurs dans A; si tout S @ @ posséde un voisi-
nage dans & (ce qui est le cas des familles paracompactifiantes, ou de la
famille de tous les fermés) on peut visiblement supposer § 4 support dans &.

Cela dit formons le cocycle d%; on a
@y=b—& dans Uy

et bien entendu 4% est en fait un cocycle & valeurs dans &'; la classe de coho-
mologic de X A valeurs dans &' et 4 support dans & qu'il définit est 3%°. Pour
que celle-ci soit nulle, il faut et il suffit qu’en remplagant au besoin 1 par un
recouvrement plus fin, on puisse trouver une (-cochaine §' 4 valeurs dans &',
et 3 support dans ®, telle que d§ = d%’; mais alors en remplagant (§) par
(& — &) cela signifie qu’on peut supposer

EI_—" EJ dans U.‘_;,

auntrement dit que la section donnée £* de A" se reléve globalement en une sec-
tion de & A support dans @. Bien entendu, ce résultat est purement et simple-
ment Pexactitude de la suite

Ta(h) = To(A) — HL(X; &)

Exemple 5.11.1. — Nous allons expliciter, en cohomologie de Cech, la suite
exacte attachée & un sous-espace fermé Fde X et 4 son complémentaire X —F
(n° 4.10); nous supposerons pour simplifier que X est paracompact et que &
est la famille de tous les fermés, de sorte qu’on aura & faire intervenir la
cohomologie de X — F & supports dans la famille & des parties de X—F qui
sont fermées dans X.

Nous devons écrire la suite exacte de faisceaux
0_). &x_r—}.n)'—)"h‘—)'o,

et calculer a Paide des espaces X —F, X et F les groupes de cohomologie
de Cech correspondant.
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Soit 1 = {U.)aex un recouvrement de X; si s est un simplexe singulier du
nerf de 11, on a canoniquement

%og(U.} = H(U:n F)

puisque F est fermé dans X. Il s’ensuit aussitét que Pon a un'isomoa'phisme
canonique

CH*(U; &g} = C*(1n F; ),

valable d’aillewrs pour tout recouvrement ouvert de X. Or on peut se limiter
aux recouvrements pour lesquelson a U, @ X—F si s@X—TF {car ils forment
un systtme fondamental dans Pensemble ordonné ®(X) des recouvrements
de la forme considérée), et il est clair que pour un tel recouvrement, f n F
est canoniquement équivalent au recouvrement (U.nF).e v de F; passant 3
Ia limite inductive on en conclut qulon a un isomorphisme canonique

C*(X; Jog) = CH(F; &) |

On remarquera que ce résnltat est valable sans hypothése de paracompacité;
autrement dit, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.11.1. — Ssit F un sous-espace fermé dun espace X; Mmutfaism.k
de base X on a des isomorphismes canoniques

HN(X; dog) = H(F; &)
en cohomologie de Cech. _
On rapprochera ce résultat du Théordme 4.9.2.
Nous allons maintenant interpréter les groupes HNX; dx—g), qui sont iso-
morphes aux groupes Hg(X—F; &) lorsque X est paracompact — ceci en vertu
du Théoréme 5.10.t, d’une part, et du Théoréme 4.10.1. d’autre part —
comme groupes de cohomologie « relatifs ».

Introduisons pour cela les préfaisceans suivants :

HU) siUcX~—F
-{(U) =
Be-s(0) 30 si U n F non vide;
- §&(U) 8i U n Fnon vide
&(U) 30 siUcX—F,

les opérations de restriction étant définies 3 Paide de celles de b On a un
homomorphisme canonique de préfaisceaux

ax-—r - 'bx—ps
d’ailleurs injectif, et il est clair, moyennant cet homomorphisme, que $,;_,
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engendre Ie faisceau Jog..p; si X est paracompact, on a donc canomquement
He(X; dorg) = HH(X; By
Or considérons le complexe
CH(X; Byy) = lim. ind. C¥(U; Bry);

il est clair que C*(U; B, ;) est un sous-complcxc de C*(U; &), formé des
cochaines « telles que l'on ait :

& = 0 si U, rencontre F;

autrement dit, désignons par Xy le schéma simplicial obtenu en munissant X
de la structure de nerf de %1 (rappelons que l'on considére des recouvrements
de (X)), et Fy le sous-schéma simplicial de Xy défini comme suit ¢ (xg, ..., %a)
est un simplexe de Fy si et seulement si Uy, ..., rencontre F (ce qui exige que
les x; soient dans F lorsque Pon suppose U.c X—F pour tout xra X —F);
alors C*(11; B, ;) est formé des cochaines du schéma simplicial Xy & valesrs dans le
systéme de coefficients indust par Jo, qui sont nulles sur les simplexes de Fy; pour cette
raison il est naturel de désigner C*(1L; 8, _;) par la notation
C*(Xy mod Fy; &),
et A la limite de désigner le complexe C*(X; ®, _ ;) par la notation
C*(X mod F; b).

On obtient alors des isomorphismes canoniques

Hj(X —F; &) = B*(X mod F; &) |,

ol ®, rappelons-le, est fom:ée des parties de X —F qui sont fermées dans X.

Bien entendu, les définitions précédentes valent méme si b est un préfaiscean,
Par exemple prenons un groupe abélien fixe A et appliquons ce qui précéde
au préfaisceau U — A; pour tout recouvrement U & R(X), le complexe
C*(Xymod Fy: A) est alors formé des cochaines (3 valeurs dans le groupe
fixe A) du schéma simplicial Xy qui sont nulles sur le schéma simplicial Fyy —
la notation C*(Xymod Fy; A) est donc en accord avec celle du Chapitre I,
n° 3.2; autrement dit on a

C*(Xy mod Fy; &) = Hom[C, (Xy mod Fy), A]

avec les notations du Chapitre I, n? g.2. Par suite, si X a5t paracompact, et 5i &
est le faisceau simple de base X et de fibre A, on a des isomorphismes canoniques

H3(X —F; &) = HY(X mod F; A) |.
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Les groupes figurant au second membre sont parfois appelés, dans la littéra-
ture, les groupes de Lefschetz de X modulo F; ils sont connus depuis longtemps,
leur définition ne reposant évidemment pas sur la théoric des faisceaunx.

On voit donc que, si X est paracompact, on a une suite exacte de cohomologie de
la forme

e > BAX; A) > H(F; A) > H+1(X mod F; A) - He+3(XGA) — ...

pour tout sous-espace fermé ¥ de X et tout groupe abélien A, suite exacte qui
g'identifie bien entendu 3 la suite exacte du n® 4.10,

5. 12. — Cohomologie de Cech et théorie de la dimension

Soit X un espace paracompact; pour établir que X est de dimension cohomolo-
gique < n (cf. n® 4.13 ct 4.14) il suffit d’établir que I'on a

H(X; &) =0 pour i>n

quel que soit le faisceau & sur X. Pour cela, il suffit de construire des recouvre-
ments ouverts arbitrairement fins de X tels que Pon ait

Hi(; &) =0  pour i>n

Or pour calculer les groupes H'(3; &) on peut remplacer le complexe C* (MN; &)
par le sous-complexe formé des cochaines alterndes (Chapitre I, n° 3.8); mais
8i une cochaine

@ = {a...q)

est alternée, on a Aty ty = 0 dés que les indices i, ..., {; ne sont pas deux 2
deux distincts. Supposons alors le recouvrement 98 de dimension < n : cela
signific que ’'on a

M,...,, =%

ds que p >> n et que les indices iy, ..., fp sont distincts (i.e. que le nerf de T
est de dimension n comme schéma simplicial}; toute cochaine alternée
de degré p > nsera alors nulle, et 'on aura ¢ fortiori H{(SR; &) = o pour
i>n ) |

Par conséquent, potir que la dimension cohomologique de X soit < n € suffit gue X
admette des recouvriements ouverls arbitraivement fins de dimension << n; il suffit
méme, d’aprés le Théoréme 4.14.1., que cette proprifté soit vérifiée « loca-
lement ».

Or il est classique — quoique non trivial — que cette propriété est vérifiée par
tout sous-espace compact de R®; on en déduit que tout sous-espace compact
de BR* est de dimension < n; comme R* est localement compact et para-
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compact, on en déduit que I'espace R* lui-méme est de dimension < # (Théo-
réme 4.14.1.}; comme R* est métrisable, il s’ensuit que tout sous-espace de R*
(fermé ou non) est de dimension < n (Théoréme 4.14.2.); appliquant & nou-
veau le Théoréme 4.14.1. on obtient en définitive le résultat suivant :

Théordme 5.13.1. — Pour qi'un espace paracompact X soit de dimension cohomolo-
gique <, n, il suffit gue loul point de X admeite un voisinage homéomorphe & un sous-
espace de R*,



6. PRODUIT CARTESIEN ET CUP-PRODUIT

6. 1. — Produit cartésien de deux classes de cohomologie

Soient X et Y deux espaces topologiques, £* un faisccau différentiel de base X,
et M* un faisceau différentiel de base Y'; nous supposerons pour fixer les idées
que Panneau de base est 2, mais Pon pourrair étendre ce qui va suivre au cas
ot £% est composé de modules 4 droite sur un anneau de base quelconque
A et W* de A-modules 4 gauche.

La donnée de 2% et Ab* permet de construire sur Pespace produit X X Y un
faisceau de doubles complexes

4% B M*
que nous appellerons le produit tensoriel total des faisceaux différenticls donnés,
et qui est défini comme suit : on pose
(&% & A*)9 = 92 B A,
et les différentieclles
d': PR M > GP1E At
d": LB M > P M,

sont induites de facon évidente par les différentielles de €% et Jb*, Dans le
cas — de loin le plus important — ot les graduations de 4% et #b* sont posi-
tives, nous regarderons ausst £* & M* comme un faisceaun dilférentiel sur
X x Y, en posant
(€% & M) = & ¢ & Mo
P g=n

et en définissant la différentielle 4 par la relation

d=d' +4d".
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Le complexe des sections de £* @ JM* s’obtient alors en munissant le double
cormplexe - R
T{£* © Mo*) = & T'(4P Q@ W)

de sa graduation et de sa différentielle totales, puisque, pour des raisons de
finitude, on a évidemment

T((£* B M*)") = S T(LP B ).
pP+J=n

Dans le cas général ot les graduations ne sont pas bornées inférieurement nous
conviendrons de définir D(4* & M*), et plus généralement o(£* & JMo*)
pour toute famille & de supports dans X X Y, par la formule précédente, affectée
bien entendu de l'indice @,

Soient ® et U des familles de supports dans X et Y, et ® = & > ¥ la famille
produit (formée, rappelons-le, des parties fermées de X X Y qui sont contenues
dans un ensemble de la forme 8 ¥ T, avec S € & ¢t T € W); étant donnés
des faisceaux b et & sur X et Y, on a défini au n® 2.10 un homomorphisme
canonique

To{d) @ Te(B) — To(hd B);

il en résulic évidemment, quels que soient les faisceaux différentiels £* et Jo*
sur X et Y, un homomorphisme de doubles complexes

Ta(4%) @ Ty(M*) — Tol* B M*)

et par conséquent des homomorphismes canoniques

(1) | HA(To(€%) ® HV’(FW(&;S; — HPro(To(e” ® M*)) 1

Nous allons déduire de la Pexistence, quels que soient les faisceaux & et &
sur X et Y, d’homomorphismes canoniques

HE(X; W) ® HY(Y; 8) — HEF(X X Y; b5 R) l|

Rappelons tout d’abord que, d’une maniére générale, on a la formule

b & Blx, 3) = b(x) @ B();

(2)

si donc on désigne par
M =C4XK b)), B*=C¥Y;®),

les résolutions canoniques des faisceaux b et $, on aura quels que soient
x & Xety e Y un isomorphisme de complexes

M* B B*(x, ) = S*(x) @ B*(3),
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évidemnment compatible avec les homomorphismes canoniques
b Kbt, &> 5 KR - b* BB

Or {Remarque 4.3.1.) les complexes de la forme b*(x) sont homotopiquement
triviaux; il suit de 14 que fo* & ®* est une résolution de Jo & B et par suite
{n® 4.7} que Pon a des homomorphismes canoniques

(3) HP+9(To(h* O B%)) — HEH(X X Y; b B B);
en les composant avec les homornorphismes évidents

@ HP(To(4*)) @ HY(Te(#*)) — Hev1(To(do* & #*))

on obtiént, par définition, les homomorphismes (2}.
Etant données des classes de cohomologie

EeHE(X; 8),  neHE(Y; B),
la classe .
ExqeHF M X xY; QR

déduite de § @ » par (2) s'appelle le produif cartésien de £ et de %; nous ver-
rons plus loin que cette opération posséde des propriétés semblables 4 celles du
produit cartésien étudié au chapitre 1, § 3, et du reste s’y rattache directement.
On notera que, d’aprés le Théoréme 4.7.2. et 'Exemple 4.8.1., il suffit, pour

construire les homomorphismes (3), d’exhiber un homomorphisme de fais-
ceaux différentiels

(5 e¥X; k) BEHY; B) — CHX X Y; hBR)|;

c’est ce que nous allons faire maintenant,

Soient f une section de €A(X; b) au-dessus d’un ouvert U de X, et g une sec-
tion de €*(Y; ®) au-dessus d’un cuvert V de Y En vertu de la Remargue 4 3.2.
on peut représenter f par une fonction

S (& - s %) € o (),
définie dans un ensemble de la forme
xel; welUlx); .. xpeUlxg ... ¥p—1},
et nulle pour x; = x,; on peut de méme représenter ¢ par une fonction
(0 -3 yo) @B(g)s
définie dans un ensemble de la forme

FeV; neViz); .. PeE€V(Pe « oo Yomt)s
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et nulle pour 3, = y,. Considérons alors des points « génériques »
2= (%6 Jos +++s Zpwq = (¥ps0» Yoeq)
de Pespace produit Z = X X Y; nous définirons une fonction
Mz o3 Zpad) @ %o B B(2p1g) = bo{3peq) ® B(Fpag)
par la formule

6) Hzg --s Zpwg) =S (Fas <o -s %) (%pag) @ Ips -+ -5 Fowd)s

bicn entendu, comme dans la Remargue 4.9.2, U'expression f{x,, ..., #p) (¥p+q)
désigne la valeur au point x,, , d’une section continue de f qui, en x,, vaut
J{xgy +-s %5} ; cllc n’a donc de sens que dans un ensemble de la forme -

xel, xeUlx), ..., 2&Ulx, ..., xp_y), Xore® Uy .05 %),
en sorte qu'évidemment {6) est définie dans un ensemble de la forme
LeW=UXV; 5eW); ...; 2p.¢2W(z .o0s Zpae—i);

il est de plus clair que (6) est nul pour g; == z,. Par conséquent, la fonction &
représente une section du faiscean

e+ 4X x Y; 8 R) an-dessus de U x V.

On vérifie trivialement que la section représentée par la fonction 4 ne dépend
que des sections représentées par les fonctions fet g, et non du choix de £, g, k; de
cette fagon on obtient des applications bilinéaires

22(U) x #(V) — (B R)>+1(U x V),

lesquelics sont visiblement compatibles avec les opérations de restriction. I1
fensuit immédiatement des homomorphismes de faisceaux

MPBR - (bS R,

et par conséquent un homomorphisme {5}, Le fait que cet homomorphisme
soit compatible avec les différentielles résulte des formules explicites de la
Remarque 4.3.2. et de calculs triviaux,

Pour calculer le produit cartésien de deux classes de cohomologie § et x, on
peut donc procéder commessuit : onreprésente £ et v pardescocycles y @ G2 (X;0)
ct ge CL(Y; ®); on forme la cochaine f < g € CP44(X X Y; & & &) donnée
par la formule (6); cela dit, f>< g est un cocycle dont la classe de cohoemologie
est le produit cartésien cherché.

Ces considérations monirent que, pour définir le produit cartésien en théorie
des faisceaux, il suffit de connaitre la définition des groupes de cohomologie; il
est en principe superflu de faire usage des « théorémes fondamentaux » du § 4.
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6.2. — Calcul du produit cartésien & Paide de résolutions
Le théoréme suivant est fondamental :
Théoréme 6.2.1, — Soient X, Y et Z = X X Y trois espaces, Jo, Bel € tross faisceaux
debase X, YetZ, et @, T et @ = & X W irois familles de supporis dans X, Y et Z,
Supposons dennées des résolutions £%, Mo* et Bo* dz Jo, B et €, ainsi q'un homo-
morphisme .
0 Q@ oMF - T¥
de faisceaux différentiels, compatible avec un homomorphisme
wADH - &
On a alors un diggramme commutatif
H¥(Ta(2%)) ® HH(Tr(IM%)) — H¥(To(16*))

Hi(X; &) @ HY(Y; 8) - H3(Z; ).
{Les lignes verticales sont déduites des homomorphism&s canoniques

| H¥(Te(®) ~ T, ctc
ia premiére ligne horizontale cst déduite de 9; la seoonde § ob’ucnt en compo-
sant le produit cartésien avec ’homomorphisme

HL(Z; b8 R) - HLZ; &)

défini par u).
Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons comme au n® précédent des nota-
tions condensées : b* sera le faisceau différentiel £*(X;h), £** sera le faiscean
de doubles complexes &*(X; €*), etc... Rappelons d’autre part que ’homo-

morphisme canonique
H*(Te(@%)) — Hi(X; %)
se déduit du diagramme ,
A¥ gov 2 g,
en appliquant le foncieur H*(To(..}), j§ devient bijectif, d’ott I’homo-
morphisme cherché. _
Cela dit formons le diagramme suivant :

o P om¥ > r

&
b
—

- &
MR —— (MBRE —— %
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leshomomorphisme figurantdans ce diagramme ont déji été définis, 4 'exception
des suivants : 2* est 'homomorphisme

CH(Z; €* B M¥) — €%(Z; To¥)

qui résulte de 2; u¥ se définit de fagon analogue; enfin, les homomorphismes
notés p sont ceux qu’on a définis au n°® précédent et qui conduisent au produit
cartésien,

Le diagramme précédent est commulatif; cela tient évidemment 4 ce que P'ho-
momorphisme

PG M) BCHY; B) ~ C*HXE XY; HhBB)

cst naturel (i.c. compatible avec les homomorphismes de faisceaux) et, de plus,
est compatible avec les « augmentations » canoniques des faisceaux différen-
ticls en cause, Par ailleurs les homomorphismes figurant dans le diagramme
précédent sont compatibles avec les graduation et différentielie totales de tous
les complexes multiples considérés,

Cela dit, «il est clair» quele Théoréme 6.2.1. s'obtient en appliquantau dia-
gramme précédent le foncteur H¥*(Tg(...)). o

Bxemple 6.2.1. — Soient X et Y deux variétés différentiables, » et B des formes
différentielles sur X et Y, de degrés p et ¢. On en déduit une forme différen-
ticlle ¢ = e xXwsur X XY, de degrép + ¢, comme suit :si (%) est un systémede
coordonnées valable dans un ouvert U de X, si (y;} est un systéme de coor-
données valable dans un ouvert V de Y, et si I'on a des relations

w=2f;,...;n(x) tir;i/\.../\dxgp dans U

5= E Bys, DAy A Adp, dansV,
‘on posec
w X = Zﬁ’.---i‘p(x)gjpujq(}') drfi A‘ . -Adxgp/\ dyjl /\’ R _/\ djjﬂ

dans U XV (bien entendu, il est possible de définir @ X w sans avoir recours 3 des -
systémes de coordonnées). Désignons alors d'une maniére générale par Qf le
faiscean différentiel des germes de formes différenticlles de X; la définition
précédente conduit de fagon évidente & un homomorphisme

T A £ .
QI ®Q7 - Of.y;

on obtient donc le résultat suivant : si des classes de cohomologie réelle} @ HP(X;R)
et - & H(Y; R) sont représenibes par des formes différenticlles fermées o et , alors la
classe de cohomologie

ExqaeHr+¢X x Y; R)

est représentée par la forme différentielle w X w.
GODEMENT L)
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6.3. — Produit cartésien en cohomologie de Cech

Considérons un espace X, un faiscean & sur X, et un recouvrement @ = (Ujse,
de X, que nous supposerons soit ouvert, soit fermé et localement fini. Nous
avons vu qu’alors le faisccan différentiel €*(11; &) est une résolution de 4
(Théoréme 5.2.1.}).

Prenons maintenant un espace Y, un faisceau % sur Y, et un recouvrement
= (Vj)es de Y, que nous supposerons de méme nature que 1. Le recou-

vrement
U X B = (U: X Viken, ses

de X XY est alors ouvert (si 1 et & sont ouverts) ou bien fermé et localement
fini (si W et B le sont)., Nous allons définir un homomorphisme canonique

(7) CHU; &) BB B) - CHU X B; b RKR) .

Pour cela choisissons une fois pour toutes, en théorie des complexes de cochaines
simpliciaux, une transformation naturelle

T: X*QY* —» N*>Y*
(cf. chapitre 1, n® 3.10) induisant identité en degré o et admettant une
inverse 4 une homotopie prés.
Etant donnés des ouverts U de X et V de Y, on déduit de 1A wn homomorphisme
de complexes )

8 T:C*UnU; A} RC*BnV;B) - C*UnU; &) XC*(BnV; B,

évidemment compatible avec les opérations de restriction définics au 1 5.2.
Or on a d’autre part un homomorphisme naturel (),

() C*UNU; L)X C*BaV;B) - CH(1 x B)n (U x V); %S B]
obtenu comine suit (on donne la définition pour U = X, V =Y, le cas géné-

(1) 1l arrive parfois que I’homomorphisme
C*{1; &) X CH(BB) —C*1 X B; b B B)

soit bijectif (la cohomologie de 1 X B se calcule alors & Paide du complexe
C*U; ) @ CF (L;8) Le. par les formules de Kiinneth). Il en est évidemment ainsi si
llet.’Bsontﬁnwctsl, pour tout simplexe 8 de U et tout simplexe T de 3, 1’homo-
morphisme canonique J(Ug) @ BV} — b © B(Ug X V) est bijectif, Cette situation se
rencontre en Géoméirie Algébrique (X et 'Y sont des variétés algébriques, Joet & sont les
faisceanx de germes de fonctions régulitres sur X et Y, et il ¢t 9 sont des recouvrements
de X et Y par des ouverts affines).
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ral s'en déduisant trivialement) : si « =(a.) et B = (B:) sont des cochaines de
méme degré n de ! et B 4 valeurs dans & et %, Phomomorphisme (g} trans-
forme 1a cochaine « X § de degré n du premier membre de (9) en la cochaine
de degré » du sccond membre donnée par Papplication

(s, 2) = «fs) ® B(s) @ M(U,) ® B(Vi);

bien entendu on identifie «(s) ® B(¢) & la section correspondante de b & &
au-dessus de U, XV,

En composant (8} et (g) on trouve des homomorphismes

C*NnU; &) @ C*BaV; 8) > CH{MXxB)a(UxV); &S %]
d’olr un homomorphisme correspondant de faiscecaux différentiels — c’est par
définition I’homomorphisme (7) qu'il s’agissait de construire.
Bicn: entendu, Phomomorphisme

(10) C*(l; &) @ C*(B; B) > C*UXB; 6B B)

qui sc déduit de (7) s'obtient en composant les homomorphismes (8) et (9),
par construction méme de (7). Pour Pexpliciter il suffit donc d’expliciter une
transformation T, par exemple celle qu’on obtient en transposant la formule
contenue dans la Remarque 3.0.1. du chapitre 1; le résultat obtenu est visible-
ment e suivant : sofent des cochaines a & CP(; M) et B e CU(B; B); Fimage
de « @ B par Phomomorphisme (10) est la cochatne
. yaCrre(it X B; B H)

ddfinie par

(@ D) V(iofo) - - - (o a Fpua) = %orertp B Bpen gy oo
oit on convient bien entendu de remplacer le second memhre — qui est une
section de & ® # au-dessus de Uy, X V.., —— Ppar sa restriction &
Ugo...fp_wxv_[o...JH. .
Appliquons maintenant Ie Théoréme 6.2.1.; nous trouvons le résultat suivant :

Théoréme 6. 3.1, — Soient X et Y deux espaces topologiques, Jo et R des faisceaux

de base X et Y, Wet B des recouvrements de X et Y'; on suppose W et B ouverts, ou

bien W et 5B fermés localsment fimis. Soient § @ HP(X; b)) et v & HI (Y B) des

elasses de cohomologie veprésentdes dans les recouvrements W et B par des cocpeles
ae CPU; &) et B @ OB; B); alors la classe de cohomologie

Ex<n @ HP* (X xY; & B B)

est représentée par le cocycle y @ CPo(UXB; &b B B) donné par la_formule (11).
On notera que si Ies recouvremenis 1§ et 9B sont de la forme B = (U,)aex
et B = (Vy,er, avec ¥ & Uy et ye'V,, alors le recouvrement produit I x B
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cst de la forme (W.),exxvy avec zeW,, Comme les homomorplusmes {;10)
commutent & Popération consistant 4 passer 4 des recouvrements plus fins,
on déduit de 13, par passage A la limite, un homomorphisme canonique

(12) CHX; #) @ C*(Y; 8) > C*X X Y; %8 %),
et par conséquent des homomorphismes

HA(X; &) @ HY(Y; 8) > HP+¢(X X Y; 68 %)

en cohomologie de Cech. Le Théoréme 6.3.1. prouve évidemment que le dia-
gramme . N
Hr(X; 4) @ Hi(Y; ) — HP+o(X X Y; 0B B)

HP(X; &) @ HI(Y; 8) - Hr+oX X Y; 58 B)

est commutatif, ce qui permet de calculer le produit cartésien en cohomologie
de Cech dans tous les cas o celle-ci est isomorphe & la cohomologie H* — par
cxemple si X, Y et X X Y sont paracompacts. (Onnotera i ce propos qu*un pro-
duit d’espaces paracompacts n’est pas nécessairement paracompact). On voit
que dans ce cas le produit cartésien défini au n® 6.1 sc réduit essentiellement

au produit cartésien défini au chapitre 1, § 3. Nous allons voir qu’il en est de
méme dans fous les cas.

6.4,

Résolutions simpliciales

Soit X un espace topologique; nous appellerons faisceau de complexes de cochatnes
simplicigux sur X tout faisceau gradué €* = (9"}, , muni de la structure
définie par la donnée, pour toute application f: A, — A,, d’un homomor-
phisme de faisceaux

}:ﬁﬂ’—r@,

de telie sorte que f dépende « multiplicativement » de f comme on I'a expliqué
au chapitre 1, § 3. Pour tout ouvert U, £*(U) est alors un complexe de co-
chaines simplicial, et 'on peut munir £* d*une structure de faisceau différen-
tiel; pour toute famille & de supports dans X, Tg(£*) est aussi un complexe
de cochaines simplicial.

Par exemple, pour tout recouvrement I de X et pour tout faisceau S de
base X, ¢*(11; &) est un faisceau de complexes de cochatnes simpliciaux.

On définirait 1a notion de faiscean de complexes de cochatnes semi-simpliciaux en se
limitant, dans la définition précédente, aux applications f qui sont crois-
santes (au sens large).

Soient X et Y deux espaces, £* ct Mo* deux faisceaux de complexes de cochaines
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simpliciaux sur X et Y; nous alionsen deduirc, sur 'espace X X Y, un faiscean
de complexes de cochaines su:nphaaux AR JMo*; pour cela on pose

(2% 5 m*)r = 4 B oms,
et, pour toute application f: A, — A,, on définit
frop@mr > B e

comme étant le produit tensoriel des homomorphismes similaires relatifs
4 2% et M*. On obtient évidemment de cette fagon, quels que soient les
ouverts U et V de X et Y, un homomorphisme canonique

(13) @*(U) > M* (V) — %53 m*(U x V)
de complexes simpliciaux, De méme, quelles que soient les familles de sup-
ports b dans X, T dans Y, et 8 = & X ¥ dans X XY, on a un homomor-
phisme canonique .
(14} Da(€*) < To{IN¥) — Da(L* DK M*).
En partlcuher, quels que soicnt x @ X et » € Y, on a un homomorphisme
24(x) XX IM*(5) —+ 2SNz, )
qui di2 reste est bijectif en vertu de la formule générale
h(x) ® B(5) = & B B(x, y).
D"aprés le chapitre 1, Théoréme 3.10.1., on voit donc que les complexes
LH(x) @ MH(y) et £*XMA(x, )

sont homotopiquement équivalents, en particulier ont des groupes de cohomologic
canoniquement isomorphes,

Reprenons les homomorphismes (13) et choisissons une fois pour toutes, en
théorie des complexes de cochaines simpliciaux, une transformation naturelle

(15) T:X*@Y* > X*xY*

induisant 1’identité en degré o {chapitre 1, n® 3.70}. En composant (13) avec
Phomomorphisme

¥ (U) @ M*(V) — €¥(U) > M*(V)
qui résulte de la, on trouve des homomorphismes

2% (U) @ M*¥(V) — £%5m*(U x V)
compatibles avec les opérations de restriction, d’o un homomorphisme

(16) T: €% & on* — L*5<om*
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de faisceaux différentiels, se réduisant 4 I'identité en degré o. Il est clair que
I’homomorphisme

(17) Ta(4¥) ® Te(IN*) — To(L* 5 M)
qui résultc de (16) sobtient en composant I'homomorphisme (14) (défini sans
utiliter T} avec ’homomorphisme
T: To(2*) ® Mp(ON*) — T(@¥) > Tw(IN*)

de 1a théerie simpliciale du chapitre 1.
Tout ce qui précede g’applique bien entendu sans changement aux faisceaux
de complexes de cochaines semi-simpliciaux.

Nous allons maintenant montrer comment les considérations qui précédent
permetient, dans fous les cas, de lier la notion de produii cartésien définic aun®6,1 4
celle de produit cartésien définic au chapitre1, § 3. Pour cela, on va construire
« canoniquement », pour tout espace X et tout faiscean A de baze X, une
résolution flasque F*(X; A} de Mo possédant une shructure semi-simpliciale; nous
Pappellerons 1a résolution simpliciale canonique de So; nous construirons ensuite des
homomorphismes
F(X; &) XFHY; B) - FHX X V; 4B B)

qui, composés avec les homomorphismes

T: 9%(X; &) B FH(Y; B) — 9%(X; %) XI*(Y; &),
conduiront au produit cartésien par application du théortme 6.2.1.
a) Construction de F¥(X; &).

Nous poserons
' P(X; &) =X &),
T &) =O(X; #(X; b));
9 g'obtient donc en itérant n + 1 fois le foncteur €9, et il est clair qu’on
obtient ainsi des faisceaux flasques, ainsi qu'une injection canonique
Tk = P M)
On notera que, le foncteur €0 étant exact, il enn est de méme du foncteur
& = F* (X; N).
b) Sections de F*(X; b).

Soit a une section de F{X; &) au-dessus d’un ouvert U; posant pour sim-
plifier #* = F(3{; &}, a sc représente biunivoquement par unc application
Xy = alxg) @F (%)
définie dans U, Comme «(x,) €3t un germe de section non nécessairement

coniinue de #*~* en x,, on peut trouver un ouvert U(x,) et une fonction

# > alxg ) @F—x)
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. définie dans U{x,) et représentant x(x,). Le germe a(x,, x,) 2 son tour sc repré-
sente par une fonction
2y — afxy, X1, Xg) &P xy)

définie dans un ouvert U(x,, »;) contenant x,,
En itérant ces constructions, on voit que & peut sc représenter par une fonction
X, .oy Xa) & Jo(an) \
définie dans une partie de X"+1 de la forme
xal, x,aU(x), ..., %a&Ulxy, ..., 22y)y
ol d’une maniére générale Ulx,, ... ,x) déisigne un ouvert dépendant unique-
ment de xy, ..., &, et contenant x.

11 est clair réciproquement que toute fonction de ce type définit sans ambi-
guité une section de % au-dessus de U,

Considérons de plus deux fonctions

2(Xgy 0.5 Xa)y Blxgs ovy X)
définies respectivement pour
x,al, x, & Ulx,),
x,sV, xaVix), ...,

donc définissant des sections a et § de * dans U et V. Pour que ‘ces sectiong
coincident dans Un V = W, il faut et ii suffit que la relation
(g <oy Xa) =B(¥g ooy ¥u)
soit vérifiée dans un ensemble de la forme
xnaW, s;aWix), ..., %@ W(x, ..., %u-y);
cette assertion est évidente pour ——-o,ctscd&nontreépartirdcl&pa;'nécur‘-
rence sur .

Il suit évidemment de 1A que, pour représenter les sections de $* dans 1, on
pourrait se borner 3 considérer des fonctions a(x, ..., xa) & J(x) définies
dans U*+1 tout entier — auquel cas ces fonctions forment de fagon évidente un
groupe abélien. Le groupe decs sections de * dans U est alors le quotient du
groupe formé par les fonctions considérées par le sous-groupe des fonctions «
qui sont « localement nulles », i.e. vérifient

&%y .2s %) =0
dans un ensemble de la forme

%EU: xIGU(xD)’ A | x.BU(#‘, sea xﬁ-ilj’
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On remarquera — c’cst une différence notable avec les cochaines d*Alexander-
Spanier définies, pour un faisccan simple, dans 'Exempls 2.4.2. — qu'un
ensemble de la forme précédente n’est pas en général un voisinage de la dia-
gonale dans U*+1; par exemple, pour # = 1, on trouve dans U?* les ensembles
qui sont coupés par chaque verticale ¥ = Cte guivant un voisinage de x.

La construction précédentc met en évidence linjection canonique F* — Fo+1;
considérons en effet une section « de F*, représentée par la fonction a{xy, ..., ¥a);
considérant « comme section de F*+1, s0it « (xy, ..., 2u.,}la fonction qui
représente a; nous devons exprimer que pour tout x, 12 fonction

(%gr - --s %) = afx, 2, ...y &)

définit le germe de section u(x) & F*(x}; oril en est ainsi par hypothése de la
fonction ‘w(x,, ..., X,) ; par conséquent nous avons la relation

m(xo, TR RY) xa-al) = ﬂ(xj_s ey xu-o-l)s
ce qui résoud le probleme posé.
c) Structure semi-simpliciale () de F*(X; &).
Pour définir sur le faiscean gradué #* = (3*) une structure semi-simpliciale, il
est nécessaire et suffisant de munir les groupes gradués * (U) d’une structure
de ce type, et ce de facon compatible avec les opérateurs de restriction.

Soient donc « une section de #* dans un ouvert U, et f une application crois-
sante de Ap dans Ag; nous devons définir la section § = f(&) de & dans U.
Pour cela, on représentera a par une fonction a{xy, ..., ¥,) & fo(xp) définic dans
Ur+1, et 8 par 'une quelconque des fonctions définies par la formule suivante :

(18) Blxo ---s %0} =alxpgy -5 31m)(¥a);
nous utilisons ici une convention d’écriture analogue 2 celle dont on a déja
fait usage dans la Remarque 4.3.2.: étant donné un &lément u & M(x), on note
#(y) toute fonction
- ¥ — s(p)ed(y)

qui est continue au point x et se réduit & u pour y = x. En dépit de I’ambiguité que
comporie la relation {(18), il est clair que la section B de 9? au-dessus de U qui
est définie par le premier membre de (18) ne dépend que de la section o de F°
dont on est parti.

On laisge aun lecteur le soin de vérifier en détail les axiomes des structures semi-
simpliciales, et de comprendre pourquoi il n’est pas possible de définir sur &*
une structure simpliciale « compléte ». Il est bien entendu essenticl de tenir
compte de la relation suivanic : étant donné s f(x), on a o

u(y)(2) = u(2)
dans un ensemble de la forme y & U(x). 2z e U(y).

(1) Le lecteur désireux d’éviter les calculs explicites qui vont suivre se rapportera
A U Appendice.
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Nous pouvons maintenant expliciter I'opérateur différentiel 4 de * : il trans-
forme une section représentée par la fonction a(xy, ..., .} en la section repré-
sentée par la fonction (ou plus correctement, par I'une quelconque des fonc-
tions que représente la formule suivante) :

(19) ~ daltg .., x,*i)=2(ﬂ—l)‘.a(xo, ey Kty eeey Fagy)
' =0 F (— )+ talxgs - .-, ¥} (Xaai)-

1l résulte de 12 que iz résolution canonique C* (X ;fo} se plonge canoniquement dans le
Jaisceau différenticl F*(X;h), en vertu des formules exphmtes contenues dans la
Remarque 4.3.2.

d)} Faisceaux dérivés d2 F*(X; ).

Nous alions enfin démontrer que F*(X; &) est une résolution de .

Considérons un élément « @ F(x), x donné, annulé par 4; il faut prouver
quea € Jix)sin =o,ctquea & d(F ~x))sin > 1.

Supposons d’abord n = 0; « se représente, dans un voisinage U de x, par une
fonction &(x,) & &(x,)} ; la relation de = o signifie que la fonction £(x,)—3a(x,)} (%)
définit Pélément o de F(x), i.e. — en supposant U assez petit — qu’elle est
localement nulle, autrement dit qu’on a

a{xy) == &(x) (%,)

dans un ensemble de la forme vy & U, x, & U(xo} ‘En particulier, en faisant
x, = x il vient
&(xl) =a(x}(») pour xeU(x);

mais cela signifie que la fonction «(x,) est une section conlinue de b égale 2
« en x; par conséquent, « & J{x)} comme annoncé.

Supposons maintenant n 2> 1, et représentons o, dans un voisinage U de x,
par une fonction a(xy, ..., %) & J(,). Comme d« = 0 on peut supposer, si U
est assez petit, que la fonction {19) est localement nulle dans U, Le. est nulle
pour 2, & U, 2 @ Ulx,), ..o, Xurq & Ulxg ooy 2,1
Mettant en évidence dans (19) le terme pour lequel ¢ = o, il vient (x, = x) la
relation

fz=n
"-(xp LERT ] xau-l) = Z (_' l)u""-(x) Xps o ey i’b Ty an-l}

=2

4 (— I)“‘“(xs s PRI xa)("n‘rl)

pour :
2&U(x), xaU(x, x), ..., M@ Ulx 5y, ..o, 1)
congidérons alors la fonction

Blags +ovs ¥ami) = alx, Xz v s Fny)
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et posons
V= U(x)s V(xe) = U(x: ®g) oo}
il vient '

=a—1

et s W)= N (DB e by ey %)

= F (— )" Bxp .. vy Xa—i)(4)s

relation valable pourvu que ¥, & V, #, & V{x,}, ...; si donc on désigne par p
le germedesection de & —1(X ; &) défini au point x parla fonction B(xy, ..., ¥a—y),
on a & = dB, ce qui démontre comme annoncé, que F¥(X; &} est une résolu-
tion de .

Nous appellerons #*(X; &) la résolution simpliciale canonique de Jo; étant donnée
une famille @ de supports dans X, on posera
F3(X; &) = Fo(@*(X; )3

on définit ainsi un complexe de cochafnes semi-simplicial, et il est clatr quc
nous avons les résultats suivants :

(I) : Pinjection canonique &*(3; R) — F*(X:h) induit des momorphmnes
H(X; &) = HP(FA(X; #));
(IT} : étant donnée une suitp exacte

0= % > > & = 0
la suite correspondanie :

0 - Fi(X; &) — Fi(X; &) — FIG &) — 0

est exacts et conduit, modulo (1), & la suite exacte de cohomologie associde & la suite exacte
donnde.

Tout cela montre qu'au § 4 nous aurions pu dffinir les groupes Hi(X; &) en
utilisant Ja résolution mmphcxa]e F*(X; Jo) au lieu de la résolution €*{X; A).
e) Homomorphismes canonigques

(20) F*(X; K) R F(Y; s) - FHXXY; b B R).
Pour les définir i} suffit de éonsuuire, pour tout ouvert J de X et tout ouvert
V de Y, un homomorphisme canonigue
F*(U; &) <F*(V; %) - FHUX V; 4B R).

Pour cela considérons des fonctions « @ T*(U; &) et B @ F*(V;®); nous
définirons ’homomorphisme cherché par la condition d’appliquer I'éiément
« @ B de F*(U; &) @ F*(V; ®) sur 'élément de FA(UXV; & ® #) représenté
par la fonction

a(®g «ovs %u} @By oves J)
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On laisse au lecteur le soin de justifier cette définition.

£) Construction du produit cartésien.

Puisque les faisceaux F*(X; &) ont des structures semi-simpliciales, les consi-

dérations du début de ce n® conduisent & des homomorphismes canoniques
(21) F*(X; o) B F*Y;B) — 9*(X;$)Q§*(Y; ®)

(lesquels, & la différence des homomorphismes (20), reposent sur le Théo-

réme 3.10,1, du Chapitre xx1, et sont de plus des équivalences au point de vue

homotopique). En les composant avec (20), on trouve des homomorphismes
naturels ) .

F(X; o) BI*(Y; B)

et par suite des homomorphismes de complexes
F(X; 8 @ F3(Y;8) > Fy(XxY; 68 8);

en passant A la cohomologie, les homomorphismes

H (XK b)) @ HE(Y;8) - HEV(X X Y; 4B ®)
cgu’on en déduit coincident, d’aprés le Théoréme 6.2.1., avec le produit cartés
sien.
Il va de soi que ces résultats conduisent & une construction explicite du produit
cartésien : si une classe de cohomologie § de degré p de X est représentée par

une fonction a{xy, ..., ¥p} € M(x,), et si une classe de cohomologie v de degré ¢

de Y est mpréscntée par une fonction B(y,, ...,7,) & B(y,), alors £ >< 4 est
représentée par Ia fonction

V(% Yo)s “ - (¥pags Ipad)) = &30y <oy ¥p}{(%pa0) O B(Fpr -+ +» Fpoa)
En se restreignant aux résolutions canoniques on retrouve, comme il était
facile de le prévoir, la formule (6) du n® 6.1,

On voit en conclusion que, comme nous I’avions annoncé, la notion de produit
cartésien en théorie des faisceaux se rattache directement i cellie que nous
avons développée au chapitre 1, § 3, ce que nous avions déji constaté pour les
espaces paracompacts en utilisant la théorie de

6.5. — Propriétés formelles du produit cartésien

11 est A peu prés évident en raison de ce qui préctde que les propriétés tablies
au chapitre 1, Théoréme g.11.1., doivent étre encore va.lablm en théorie des
faisceaux; c’est ce que nous allons démontrer,

a) L'application (€ m) — §2X m se réduit en degré O & Dapplication canonigue
Te(d) X Te(B) — To(H B).
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Cette propriété est wiviale.

b) Ls produit cartdsien est compatible avec les bommorphmm de _faisceaux.

Cette proprifté aussi est triviale.

c) L’application (§, ) — § 3< w ast bilindaire.

Cette propri€té encore est triviale.

d) Le produit cartésien est associatef.

11 suffit pour le voir d’ohserver qu'étant donnés des espaces X, Y, Z et des
faisceaux S, B, € sur ces espaces, le diagramme suivant est « homotopique-
ment commutatif » — et méme rigoureusement commautatif si I’on choisit, en
théorie simpliciale, la transformation naturelle X* ® Y* - X* > Y* confor-
mément 4 la formule explicite du chapitre 1, Remarque 3.9.1 :

(M*BB)BEC-— A*DB*BC* «— M B (B*DeY)
} - .

(b B R)* & C* MR (BD )
1 ' t

(WBRBO* > (WBBBO* «— (KB (BBE)*,

on désigne d’une fagon générale par &* la résolution canonique de Jo-— ou hien
la résolution simpliciale canonique.

On notera que la démonstration précédente repose sur P'existence d’home-
morphismes &* ® 8* — (A& ® B)*%, i.e. en définitive sur les formules expli-
cites du n® 6.1 ou du n° 6.4; on peut donner une démonsiration beancoup plua
« fonctorielle », en utilisant la théorie des faisceaux injectifs développée au-
§ suivant. On laisse au lecteur le soin d’approfondir ce point A titre d’exercice.
€} Le produil cortésion est anticommutasif.

Autrement dit, étant données des classes de cohomologie f et 4 de X et Y,
I’image de § >< v par Visomorphisme canonique de la cohomologic de X X Y
surcellede Y x X est égale & {(— 1)%4 >< £, p et g désignant les degrés defet 4.
La démonstration la plus simple s’ohtient en théorie simpliciale; o et & dési-
gnant les faisceaux envisagés sur X et Y, et en négligeant les familles de sup-
ports considérées, on forme le diagramme

F*(X;h) @ F*(YV; 8) - F¥*(X; 4) < F*Y; 8) - F¥(XXY; 8%
}
F*X; B) @ F*(X;0) - FHY; B) < F*X;h) - F* Y X X; 08 B);

nous avons vu (chapitre 1, partie (b) de la démonstration du Théoréme 3.11.1}
que dans ce diagramme le carré de gauche est commutatif 3 wne homotopie
prés; le carré de droite est d’autre part commutatif comme on le vérifie immé-
diatement sur les formules; d’ol le résultat immédiatement.,

1y Compiabilité du produit cartésien avec les suites exactes.
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Considérons sur I'espace X une suite exacte
0> -0+ >0
ct sur X XY un faisceau 3 tel que la suite correspondante
0> wos 2B 45828 yga o

soit encore exacte; on a alors des suites exactes de-cohomologie sur X et
sur X XY : on va démontrer que, quelles que soient les classes de cohomologie
PFaeH*(X; &), naH*Y;®)

on a la relation :

s(&*xn)=(az')><ﬂ.

Pour cela représentons ¥ par un cocycle s e F*(X; &) et 4 par un cocycle
¢ &« F*(Y; ®); il existe une cochaine s & F*(X; A} telle que & = v(s); alors le
cocycle ds @ F*(X; &) représente 58",

Si donc nous désignons d’une maniére générale Papplication
F*(X; b)) @ F¥(Y; #) — F*(X xY; B &),

qui conduit au produit cartésien, par s @ ¢t — s>< ¢ {ce qui est un abus de
notation...}, on voit que 5(§* >< n) est représentée par le cocycle d{s >< {} et que

(88") >< n est représentée par le cocycle (ds) >< ¢; il nous reste donc a établir la
formule

dis><t) = (ds) >< ¢;
mais celle-ci est triviale, puisque, Papplication s @ # — s >< ¢ étant un homo-
morphisme de complexes, on a nécessairement
ds>< 1) = (ds) > 4 (— 1o dt
pour s & FP(X; &) et t @ F5(Y; ®); d’ot1 le résultat annoncé,

6.6. — Définition et propriétés du cup-produit

Soient X un espace topologique, & un faisceau d’anncaux de base X, £ un
N-Module & drite, et M un S-Module 2 gauche; nous allons définir des appli-
cations “

Hi(X; €) X HE(X; &b) > HJ*(X; Q% o),

en désignant par ® et ¥ deux familles de supports dans X, ¢t par @ Ia famille
intersection
8=anV.
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Considérons pour cela les résolutions canoniques ¢* (X; %) et €%(X; M); la
premiére est formée de A~-Modules 3 droite, 1a seconde de b-Modules 4 gauche,
et les différentielles sont compatibles avec ces structures de &-Modules; on peut
donc former le faisceau différentict €*(X; ) i €*(X; M). Comme la

Remarque 4.3.2. montre gue les résolutions considérées sont homotopiquement
triviales en tant que J-Modules (i.e. les Jo{x}-modules différentiels £*(x} et
M*(x) sont homotopiquement triviaux pour tout x & X), il est clair que le
produit tensoriel considéré est une résolution de £ @ M. On a donc des homo-
morphismes canonigues %

HP+1[La(€*(X; 9) © €4(X; )] — HE*I(X; 23 m)

Mais on a par ailleurs un homomorphisme de complexes

Pa(60 (X; 9) © Te(E*(X; M) — To(€*(X; ) © C4(X; )
(X o

ct par suite des homomorphismes
H5(X; 9) © HY(X; M) — HP+9[To(*(X; %) ® €*(X; M)];
Ko (X} &
en composant les résultats obtenus il vient finalement des homomorphismes
canoniques :

(a2) HE(X; £ @ HE(X; ) — HE(X; 20 M)
HYGL L) Jo

qui conduisent aux applications cherchées.
Etant données des classes § e Hp(X; ) et 4 & Hg(X; M), 'image

HX;LQ M
Einﬁﬂé ( @ )

de ¥ @ w par I'application (22) s’appelle le cup-produit sur pde £ et v,

La théorie que nous avons exposée.en détail pour le produit cartésien s’ap-
plique presque mot pour mot au cup-produit; nous nous bornerons donc A des
indications sommaires, laissant au lecteur le scin de vérifier complétement nos
assertions, .

Tout d’abord, on peut aussi définir directement les homomorphismes (22) en
utilisant un homomorphisme de résolutions

C*(X;Q)%C*(X; M) — 8*(X;£€f M) 3

étant données des « cochaines » a{x, ..., 25} @ £(xp) et B(xy, ..., x;) € Mo(x,),
Phomomorphisme précédent transforme « i B en la cochaine

(s <o03 %p) (¥p+ g) © B(Xp; es Xpg).
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On a d’autre part un analogue du Théoréme 6.2.1 :

Théoréme 6.6.1. — Sotent € un &-Module & droite, Moun Jo-Module & gauche, st £
un Z-Module. Supposons donnés une résolution $* du -Module & droite &, une réso-
lution Mo* du h-Module & gauche Mo, une résolution £* ds ®, et un diagramme com-
mulatif

T D Mot - &

|

¢ QM — &

&

alors r;n & un diagramme commutatif.
H¥(Te(2*)) @ H*(Pe(M*)) — H*(Te(2*))
H3(X; 9) @ Hy(X; w) — HE(X; %)

(Dans ce diagramme la fléche horizontale supérieure se déduit de »; la flecche
horizontale inférieure s'obtient en composant le cup-produit sur & avec I'ho-
momorphisme u*; les fleches verticales sc déduisent du fait que £*, ... sont des
résolutions de &, ...; enfin les deux produits tensoricls sont relatifé 3 Panneau
de base Ho(X; &)). :

Ce théortme implique en particulier les conséquences suivantes :

a) Sur une variété différentiable X, soient o et o des formes différentielles
fermées définissant des classes de cohomologie £, 4 & H*(X; B}); alors o Aw
définit 1a classe de cohomologie § s

b) Le cup-produit peut se définir 3 I'aide de résolutions simpliciales; avec les
notations du début de ce n® on a en effet des homomorphismes canoniques

F*(X; 4) @ ¥(X; M) > ¥(X; ) ><F*(X; )

[-14
P*(X; 4) X TH(X; M) — FH(X; 9 )3

le premier résulte du chapitre 1, § 3, le second s’obtient en itérant les homo-
morphismes &vidents ’

O(X;9) 8 C(X; M) > (X348 M.

Bien entendu, étant donnés sur X des faisceaux £* et M* de complexes de
cochaines semi-simpliciaux, on définit leur produit cartésien en posant (£* >< M*)*
= $* @ M* et en définissant de fagon évidente les opérateurs de face.

¢) De méme, on peut procéder en thdoris de Ceck. Soient It = (U)) et B = (V)
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des recouvrements de X, tous deux ouverts ou bien tous deux fermés et loca-
lement fini; on notera
: B=unB

le recouvrement formé des ensembles U,n V;. On a tout d’abord d’aprés le
chapitre 1, § 3, des homomorphismes

C*(1; £) @ C*(B; M) — C*(U; L) > C*{B; M);
& &
on a d’autre part directement des homomorphismes
c*u; %) }: C*(B; M) -> CH; 2 % Jb)

définis comme suit : si Fon a des cochaines a, g ctB.sde il et B2

valeurs dans & et b, 'homomorphisme cherché transforme a><$ en la
cochaine v de B 4 valeurs dans & % M donnée par la formule &

Yegior- thd(*) = %y, (%) @ Bygoos {2} pour  x&Ug.. 0V .5

bien entendu, pour obtenir un homomorphisme de faisceaux il faut appliquer
cette formule localement. Cela fait il vient des homomorphismes canoniques

HE(W; sz)®H (B; W) — HESH (M B; € QM)
H(X; o Y

ct ceux-ci, moyennant les homomorphismes canoniques de la cohomologie
d’un recouvrement dans celle de ’espace, se iransforment en les cup-produits
sur .

A la limite, on obtient des cup-produiis en cohomologie de Cech

2(X; ) ® HE(X; ) BI248(X; 40 M)
HYX; &) %

qui, cux aussi, sont compatibles avec les cup-produits définis au début de ce no,
Enfin, les propriéiés énoncées aun n® 6.5 pour le produit cartésien, sont valables,
‘moyennant des modifications évidentes, pour les cup-produits (Iassociativité
et 'anti-commutativité ne valant gue sur un faiscean d’anneaux commutatifs) :
le cup-produit cst bilinéaire, associatif, anti-commutatif, et compatible avec
les suites exactes de cohomologie. A titre d’application, on voit que st Jo est un
Jaisceau danpneaurx commutatifs sur X, alors HE(X; &), muni du cup-produif, est une
algébre graduée associative, anticommutative sur Pannean HO(X; &) = I'(b); cest
Panneau de cohomologie (4 supports dans @) de X a valeurs dans &.

Lorsgue le faisceaut b est simple, done g’identifie 4 un anneau de base fixe A,
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lz cup-produit se déduit du prodvit cartésien par Iapplication diagonale x — (x,x)
de X dans X X X; celle-ci induit en effet des homomorphismes

Ke(X X X;4Q M) > HERE(X; €@ M);
J H

en les composant avec les produits cartésiens, on obtient les cup-produits. Cela
provient évidemment du fait que, d’une maniére générale, I'image réciproque
de £ ® b par Papplication diagonale est € ® M. On pourrait donc dans ce
cas déduire les propriétés du cup-produit de celies du produit cartésien.

On pourrait du reste de cette fagon obtenir aussi les cup-produits sur un fais-
ceau d’anneaux & arbitraire. En effet, soient £ un A-Module A droite et Mo
un A-Module 4 gauche; désignant simplement par ® le produit tensoriel sur
I’anneau des entiers rationnels, on a un homomorphisme canonique

E@m - ¢ ?; m;
cn composant avec le cup-produit relatif & I'anneau Z on trouve donc des

applications
H&(X; ) x He(X; M) - HERG(X; Rf M) ;

il est immédiat de vérifier qu’elles sont bilinéaires sur I’anneau de base Ho(X ;)
donc définissent des homomorphismes

Ha(X; 4) ® HE(X; M) > HERG(X; 2@ M);
HY(X;b) S

ce sont les cup-produits relatifs & f.



7. FONCTEURS DERIVES EN THEORIE
DES FAISCEAUX

Soient X un espace, & un faisceau d’anneaux sur X, et J un A-Module 2
gauche. On dit que 3 st injectif si le foncteur

_ 2 — Homgp(%, 3),
défini sur la catégorie des A-Modules & gauche, est exact.

Théorédme 7.1.1. — Tout Jo-Module peut éive plongé dans un h-Module injectif.

Soit £ un A~-Module & gauche; pour chaque » € X, choisissons un plongement
du M{x)-module £(x) dans un {x}-module injectif I(x); enfin, construisons un
JA-Module & gauche ¥ en posant, pour tout cuvert U,

(@ 3(Uy = [1 1)

®EV

et en définissant de fagon évidente Ies opérations de restriction et la structure
de A-Module de ¥. Il est clair que € se plonge dans J; nous allons établir que 3
est injectif,

Soit M un A-Module & gauche; nous allons montrer que l’on a un isomor-
phisme canonique

(2) Homyy (W, 3) = ] Hompem (W), 1(x));

2€£X
cela établira évidemment notre assertion.
Remarquons d’abord que pour tout x, on a un homomorphisme canonigue

#(x): 3(x) - 1(x)
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de J{x-modules: il suffit pour cela d’associer A toute section de J définie au
voisinage de x sa « valeur » en x, élément de I{x).

Par conséquent, tout homomorphisme £ :#b — 3 définit une famille d’homo-
morphismes _
S(%) = v(x) o f(x): M(x) = I{x);

d’ott un homomorphisme du premier membre de (2) dans le second. Cet homo-
morphisme est injectif : il est clair en effet queftransforme unc sections & M(U)
en la section de J représentée par I’élément { f{x) (s(¥}})oey de J(U). Cet homo-
morphisme est de plus surjectif; donnons-nous en effet des A(x)-homomor-~
phismes g(x) : M(x) — I{x), et attachons A chaque section s & M({U) la section
S(s) & 3{(U) représentée par la famille {#(x){s()))uey; on trouve évidemment
un homomorphisme £ : Mo — J tel que g(x) = f(x)} pour tout ». D'o0 le Théo-
rame, -

Le Théoréme analogue relatif aux A-Modules projectifs n’est pas exact.

Le Théoréme 7.1.1. permet évidemment d’appliquer les méthodes du cha-
pitre 1 dans la mesure o1 elles reposent uniquement sur 'existence d’objets
injectifs. On obtient par exemple les résultats suivants, qu’il est superflu de
démontrer ici puisqu’ils sont valables pour toute catégorie abélienne possédant
« suffisamment » d’objets injectifs :

a) Tout &-Module admet des résolutions injectives.

b) Etant donnés des -Modules & et Mo, une résolution €* de 2, et une résolution
uyemw.ly‘de.ﬂn il existe un homomorphisme de 2% dans o* compatible avec un homo-
morphnmﬂ-r.ladonm deﬂmk«pm!ongmnt» de f est unique & une homolofie
pris.

c) Toute suile exacle de Jo-Modules peut élre « prolongée » en une suite exacte ds résolu-
Hons injectives des Jo-Modules gui la composent. -

Notons enfin qu’un &-Module injectif J est nécessairement un faisceau flasque;
il suffit pour le voir d’écrire, pour tout cuvert U de X, Ia suite exacte

O-l-.bu—a-.b'-—)-.bx_u—)-o
(Théoréme 2.9.3); il vient alors la suite exacte

0 —» Homp{fy_y, J) - Homp(h, J) — Homp{hy, J) — 0,
d’ot notre assertion,

7.2. — Dérivés d’un foncteur covariant exact & gauche

Soit T un foncteur covariant défini sur la catégorie des &-Modules A gauche, A
valeurs dans une catégorie abélitnne &, et exact 4 gauche. Choisissons une
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fois pour toutes une résolution mjectlve J* (4) pour tout A-Module & gauche &,
¢t posons
T(8) = B {T(3*(¥))] ;

= Ker[T(#(%)) ~ T(@*4£))}/Im[T@F—(¥)) < TE@).

On a alors les propriétés suivantes :
a) £ — T*(%) est un foncteur covariant & valeurs dans &.
En cffet, tout homomorphisme f: £ — M cst induit par un homomor-
phisie f* : 3%(4) — J*(M), unique 4 unc homotopic prés; appliquant le
foncteur H"(T( .}) on obtient un homomorphisme

T+(f): T*%) > T*(M) _ _
bien déterming, et vérifiant évidemment les conditions requises pour définir
un foncteur.
b} Le foncteur TO est isomorphe au foncteur T,
En effet, comme T est exact 4 gauche, Ia suite exacte

0= ¢ » ) — HH)
conduit A la suite exacte

0> T® - T - T®),
d’ott le résultat. ® ) &)

c) A foute suite exacte

02 > >% 50
est associde une suite exacle

0 > T) - TE — TE) + TYZ) -

Comme les foncteurs T* sont, A des isomorphismes prés, indépendants de Pap-
plication ¢ - J*(¢) choisie, on peut se ramener au cas ol 'on a une suite
exacte

0 — I*E) » F @) > FF) > 0

compatible avec la suite donnée. Comme le premier terme est injectif la suite

exacte en question ¢st décomposée, et par conséquent la suite correspondante
0 - TE*L)) - TE*(L) - TE*HE)) -0

est exacte; d’ou les homomorphismes 3.

d) OnaTNE) — o pour 13> 1 i & est injectif.
En cffet, la résolution 3*(¥) est alors homotopiquement triviale, donc aussi le
complexe T {J*(4)). '
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Exemple 7.2.1. —Prenons le foncteur

| T(®) = Ta(2);

alors les foncteurs dérivés sont canoniquement isomorphes aux foncteurs
£ — Hy(X;¥) : ccla tient & ce que J*(¥) est une résolution flasque de &, ct
aux théorémes 4.7.1., 4.7.2. €t 4.7.3.

Exemple 7.2.2. — Choisissons un &-Module & gauche £ et considérons le
foncteur

Mo Homp(%, Mo);

les foncteurs dérivés (4 valeurs dans la catégorie des faisccaux de groupes ahé-
liens de base X, ou des ArModules si & st commutatif) se désignent par la
notation : '

_ bt (9, M),
Exemple 7.2.3. — Les notations étant comme dans I’exemple précédent, on
peut considérer le foncteur
Mo — Homg(2, M);

lez foncteurs dérivés (4 valcurs dans la catégorie des groupes abéliens) se
notent

Exty (£, M).

On laisse au lecteur le soin de traduire les propriétés (a), ..., (d) dans les deux
exemples qu’on vient d’exposer.

En particulier, si 'on prend £ = & il vient

Hom (b, M) = T'();
par suite on a la formule

HA(X; o) = Exti, (%, M)
pour tout b-Module 4 gauche M.

7.3. — La suite spectrale des Ext

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 7.3.1. — Soient £ ef Wo deux Jo-Modules & gauche. Pour tout ouvert U de X
on a un isomorphisme canonique

Hom g ,(¢|U, M|U) = Hom(%y;, M.

Tout homomorphisme ¢£; — M définit évidemment un homomorphisme
2|U > M| U qui le détermine entidtrement puisque £,(x) = o0 pourx & U,
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Soit d’autre part un homomorphisme f : £[U — M |U; définissons une appli-
cation f de Pespace étalé £, dans I'espace étalé M en lui imposant de coincider
avec f au-dessus de U, et d’étre nulle au-dessus de X-U; tout revient & mon-
trer que f est continue. Or soit une section s & 2,(V), V ouvert dans X; puisque
la restriction de s 4 U n 'V est une section de £|U on voit que £ o 5 est conti-
nue dans Un'V; mais 5 est nulle dans U—Un'V, donc dans un ouvert W

vérifiant

U=Wu(UnV);
il en est de méme de f o 5, d’0d 1a continuité de f o s dans V tout entier.
Lemme 7.3.2. — Soient € ot 3 denx N-Modules & gauche; si J est injectif, le fais-
ceatt Hom (L, ) est flasque.
Une section de ce faisceau dans un ouvert U est en effet un homomorphisme
2|U - 3|U,i.e., d’aprés le Lemme précédent, un homomorphisme £; —J;

comme J est injectif ct comme £ est un sous-h-Module de £, cet homo-
morphisme est induit par un homomorphisme £ — J, d’ol1 l¢ Lemme.

Théordme 7.3.3. — Soient X un espace topologique, b un faiscean & anneaux de
base X, et 2, Mo deux N-Modules & gauche. Il exisie une suite spectrale pour laguelle
Eg? = HP(X; 8243 (€, M)

et dont le terme B, est le groupe bigradué associé & une filiration convenable du groupe
gradué Ext}(€,M).
Prenons une résolution injective 3* (W) et formons le double complexe

K = G*[X; #om (¥, 3*(M))].
On a pour ce double complexe
'Ege = HI[CP(X; Hon(d, F4(M)))] = CHX; 269 (Homs(2, 3%(W0))]
puisque le foncteur CP(X; ...} est exact. Il vient donc

"EpT = CP(X; 8x19(%, Mo))
et par conséquent .
'Epr = HA(X; $xr9(2, ).
Par ailleurs ,
“Epe = HY[CH(X; Hom(%, 3(M)))] = HI(X; Honn(2, P()));
en vertu du Lemme 7.3.2. cette suite spectrale est dégénérée, de sorte que

HNK) = "B = HM (o (£, 7*(M))) = Ext*(&, ),

ce qui termine la démonstration.
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Corollaire. — On a une suite exacle

0 — HYX; Homp(E; M)} — Exth (2, M) — HYX; Ext)y (2, M)
- HE(X; Bomp(d, M)} — Exth(g, ).

Cela résulte du Théoréme 4.5.t. du chapitre 1.

7.4, — Utilisation d’une résolution localement libre

Considérons le faisceau d’anncaux b sur Pespace de base X; pour tout entier
n 2» 1 on notera A* lc produit direct de » faisceaux identiques & Jb; on peut
considérer &* comme un A-Module 2 gauche ou 4 droite. Nous dirons qu’un
Jo-Module & est localement libre si, pour tout ouvert U ¢ X assez petit, 2|U
est isomorphe comme (b|U)-Module 4 un produit A*]U (Pentier » pouvant,
dépendre de U). Enfin, nous dirons qu'un -A-Module £ est finitiste s'il existe
une résolution komologique
e T A |

de £ par des A-Modules localement libres (une telle résolution sera appelée
une résolution finitiste de €), et on dira que ¥ est localement finitiste si, pour tout
ouveri U c X suffisamment petit, le (#%|U)-Module £[U est finitiste,

Par exemple, les « faisceaux algébriques cohérents » considérés par J. P. SErre
{Annals of Math., 61 (1955), pp. 197-278) sont localement finitistes; il ¢n est de
méme des « faisceaux analytiques cohérents » de la théorie de Cartan~Oka,

Notons d’abord le résuliat suivant :
Lemme 7.4.1. — Soit € un M- Module & gauche localement libre; pour tout fo-Module &
gauche Mo, on a

8t (2; M) =0 pour: g¢>1I.

I1 suffit pour cela de montrer que le foncteur Mo — o 3, (2, M) est exact; lor,
Ic probléme étant de nature locale, on peut supposer € = &P, auquel cas on
obticnt le foncteur M — M, d’oll le lemme.

‘On notera que le lemme précédent, combiné avec le Théoréme 7.3.3, conduit &
des isomorphismes canoniques

Ext),(2, M) - Ho(X ; $omp(2, o))

toutes les fois que £ est localement libre,

Théoréme 7.4.1. — Soient £ un A-Module & gauche finitiste, 2, une résolution -
Sinitiste de 2, et Mo un M-Modulz & gauche quelcongque; on a des isomorphismes canontques

Bty (%, M) = H"(Homy(Ly, M),
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Soit en effet M* une résolution injective de JAb et considérons le faisceau de
doubles complexes

K = Hoomn (L4 Mo*)
dont les composantes sont les faisccaux

Nous placant dans la catégoric abéliecnne des faisceaux de groupes abéliens
sur X, nous allons calculer la premitre suite spectrale de K. On a évidemment

BF == X9 (Koo o4y Mo*)) = Bt (2, M),

de sorte que d’aprés le Lemme 7.4.1. cette suite spectrale est dégénéréc
comme évidemmment .
6 = F(Komso{Ly, M),

il nous reste 4 établir quon a par ailleurs des isomorphismes canoniques
#(K) = 8oty (€, M);
pour cela on utilise la seconde suite spectrale de %; on a
TBRY = HT (Kol (L4, MoP));

comme WP est injectif et comme £, est une résolution homologique de &, il
reste

Br=0(g>1); B = Homp(L, W),
d'ois immédiatement le résultat cherché, |
Corollaire. — Soient & un Jo-Module localement finitiste et Mo un Jo-Module quel-
congue; pour towl x & X, on a des tsomorphismes canoniques

Bty (2, Mo)(x) = Exty, (2(x), M{x)).

Tout d*abord, en s’induisant dans un ouvert suffisamment petit, on peut se
ramener au cas oii le A-Module & est finitiste. Dans ces conditions, en conser-
vant les notations du Théoréme précédent, il est clair que les groupes ponctuels
du faisceau 8xtly (%, b} sont les groupes de cohomologie des complexes

HoonfoLys M) (¥};

mais comme £, est composé de faisceaux localement hbres, ces complcxes sont
canoniquement jsomorphes aux complexes

" Hom ey (€4 (%), Molx)),
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¢t comme £, (¥} est une résolution libre du M(x)-module £(x), le résultat cher-
ché gensuit.

On peut démontrer le Gorollaire précédent dans des hypothéses assez diffé-
rentes (notamment en supposant que £ est un Module « cohérent » sur un -
faisceau « cohérent » d’anneaux noethériens; cf. A. GroTHENDIECK, Sur quelques
points & Algdbre Homologique, article & paraitre au Tohkoku Math. Fournal).






APPENDICE
RESOLUTIONS SIMPLICIALES STANDARD

1. — Cinq régles de calcul fonctoriel

Etant données des catégorics £ et £, on a défini au chapitre 1, § 1, la notion
de foncteur covariant F : £ — £"; et étant donnés deux foncteurs covariants
F, G: 8 - K" on a défini la notion d’homomorphisme de foncieurs 8: F — G,
On a défini aussi le somposé de deux foncicus F: 8 >R et G: & > &,
qui est un foncteur G o F : & - &’; ct étant donnés trois foncteurs covariants
F, G, H: & - & et deux homomorphismes de foncteurs ¢: F > G et
¢ : G — H, on définit leur composé § o ¢ : F — H par la. formule

o o(X) = ¢ (X) o ¢(X),
valable pour tout X&&'.
Considérons maintenant deux foncteurs F, G: £ — & et un homomor-
phisme 8 : F — G. Si Pon a deux autres foncteurs covariants U : & — '
et V: ' - &, on déduit de 14 un nouvel homomorphisme de foncteurs

Ux0sV:UcFoV>UasGeV,
donné par la formule -
Vet « V(X) =UTB(V(X))), Xai¥.

8i U (resp. V) est le foncteur identique, on écrira simplement 6 « 'V (resp. U » 6).
1l existe entre I'opération * que nous venons de définir et les deux lois de
composition définies plus haut des relations simples; on peut les concentrer
en cing régies de caloul que nous nous bornerons & énoncer, attendu que les
démonstrations en sont triviales : :

$) . (UeV)z0 =Us(Veo);
cette formule est valable lorsque Yon a des fonctewrs F, G: & — &, un
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homomorphisme § : F —+G, et des foncteurs V: &' =M et U : W - M';
(11) , 0x(Uo V)= (0sU)»V;
cette formule est valable, comme la précédente, pourvu qu’elle ait un sens;
(11T} (Us0)*V=Us(0+V) =UspsV;
cette formule est valable dés que son dernier terme est défini;
(v U0 8NV =(Uxt'sV)o (Ux"2V);
cette formule est valable lorsque 'on a des foncteurs F, G, H: & — &7, -
des homomorphismes ' : G - H et ' : F - G, et des foncteurs
Ui >Met VR >0W,;
vy ($5G) o (Ung) = (V) o (4 F);
cette formule est valable lorsque Pon a des foncteurs
FG: &>t UV: 8 >Mm
ainsi que des homomorphismes
¢:F>Gety:U—->V.

2. — Objets semi-simpliciaux

Nous désignerons par A la catégorie suivante : ses objets sont les « simplexes
types » Ax{n = 0,1,...) du chapitre 1, § 3, et Hom (A,, A;) est 'ensemble
des applications croissantes (au sens large) de A, dans A, — étant entendu
que la composition des homomorphismes dans A est définie comme §’il s’agis-
sait d’applications, ce qui est d’aillcurs le cas.

ftant donnée une catégorie quelconque &, un objet semi-simplicial dans &
sera par définition un foncteur covariant

F*:A > 8;

on posera F* = F(A,) € & ct on écrira le plus souvent F* sousla forme (F*). 2.0
Noter que cette définition est orientée vers la cohomologie; le point de vue
dual s’obtiendrait en remplagant & par la catégorie duale.
Soit # un entier J»o; dans Pensemble Hom (A,, Axy;) figurent les appli-
cations (%) .

dithy->Auyy (0LIiKn+1)
qui définissent dans A, _ ; les simplexes singuliers de la forme {o,...,f,..., n + 1);
de méme, dans 'ensemble Hom (A, 4, A.) figurent les applications

Sl > o, (0KiCn)

qui définissent les simplexes singuliers (o,...,i—I4ii+1,.,8) de A, Il
est trivial de wérifier que tout homomorphisme A, - A, dans la catégorie A

(1 On a di = Fi,, avec les notations de Chapitre 1, n® 3.5 (p. 46).
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est composé d’homomorphismes de la forme précédente; on peut aussi montrer

que toute relation entre homomorphismes dans Ia catégorie A peut se déduire
formellement des relations que voici :

(@:dlyiodl =diiodi— (i <J)
@) :slosdhys = shoslt} (i <J)
OF J£+1od.i+|=d,{os;’,—’ (<))

(d): stodl =sodit! = identité
(o) : Syrodigy=di~esl (J + ¥ <)

Il s’ensuit que, pour définir dans une catégone & un objet semi-simplicial F*,
il est nécessaire et suffisant de se donner d’une part des objets F* de &, et
d’autre part des homomorphismes

F*(d) : F* — Fr+? foLig{n+1)
Fa(s}) : Frél P {oLign)

satisfaisant aux relations ci-dessus; ce sont les opérateurs de face ot de dégs’m‘-

rescence de F*.'Dans la pratique, et sauf danger de confusion, nous écrirons
toujours df et st au licu de F*(d}) et F*(s}).

3. — La construction fondamentale

Soient & une catégoric ct CS 2 (R) la catégorie des objets scmi-simpliciaux

dans &; on se propose dans cc n® de construire des foncteurs covariants
F*: & > CS*(R).

Pour cela il faut construire des foncteurs F*: & — &(n > o) et des homo-

morphismes df : F* — Fr+3 ¢ : P+ o F* vérifiant les relations (a} 3 (¢)
du n° 2.

Nous procéderons comime suit. Partant d’un foncteur covariant
C- : s — '3,
nous définirons tout d’abord des foncteurs C*: £ - & en posant

CO = identité, G+l =CeCr,
et POSCIO]
now " Fr = Cr+1 (» > 0).

Supposons maintenant donnés deux homomorphismes de foncteurs
k:Ct>CL p: GO
alors nous définirons
di: PP =CH 5 =P
s Pl =42 o O =P
par les formules suivantes:

di = Claka Cr—i41; o = ClapaCr—i|-
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11 va de soi que les relations (a) & (¢) ne sauraient éire satisfaites que si Ion
impose des conditions supplémentaires A £ et p; cependant lg relation (a) —
qui suffit, lorsque & est unc catégorie ahélicnne et F additif, & définir la diffé-
renticlle du foncteur F* = (F*),.., — est toujours vérifide; en effet elle s'éerit,
en posant j =i r+ I avec r > o, sous la forme
(Gl gk Or 1) o (CF ok a OP—TH) = (Ol kg O —i48) o (CT47 4 k , O —1—7H)
Ia régle de calcul {IV) du n® 1 raméne A la relation

(Cr+1ak) o (ko) = (Ko C™+1) o (Cu ),
- qui résulte alors de la régle de calcul (V) du n? 2.
Pour établir les relations (5) & (¢}, il suffit d'imposer & & et p de vérifier les
conditions que voici :

' (A): po(Cak) =p o (kaC) = identité

(B): po(Cap) =po ($20).
Vérifions & titre d'exemple la relation (b); en posant j=1i + 1, r > o, clle
8’écrit
(CFr e pa Ormm) o (Qlapa CPm1¥Y) = (O upp Orl) o (QIHr4d o Cretr);
la régle de calcul (IV) permet de simplifier & gauche par C' et & droite par
Cr=i—r, de sorte qu’on est ramené A la relation

(Cxp) o (£ C¥Y) = (2 C) o (CH14p);

si 7 = 0, cette relation se réduit A I'hypothése (B), et si 7 3> 1 eclle se déduit
aussitdt de la régle de calcul (V).
On laisse au lecteur le soin d’établir les autres relations.

4. — Application aux faisceaux

La construction du n° 3 s’applique comme suit en théoric des faisceaux :
on prend pour & la catégoric des faisceaux d’ensembles sur un espace donné X
et pour C le foncteur ;
Cl) = E(X; &),

qui associe 4 chaque faisceau & de base X le faisceau des sections non néces-
sairement continues de &. Avec les notations du chapitre 1, § 6, on a done
Fr{h) = 9(X; A).

Pour construire les homomorphismes de foncteurs £ ¢t p, on doit attacher
canoniquement, i.6. fonctoricllement, & tout faisceau & de base X des homomor»
phismes de faisccaux

k(&) 2 b — O(X; &)
PR} O(X; B(X, &) - (X; &)
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Nous prendrons évidemment pour k{%) l'injection cano:ﬁquc; Pour définir
(%) i suffit d’attacher « naturellement », 2 toute section continue de

OX; & (X; &)

au~dessus d’un ouvert U de X, une section continue de €%(X; &) au-dessus
.de U; antrement dit, il suffit d’attacher & toute section non nécessairement
continue de €%(X; &) au-dessus de U, soit &£ — s(x), unc section non néces-
sairement continue de b au-dessus de U, soit » — 5(x); or pour tout x€U,
Pélément s(x) de la fibre de x dans €°(X; &) est un germe de section non néces-
sairement continue de /& au point ¥, donc peut sc présenter par une application

%, = s(xx) & 0(%)
définie pour x; assez voisin de x} nous poserons alors

5(x) = s(xx),

valeur au point x du germe de section s{x) de &,
On doit maintenant vérifier les relations (A) et (B) du n® précédent, et tout
d’abord la relation

(A) P o (Cuk) = po (ke C) = identité,
qui s'écrit plus explicitement sous la forme
H(A) o Clk(b)) = p(d) o k(C(H)) = identité

pour tout faisceau J de base X. Puisque les deux premiers membres de cette
relation sont des homomorphismes de faisceaux

Clb) = X; &) > O(X; &) = (),

tout revient & examiner leur effet sur les sections de €*(X; #). Soit donc s
une section continue de €%(X; &) au-dessus d'un ouvert U, représentée par
une section non nécessairement continue § de & au-dessus de U. L'image de s
par homomorphisme k{C(b)) est la section continue de &(X; €(X; A))
déduite de s par Pinjection canonique

X &) (X (X A));

cette image est représentée par une section non nécessairement continue de
€(X; &), & savoir s (qui est en fait continue); il s’ensuit que Pimage de s par
H{W) o k(C(A)) est représentée par la section non nécessairement continue de &
obtenue en attanchant A tout # @ U la saleur en » du germe s(x) de section de b,
valeur qui n’est autre que 5{x); parsuite Fimage de s par p(h) o k(C(%)) est s,
ce qui prouve que p o (k*€) est Pidentité. Considérons maintenant # o (Gsk).
On doit calculer tout d’abord la section X de €%(X; €°(X; &)) qui sc déduit
de s par Phomomorphisme C(k(&)), lequel s’obtient en appliquant le foncteur C
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a l’homomol_‘phisme de faisceaux
k(h) 1 o - (X A).

En notant k(&) I'application de la fibre de x dans & dans la fibre de x dans
€(X; %) induite par (&), on en déduit que, la section continue s de €(X; &)
étant représentée par la section non nécessairement continue 5 de &, I'image
de s par C(k(A)) sera représentée par la section non nécessairement continue

* = ke(H) (s(%))

de %X &). Si maintenant Pon applique p(b) au résultat obtenu on trouvera
la section non nécessairement coniinue de A donnée par

x = hio (o) [ () (30D,
() : E(X; b} (1) > M%)

est Papplication qui, & tout germe de section (continue ou non) de & en #,
associe sa valeur en x. Pour achever la démonstration de (A) il reste donc a
prouver que l'on a

* he(B) © ka(d) = identité,

autrement dit que si 'on représente un élément 5 de A(x)} par un germe de
section continue de & en x, Ia valeur en ¥ de ce germe ests—cequ: est trivial.

ol

Etablissons maintenant Pidentité

(B) po(Cup) =40 (p+C);
il s’agit cette fois d’homomorphismes de foncteurs CG? — C, done, pour tout
faisceau Jo, d’homomorphismes de faisceaux

P(X; &) - P(X; &),

ct on doit examiner leur effet sur une section continue s de #2(X; b) au-dessus
d’un ouvert U, i.e. sur une section non nécessairement continue ¥ de

F{X; &) = O(X; €(X; N))

au-dessus de U, le résultat devant étre une section non nécessairement continue
de & au-dessus de U,

Pour chaque x,@U, §(x,) est un germe de section non nécessairement conti-
nue de €°(X; &) au point ,; on peut donc le représenter par une section
non néccssairement continue

%, — 5(%g,%) & CO(X, &) (xy)

de €(X; &) définie dans un voisinage de x,, ou méme si I'on veut dans U
tout entier, L’élément 3(x,, &} est 2 son tour un germe de section non néces-
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sairement continue de & au point #;, donc se représente par une application
g ~> 5(%g, %1, x3) € ()

définic au voisinage de x;, ou méme si 'on veut dans U tout entier,
Calculons maintenant Peffee de g o (G« p), {.e. de Phomomorphisme de fais-
ccaux p(b) o C[p(h)], sur la section s. Posons, pour simplifier les notations,

A = (X Ay = Clh), b= CX; CX; &) = CHA),
et ainsi de svite. Pour chaque x & X, ’homomorphisme de faiscecaux

PR 1 A — AP
induit une application
Be(b) 1+ MM} — Wb(x)

des fibres correspondantes; comme G{p{/b}) est ’homomorphisme de faisceaux
C{A) — CG{AY) obtenu en appliquant le foncteur C 2 p(4), il est clair que la
section de C(A% = &' déduite de s par C{p{Ad)) sera représentée par la sec-
tion non néeessairement continue

* = pa(o) (s(x})

de &%; or I'élément s(x) de b'(x) est représenté dans Jb par la fonction 5(x,%,,%,)
des variables x,, x, = U; par construction de p on déduit de 1a que po{b) (5(x))
cst le germe de scetion non nécessairement continue de 4 av point x qui est
représenté par la fonction £, — s(x,x,,%,); si maintenant 'on applique p au
résultat trouvé, on voit que Peffet de p o (C 4 p) sur 5 n’est autre que la section

non ndéeessairement continue _

x — s{x.x,%)
de A au-dessus de UL
Examinons enfin 'effet de p o (p*C) sur s, i.e. 'image de la section s par ’homo-
morphisme de faisceaux (b} o p{C{A)). Ondoit d’abord calculer l'image de 5
par p(C(A}], i.e. appliquer p 4 5 considérée comme section continue du fais-
ceau CX; (X, C(A))), ce qui donne évidemment lIa section non néeessai-
rement continue de C(d) = A® représentée par I'application x — 5(x,x) & 4%(x);
ceci fait, on doit encore appliquer p{Jb) au résultat; mais comme 5{x,x) est le
germe défini au point » par Ia section non néeessairement continue

% = 5(x,¥, %)
de &, i est clair qu’on trouve la section non nécessairement continue
x — 5(x,x,x)

de /b au-dessus de U; comparant avec le résultat obtenu pour p o (G« p) on voit
que Pidentité (B) est établie,
Les identités (A) et (B) étant vérifiées, la méthode développée au n® précédent

GODEMENT 19
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s’applique, et conduit 3 une structure semi-simpliciale sur le foncteur
(X5 k) = (P(X; b))azo;

on laisse au lecteur le soin de vérifier qu'elle coincide bien avec celie qu’on a
définie explicitement au chapitre o, § 6; ce point n’a du reste aucune espice
d’influence sur la définition des produits donnée au chapitre m, § 6.

Il serait utile d’améliorer les démonstrations de (A) et {B) que nous avons
exposées ci-dessus, démonstrations dont Pobscurité n'est que trop évidente.
La situation serait entitrement trivialisée si Pon pouvait démontrer & priori
la conjecture suivante : pour tout entier # > o, il eviste un seul homomorphisme
de foncteurs F(X; k) — F(X; A); on peut méme, ce n’est pas moins facile,
conjecturer que les seuls komomorphismes de _foncteurs F2(X; Jo) — F4(X; Jo} sont ceux
qui se déduisent des applications croissantes Ay — By et de la structure semi-simpliciale
du foncieur

Jo = F*(X; ).

5. Résolutions semi-simpliciales

Aussi longtemps qu’on se place sur la catégorie des faisceaux d’ensembles de
base X, la question de savoir st $%({X; &) est unc résolution de b ne se pose pas;
mais nous devons maintenant expliquer pourquoi il en est bien ainsi lorsqu’on
se place sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens de base X.
Reprenons pour cela les hypothéses du n® 3 : on a un foncteur covariant

C: 8= 8&,
ol & est unc catégoric quelconque, et des homomorphismes de foncteurs
E:C0C, p-C2o

vérifiant les conditiont (A) et (B); nous n’aurons du reste besoin dans ce qui
suit que de l’homomorphisme &, Phomomorphisme p ne jouant aucun rdle
dans les calculs qu'on va développer.

Considérons maintenant un fonctéur covariant

T: &4
4 valcurs dans une catégorie abélienne I; posant comme au n® §
=G .,Ftl1=C.F,..
le foncteur gradué F* = (F*),., est muni comme on I'a vu d’opérateurs
& = Ol g ko Cr—1+1;
Tr=ToFr, T¥= (T,
on 2 donc de méme des opérateurs de face T« 4 sur le foncteur gradué T*,

posant
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et comme ¥ cst une catégorie abélienne on peut définir une différentielle
dy: Tr = Tr+?
par la formule

i=r+1!

dy = ?}; (—1)Tadis

[

cela dit, nous nous proposons de démontrer tout d’abord le résultat svivant :
supposons qusl existe un homomorphisme de foncleurs

kt:ToeC—-T
ko (T & k) = identité;
alors pour loul X e & la swile d’objels et dhomomorphismes

vérifiant

0 — T{X) T4 TO(X) & THX) & TYX) — ...

est exacle dans la catégorie M.

Puisque T « £ admet un inverse a gauche il est clair que T« £ est injectif.
Posons maintenant T =T et d_, = Tsk; pour établir le résultat annoncé
il suffira évidemment de construire des homomorphismes de foncteurs

B 1T (n2—1)

vérifiant les relations
)‘l;; a dn + dn—-i o fl,._.j = ideniité
pour 7 2> o. Nous allons vérifier que la formule
by = hsQrtl

convient. Le premier membre de la relation 4 établir s’écrit en effet

f=n-F1

B (=)o (Tadi) + %ﬁ(—l)*(T*dto o by

I=4

I=n
=hyo (Tud)t DD (T edi) 0 hyoy—n o (Tudith)]
=0

et par conséquent il suffira d’établir les relations
ho o (T & df) = identité (r = o0)
(Fydiog) ohomy = oo (T2di*) (o< i< ).
Or on a :
o (Tudl) = (A« CFY o (Tak o Gy =[ho (T 4 k)] u G+
d’or Ia premicére relation. Quant a la seconde clle s'éerit
[Tx (Ci sk« C“_i)] o (fl * C“) = (h« C"'H) o [T « (C"'H x K *-C“_‘)J,

1g.
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et se raméne, moyennant les régles (I) 2 (IV) duno 1, &
(T uk) o (he O = (ha O} o (T'aK),
relation qui résulte aussitét de la régle (V) du no 1,

Revenons maintenant 3 la théorie des faisceaux, en prenant pour & la catégorie
dies faisceaux de groupes abéliens sur un espace X, pour C le foncteur

& - C(X; &),

et pour ¥ Phomomorphisme canonique Jb — €(X; &) déja utilisé au no
précédent; pour montrer que F*{X; b) est une résolution de & il suffira évidem-
ment d’appliquer le résultat que nous venons d’établir en prenant pour T
»'imporfe quel foncteur de la forme

Tz 2 b — K{x),

4 valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. Tout revient donc 4 construire
pour chagque xeX un homomorphisme de foncteurs

f 1 Ty o G~ Te
vérifiant k. o [Te » k] = identité; or Touk n'est autre que Pinjection évidente
ke() : H(#) = E(X; K)(%),

déja utilisée au n® précédent; il suffit alors, en vertu de la relation (*) établie
au n? précédent, de définir &, par la condition d’induire "application
Fa(d)  €(X; fo) (%) — bo(x)

du n® précédent, pour obtenir un homomorphisme 4. vérifiant la condition
requise,

Les méthodes précédentes ne s’appliquent pas seulement en théorie des fais-
ceaux; elles permettent par exemple de retrouver les complexes standard de la
théoric des algébres associatives (H. Cartan-S. Eilenberg, Homological Algebra,
pp. 174-175). Pour cela on part d’'une algébre A sur un anneau commutatif A,
on prend pour & la catégoric des A-bimodules, et pour C le foncteur

CX)=A ? S;
on se place au point de vue homologique (ce qui revieat A « renverser le
sens des fleches » dans les constructions précédentes), de sorte qu'ici
FX)=A®..0 A®X
A A A :

avec n + 1 facteurs égaux & A. Les homomorphismes & et p, ie.
k(X) : AG% X=X, X :A?X—rA?A?X,
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se définissent 4 P'aide des applications e @ x > axct e @ x> a® 1 @ ».
On laisse au lecteur le soin de vérifier que Popérateur bord du complexe F,(X)
est bien donné par la formule habituelle. Enfin, pour montrer que F, (X) est
une résolution de X, on applique la méthode que nous avons développée plus
haut, en prenant pour ¥ la catégoric des A-modules, pour T le foncteur iden-
tique X — X de & dans o, et pour % I'homomorphisme défini par la formule

AX):a > 1@x

Rappelons que la théorie homologique des algdbres associatives comprend
en particulier celle des foncteurs Ext et Tor, I’homologie des groupes, etl’homo-
logie des algébres de Lie, théories qui sont par conséquent susceptibles d’étre
exposées & 'aide des méthodes simpliciales, Comme celles-ci s’appliquent aussi
2 la cohomologie — de Cech ou de Grothendieck — 3 valeurs dans un fais-
ceau, ainsi qu’a tout ce qui se rattache A homologie singulitre, et 4 la théorie
de ’homotopie, il semble juste de les considérer comme un des instruments
les plus importants dont on dispose actucllement en Topologie.
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