Notions d’algébre différentielle;
application aux groupes de Lie et aux variétés
ou opére un groupe de Lie

par Henri Camran (Paris)

1. ALGEBRES GRADUEES

Soit A une algébre (associative) sur un anneau commu-
latif K ayant un élément unité. Une structure graduée est
définie par la donnée de sous-espaces vectoriels A? (p =20,
1, ...) tels que 'espace vectoriel A soit somme directe des A";
un élément de A? est dit « homogeéne de degré p». On suppose
de plus que le produit d’un élément de A" et d’un élément de
A% est un élément de A™".

On note a—> @ 'automorphisme de A qui, & un élément
a € A?, associe 1'élément (— 1)7a.

Un endomorphisme 8 de la structure vectorielle de A est
dit de degré r ’il applique A’ dans A™ pour chaque p. Parmi
les endomorphismes, nous distinguerons les catégories sui-
vantes :

1. On appelle dérivation tout endomorphisme 8 de A, de
degré pair, qui, vis-d-vis de la multiplication dans A, jouit
de la propriété

6(ab) = ()b -}-a(8b) . 1)

2. On appelle antidérivation tout endomorphisme 3 de A,

de degré impair, qui jouit de la propriété
3(ab) = (8a)b -+ a(sb) . @)

Si en outre 3 est de degré -1 et si 33 =0, 3 s’appelle une
différentielle; on définit alors, classiquement, 1’algébre de coho-
mologie H(A) de A, relativement 3 3. C’est une algébre gra-
duée. _

Une dérivation .(resp. antidérivation) est nulle sur 1'élé-

ment unité de A, s’il existe.
Si 8 est une antidérivation, &5 est une dérivation; si 8§, et
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3, sont des antidérivatlions, 3,3, 8,5, est une dérivation. Défi-
nissons le crochet [0,,8,] de deux endomorphismes 6, et 0,,
comme d’habitude, par la formule

[elr 03:[2 9162 9291 .

Alors le crochet de deux dérivations est une dérivation; le cro-
chet d’une dérivation et d’une antidérivation est une antidé-
rivation.

Une dérivation, ou une antidérivation, esl délerminée
quand elle est connue sur les sous-espaces A° et A*, pourvu que
1'algébre A soit engendrée (au sens multiplicatif) par ses élé-
ments de degré 0 et 1. Dans certains cas, on peut se donner
arbitrairement les valeurs d’une dérivation (ou d’une antidé-
rivation) sur A’, en lui donnant la valeur 0 sur A° : par exemple,
lorsque A est 'algébre extéricure d’un module M (sur K) dont
les éléments sont de degré un (%).

Exemple. — Soit a un module sur K, et soit A 1'algebre
extérieure du dual a’ de ce module. Chaque élément z de a
définit un endomorphisme i(2) de l'algébre A, de degré —1,
appelé « produil, intérieur » par z : c’est I'unique antidériva-
tion, nulle sur A*=K, qui, sur A’=a’, est égale au « pro-
duit scalaire » définissant la dualité enlre ¢ et a

i(z) -2 = {x, "> pour z Eaet 2 €A;

on a alors
(@) (z/ N\ z//N\-+ - Nx)) ~
= Y (D@ @A AT A (3)

1 S k < »
(le signe A signifiant que le lerme situé au-dessous doil élre
supprimé) . L’opérateur i(x) est de carré nul: car i(x)i(x) est
une dérivation, évidemment nulle sur A® et A', donc nulle
partout.

Produit tensoriel d’algébres graduées. — Soient A et B
deux algébres graduées. Sur le produit tensoriel A®B de leurs
espaces vectoriels, considérons la loi multiplicative définie par
(a®b) - ('®b") = (— 1)" (aa’) ® (bb'), si b est de degré q
et o' de degré p’. Définissons sur C = A ® B une structure gra-
duée, en appelant C" le sous-espace de C, somme directe des
A*®B1 tels que p-+ g=r, Alors C est munie d'une structure
d’algébre graduée; cette algébre graduée s’appelle le produit
fensoriel des algébres graduées A et B.

Le cas le plus intéressant est celui ot A et B ont un élé-
ment unité, les sous-algébres A° et B® étant isomorphes a l'an-

. (1) Pour ce qui concerne les algébres extéricures en général, voir
BovrBakr, Algébre, chap. III.
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neau de base K. Dans ce cas, on idenlifiera toujours A & une
sous-algébre de A®B, par 'application biunivoque a—a®1
de A dans A®B (on note 1 1'élément unité); de méme, on
identifiera B & une sous-algébre de A®B. En outre, désignons
par B* Ja somme directe des B* pour ¢>1; A®B est somme
directe de la sous-algebre A ®B° (identifide & A) et de 1'idéal
A®B*. Cetle décomposition directe définit un projecteur de
A ®B sur A®B°, donc une application linéaire de A®B sur A;
cette application est compatible avec les structures mullipli-
catives; nous l'appellerons la projection canonique de AgD
sur A. Elle identifie A & I’algébre quotient de A® B par 1’idéal
A®B*. On définit de méme la projecltion canonique de A®B
sur B.

Plagons-nous toujours dans 1’hypolhése ot A°=B’=K.
Soit donnée une application linéaire 0, de A dans C=AQ®DB,
de degré pair, satisfaisant & la condition (1), et une applica-
tion linéaire 0, de B dans C, de méme degré, satisfaisant aussi
3 (1). Il exisle alors une dérivation 0 de I'algébre A®B, et une
seule, ui se réduise a 0, sur A et a 0, sur B; elle est définie par

Hla®b)="H(a) -0+ - 0,(b) 4)

(le signe - désignant la multiplication dans A ® B) .

De méme, élant données une applicalion linéaire & de A dans
C, de degré impair, satisfaisant & (2), el une application
linéaire 8, de B dans C, de méme degré, satisfaisant aussi a (2),
il existe une antidérivation & de 1'algebre A®B, et une seule,
qui se réduise & &, sur A el & 3, sur B; elle est définie par

S(a®b) =25,(a) - b4 a.8,(b) . (d)

2. VARIETES DIFFERENTIABLES

Pour simplifier 1’exposition, on se bornera aux variéiés
indéfiniment différentiables. Les champs de vecteurs tangents
que l'on considérera seront toujours supposés indéfiniment
différentiables; de méme, les formes différentielles extérieures,
de tous degrés, seront supposées i coefficients indéfiniment
différentiables.

Les champs de vecteurs tangenls conslituent un module T
sur I'anneau K des fonctions numériques (indéfiniment diffé-
rentiables). Le module dual T’ est le module des formes diffé-
rentielles de degré un. L’algébre extérieure A (T') du module T’
est I'algebre des formes différentielles de tous degrés (les fonc-
tions, éléments de K, ne sont autres que les formes différen-
tielles de degré 0). La différentiation extérieure, notée d, est
une « différentielle » sur A(T'), au sens du § 1. Chaque élé-
ment z de T délinil, outre le produit intéricur i(xr) ((qui opére
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sur A (T") et est de degré — 1), une « transformation infini-
tésimale » 8(z) qui opére aussi bien sur T que sur T/ et A(T");
sur A(T'), c’est une dérivation de degré 0, qui est entiérement
caractérisée par les deux conditions suivantes :

B(z)d = db(z) (c’est-a-dire : () commute avec d) ; (G)
0(z) - f=1i(=z) - df pour toule fonction f€ A°(T') . (N
Si z et y sont deux champs de vecteurs tangents, le champ

de vecteurs §(z) -y se note [x, v]; cette notation se justifie
parce que

8([z, y]) =8(x)8(y) —0(x)0(=) . M

En outre, sur 'alggbre différentielle A(T’), on a les relations
B(2)i(y) = i(v)8(2) +i([a,y]), (I

b(z) =i(z)d+ di(x) (TII)

(formule qui, compte tenu de dd =0, entraine la relation n° 6).

3. Grourrs pE Lz

Soit G un groupe de Lie connexe. Les champs de vecteurs
tangents, invariants par les translations & gauche, forment un
espace vectoriel a(G) sur le corps réel; cet espace est en dua-
lité avec l'espace vectoriel a’(G) des formes différentielles de
degré un, invariantes & gauche. L’algébre extérieure A(G) de
@' (G) est ’algebre (sur le corps réel) des formes différen-
tielles de tous degrés, invariantes & gauche. Les éléments de
degré 0 (fonctions constantes) s’identifient aux scalaires (mul-
liples de l'unité). L’algébre différentielle A (G) a une algébre
de cohomologie qui, lorsque G est compact, s’identifie a 1'al-
gébre de cohomologie. (réelle) de l'espace G.

Chaque élément z de a(G) définit un groupe & un para-
métre d’automorphismes de G, qui ne sont autres que les
translations & droite par un sous-groupe 2 un parameétre de G.
La transformation infinitésimale 8(x) de ce groupe opére dans
a(G); donc a(G) est stable pour le crochet [z, y]. L’espace
a (G), muni de la structure définie par ce crochet, est I'algébre
de Lie du groupe G. En outre, les 8(z) operent dans A(G),
ainsi que les produits intérieurs i(z). Sur l'algébre différen-
tielle A(G), les opérateurs d, i(x) et 8(z) satisfont aux rela-
tions (I), (II) et (III) du paragraphe précédent.

Ici, on peut expliciter 'opérateur différentiel d de A(G) :
désignons par e(z’) la multiplication (2 gauche) par un élé-
ment ' € A'(G) dans l'algébre A (G); alors, en prenant dans
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a(G) et dans son dual a’(G)=A'(G) deux bases duales (x,)
et (x/), on a
1 .
d= Ze (/) 0(zy) . (Iv)
Cetle formule a é1é donnée par Koszul dans sa theése (*).
Appliquée aux éléments de degré un de A(G), elle donne les
« équations de Maurer-Cartan ».

4. ESPACE FIBRE PRINCIPAL

C’est une variété &, que nous supposerons indéfiniment
différentiable, et ot un groupe de Lie connexe G opére de
maniére que :

1° L’application (P, s)—> P .s de & X G dans & soil indé-
finiment différentiable; et (P.s) .t=P.(st) (ce qu'on
exprime en disant (ue G opére « & droite »);

2’ G soit simplement transitif dans chaque classe d’équi-
valence (fibre);

3° L’espace &3 («espace de base») cuotient de & par la
relation d’équivalence définie par G, soit une variété indéfi-
niment différentiable;

4> Chaque point de 03 posséde un voisinage ouvert U tel
que I'image réciproque de U dans & soit isomorphe (comme
variété indéfiniment différentiable) au produit U X G, la
transformation définie par un ¢lément s de G étant alors (u, g)
—> (u, gs).

On notera E I'algtbre des formes différentielles (& coelfi-
cients indéfiniment différentiables) de 1’espace &, munie de
sa graduation et de 1’opérateur d de différentiation extérieure.
Tout vecteur z de l'algébre de Lie a(G) définit un champ de
vecteurs tangents & & : en effet, chaque fibre de & s’identifie
i G, d’une maniere bien déterminée & une translation & gauche
prés du groupe G; donc¢ un champ invariant & gauche, sur G,
se transporte sur chaque fibre d’une seule manigre. Ainsi,
chaque élément = de a(G) définit, dans l'algtbre E, un pro-
duit intérieur i(z) et une transformation infinitésimale 8(z);
et les relations (I), (II) et (ITI) du § 2 sont satisfaites.

D’ailleurs la transformation infinitésimale 8(x) n’est autre
que celle du sous-groupe & un paramétre de G (groupe d’opé-
rateurs & droite dans &) défini par I'élément z de I'algebre de
Lie a(G).

(*) Bull. Soc. math. de France, 1950, pp. 65-127; voir formule (3.4),
74.

pP-
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L’algébre B des formes différenlielles de 1’espace de base 3
s’identifie & une sous-algébre de L, stable pour d, & savoir la
sous-algébre des éléments annulés par tous les opérateurs i(x)
et O(z) relatifs aux éléments z de a(G).

D’une maniére générale, soit It une algébre différentielle
graduée ol opérent des antidérivations i(z) (de degré —1 et
de carré nul) et des dérivations 8(x) (de degré 0) correspon-
dant aux éléments z d’une algébre de Lie a(G), de maniére
a satisfaire & (I), (IT) et (III). Nous dirons, pour abréger, que
G opére dans Ualgébre E. Cela étant, nous appellerons éléments
basiques de L les éléments annulés par tous les i(z) et les 8 (x);
ils forment une sous-algébre graduée B, stable pour d [en vertu
de (III)]. On appelle éléments invariants de E les éléments
annulés par les §(z); ils forment une sous-algébre stable pour
d, que nous noterons Ij.

Dans certains cas, I’homomorphisme canonique H(Ig) —
H(E) des algébres de cohomologie de Iz et de E est un iso-
morphisme de la premiére sur la seconde. Il en est ainsi notam-
ment dans les cas suivants : 1) E est de dimension finie, et
I'algébre de Lie a(G) est réductive (i.e.: composée directe
d’une algébre abélienne et d’une algébre semi-simple) ; 2) E est
I'algébre des formes différentielles d’un espace fibré princi-
pal & dont le groupe G est compact.

On a un homomorphisme canonique H(B) — H(Ig). Un
probléme important consisle a chercher des relations plus pré-
cises entire les algébres de cohomologie H(Iz) et H(B); dans le
cas 2) ci-dessus, ce sont respectivement les algébres de coho-
mologie de 1’espace fibré & et de son espace de base (3.

5. CONNEXION INFINITESIMALE DANS UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL

Une connexion infinitésimale est définie par la donnée,
en chaque point P de V'espace fibré &, d’'un projecteur o, de
I'espace tangent & & au point P, sur le sous-espace des vec-
teurs tangents a la fibre au point P, de maniere (ue :

1° ¢p soit fonction indéfiniment différentiable du point P;

?° Les projecteurs ¢, relatifs aux points d’'une méme fibre
se transforment les uns dans les autres par les opérations du
groupe G.

On peut prouver V'ezistence de telles connexions infinilé-
simales .(*). De plus, la donnée d’une connexion infinitésimale
dans & revient & la donnée d’'une application linéaire f du
dual A'(G) de l'algébre de Lie a(G), dans le sous-espace E

(*) Voir la conférence de Ch. Ehresmann & ce Collorue.
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des élémenls de degré un de I'algébre E, application qui satis-
fasse aux deux conditions suivantes :

i(2) - f(a")=i(z) -2

(scalaire de E, c’est-a-dire fonction constante sur &), (8)
0(x)- f(a")=f(8(x)- 2")

pour tout z € a (G) et tout &' € A'(G).

Supposons qu’on ait un autre espace fibré principal &
de méme groupe G, et un G-homomorphisme de & dans &
(c’est-a-dire une application indéfiniment différentiable de &
dans &, compatible avec les opérations de G dans & et &).
Un tel homomorphisme définit d’'une manieére évidente 1'image
réciproque d’une connexion infinitésimale sur & : c’est une
connexion infinitésimale sur &. On vérifie nisément que I'ap-
plication f de A'(G) dans ' définie par cette derniére est
composée de I'application f et de I’homomorphisme de E dans
L’ défini par 1'application de 1'espace & dans l'espace &.

Ce qui précéde conduit a la notion abstraite de « connexion
algébrique » dans une algébre différentielle I (avec élément-
unité) dans laquelle opére un groupe G (au sens de la fin du
§ 4) : ce sera une application linéaire de A'(G) dans E* qui
satisfasse aux conditions (8).

Soit alors f une telle connexion algébrique. Supposons en
outre que l'algébre E satisfasse a4 la loi d’anlicommutation
vu= (— 1)"uv pour u de degré p et v de degré ¢. Alors on
peut prolonger f, d'une seule maniére, en un homomorphisme
(multiplicatif) de Ualgébre A(G) dans l'algébre E, qui trans-
forme 1’élément unité de A(G) dans l'élément unité de .
Notons encore f ce prolongement. On a alors, pour tout élé-
‘ment a € A(G),

i(x) - fla) =f(i(z) - @)
0(z) - fla) =F(0(2) - a) .

Autrement dit, f est compatible avec les opérateurs i(z) et 0(z),
qui opérent dans A(G) et dans E.

Mais, si '€ A'(G), on n’a pas, en général, d(f(z'))=
f(da’) ; antrement dit, f n’est pas compatible avec les différen-
tielles de A (G) et de E. L’application &' —> d(f(2')) — f(dx")
de A'(G) dans [ est ce qu’on appelle le tenscur de courbure
de la.connexion. .

L’élément d(f(2')) — f(da') n’est pas, en général, un élé-
ment basique de E; toutefois il est annulé par tous les produits
intéricurs i(z). Démonstralion :

i(p)d-(f(z)) =0(z) - f(a) —d-(i(x). f(a)) =[(0(2)- ")
d’aprés (8) et, d'apres (8),

(8"
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i(z) - f(da') =f(i(2) - da') = [(8(z) - ') — f(di(x) - ')
=f(0(2) - 2) .

6. L'aLcEBRE DE WEIL D'UNE ALGEBRE DE LIE

Les considérations précédentes ont conduit André Weil
(dans un travail non publié) & associer a 1’algebre de Lie a(G)
une autre algebre différentielle, dont A (G) est un quotient, et
que nous allons définir maintenant.

Désignons par S(G) V'algébre symétrique du dual a’(G)
de a(G). Si on prend une base (z.) dans a’(G), S(G) s’iden-
tifie & I’algébre des polynémes par rapport aux lettres x,/ (com-
mutant deux & deux). S(G) s’identifie aussi canoniquement
a l'algebre des formes multilinéaires symétriques sur 'espace
vectoriel a(G).

On distinguera l’espace a’(G) comme sous-espace A'(G)
de A(G), et comme sous-espace $S*(G) de S(G). On a un iso-
morphisme canonique h de A'(G) sur S'(G). On notera sou-

vent 2’ 1'élément h(z'), pour 2’ € A*(G).

Si on a une connexion algébrique f de A'(G) dans une
algébre L comme ci-dessus, et qu’on prolonge f en un homo-
morphisme de A(G) dans E, on est amené & définir uine appli-

cation liné:\ire} de S'(G) dans I*, en posant
f@@) =a(f(a)) —f(da') .

Pour que f conserve les degrés, on convient que les élé-
ments de S'(G) sont de degré 2. Ceci conduit & graduer S(G)
en convenant- ue les éléments de S"(G) (formes p-linéaires

symétricques sur a(G)) sont de degré 2.p. L’application f se
prolonge alors en un homomorphisme multiplicatif, de
degré 0, de l'algebre (commutative) S(G) dans I'algebre E.
On notera encore f I’homomorphisme prolongé.

L’algébre de Weil de 1'algébre de Lie a(G) sera, par défi-
nition, l'algébre graduée

W({G) =AG) ®3(G),

produit tensoriel des alggbres graduées A (G) et S(G) (ef. § 1).

Les homorﬁorphismes f: z_\(G) —>E, et f: S(G) — L, définis-
sent un homomorphisme f de 1’algébre W (G) dans 1’algébre L,
par la formule

fla® s) =f(a) ®f(s) .

L’homomorphisme (multiplicatif) f est de degré 0.
On va définir, sur W(G), d’une maniére indépendante de
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Ualgébre L et de la connexion f, des opérateurs i(x), §(xz) et
une différentielle 3, de telle maniére (ue, pour toute connexion
f dans une algébre différentielle graduée I dans laquelle opére
G (avec la loi d’anticommutation vu=(— 1)"uv), 1'homo-
morphisme f défini par f soit compatible avec les opérateurs
i(z), 9(x) et les opérateurs différentiels & (de W(G)) el d
(de E).

Définition de i(x) : i(xz) est déja défini sous la sous-
algebre A(G) de W(G) =A(G)®S(G). Sur S(G), convenons
que l'opérateur i(x) est nul. Sur W(G), i(z) sera l'unique
antidérivation qui prolonge i(z) sur A(G) et 0 sur S(G); on
a i(z)i(z) =0, car i(x)i(x) est une dérivation nulle sur A (G)
et sur S(G). Cela posé, on a, pour tout élément w € W (G),

i(x).- f_(w) =f(i(z)- w) (compatibilité de ? avec (1)),

parce qu’il en est ainsi lorsque w est dans A (G) (relation (8'))
et lorsque w est dans S'(G) (les deux membres étant alors
nuls).

Définition de 8(x) : §(x) est déja défini sur A(G). On va
le définir sur S'(G), puis on le prolongera en une dérivation
(de degré 0) sur W(G) =A(G)®S(G). Or soit z’'€S'(G),

donc ;’zh(r’); on pose H(x) ~§c’=h(‘-)(x) -a'); ceci définit
O(x) sur S'(G).
6(x) étant alors prolongé & W (G), on a bien, pour tout
weW(G), ) _
() flw)=7(0(z).w)
(compatibililé de f avec 0(z)), parce qu’il en est ainsi lorscque
w est dans A(G) (relations (8)), et lorsque w est dans S'(G);
en effet
6(x) - f(2') =f(B(x) - &) (vérificalion immédiate, grice 4 (8)).
Il v a intérét & décomposer 1'opérateur §(x) sur W(G) en
la somme de deux opérateurs partiels :
B(x) =0, (2) 48 () ,
ot 8, (x) est égal & 0(z) sur A(G) et nul sur S(G), et f5(x) est
égal 3 8(x) sur S(G) et nul sur A(G).
Définition de Uopérateur différenticl 8 de W(G). — ILa

relation s
d(f(@))={f(da') 4 f(a"

conduil & poser (si I'on veul que f soit compalible avec les
opérateurs différentiels)

Sl = da’ -2/ = da' + h(2') . 9)
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De méme la relation
i(x)d - fla')="0(z)[(z)=[(B(z) )
conduit & poser _ -
i(z) -0’ =0(x).a,
ou, ce qui revient au méme,

s =Y 2, ®0 (2,) -2 (10)
)

((zy) et (x/) étant deux bases duales).

L’opérateur & étant ainsi défini sur A'(G) et S'(G), il se
prolonge d’une seule maniére en une antidérivation (notée
encore 8) de W(G) =A(G)®S(G). Son degré est |+ 1. Les
formules (9) et (10) permeltent d’ailleurs d’expliciter 8 sur

W (G) tout entier :
Sd=d,+ds+ 1, (11)

ou h prolonge I'application (déjd notée h) de A'(G) dans 8'(G)
en une antidérivation de W(G), nulle sur S(G) :

h=Yi(@)e (zV) (12)
X

(e(a') désigne la multiplication par 1'élément 2’ € 8'(G)).

Quant aux opérateurs d, et ds, ils sont explicités par les
formules suivantes {(dont la premiére résulte de la formule (IV)
du § 3) :

di=g Yo ) bute, (13)
d, = e (3-'»,) 0, (xx) - (14)
2

Les formules (11), (12), (13), (14) explicitent compléte-
ment 'opérateur & de W(G).
La relation analogue & (IIT) (§ 2) :

I1(x) =i(x)s +2i(x)

a lieu sur W (G). Elle résulte des relations suivantes :

i(z)h 4 hi(z) =0, (15)
b, (z) =i(z)d,+ d,i(z) , (16)
fs (x) =1i(2)ds + dsi(x) . an

On vérifie que ¢ est une différentielle : 88 =10. Il suffit de
vérifier cque la dérivation 88 est nulle sur A'(G) et S'(G).
Ainsi, W(G) est une algébre différentielle gradude, munie
d’opérateurs i(z) et 6(z) satisfaisant aux conditions (I), (II),
(11D du § 2.
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Chaque fois qu’on a une connexion algébrique dans une
algebre différentielle graduée I ol opére G [avec la loi d’anti-
commutation vu=(— 1)"uv], on obtient un homomorphisme
f de ’algébre de Weil W (G) dans 1’algebre E, compatible avec
les graduations, les opérateurs i(x) et 8(z), et enfin compa-
tible avec les opérateurs différentiels. Seuls, ce dernier point
reste & vérifier; or la relation

fGw) =d(f(w))

a lieu si w est dans A'(G) ou dans S'(G), d’apres la maniére
méme dont 8 a été défini (cf. relations (9) et (10)); il en
résulte qu’elle a lieu pour tout w € A(G)®S(G). C. Q. FF. D.

Cas particulier. — Prenons pour E I'algeébre A (G), f élant
I'application identique de A'(G) dans A'(G). Alors f n’est
autre que la projection canonique (cf. fin du § 1) de W(G) =
A(G)®S(G) sur A(G); cette projection canonique est compa-
tible avec les opérateurs différentiels & (de W(G)) et d=d,
(de A(G)). Donc I'algebre différentielle A (G) s’identifie & un
quotient de 'algébre différentielle W (G).

Remarque. — Si le groupe G est abélien, les opérateurs
6(2) sont nuls; alors la différentielle & de W (G) se réduit a
I'antidérivation I définie par la formule (12).

7. CLASSES CARACTERISTIQUES (REELLES)
P'UN ESPACE FIBRE PRINGIPAL

Soil. & un espace fibré principal de groupe G, et soit E
I'algébre des formes différentielles de 1'espace &. 11 existe une
connexion f, d’ot un homomorphisme f de 1'algébre de
Weil W(G) dans E.

Les éléments basiques de W(G) sont transformés par f
dans des ¢éléments basiques de T, c’est-d-dire des éléments de
I'algébre B des formes différentielles de 1’espace de base &3.
Or les éléments basiques de W (G) ne sont autres que les élé-
ments invariants de S(G). Nous noterons I3(G) la sous-algébre
de ces ¢léments invariants; elle s’identifie & D'algébre des
formes multilinéaires symétriques sur a(G), invarianies par
le groupe adjoint; on n'oubliera pas (ue les éléments de I"5(G)
sont de degré 2 p. Dans la seconde conférence, nous étudierons
la structure de 1'algébre I(G).

La formule (14) monlre ceci: pour qu'un élément de
S(G) soit un cocycle de W (G) (c’est-a-dire pour que le & de
cet élément soit nul), il faut et il suffit qu’il soil invariant.

Revenant & I'homomorphisme f, il applique les ¢léments
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de I5(G), qui sont des cocyles de W(G), duns des cocycles
de B, c’est-d-dire des cocycles de I'espace de base. On les appelle
les cocycles caractéristiques de la connexion; ils sont de degrés
pairs. Ils forment une sous-algébre du centre de B, appelée la
sous-algébre caractéristique de la connexion.

Si on a un G-homomorphisme d'un espace fibré principal
&' (de groupe G) dans l'espace fibré &, et qu’on envisage la
connexion f qu’il définit (image réciproque de la con-
nexion f), I'homomorphisme f/ de W(G) dans E' est évidem-
ment composé de f et de I'’homomorphisme de E dans E' (défini
par l'application de & dans &). Donc l'homomorphisme
Is(G) — B’ est composé de I;(G) — B et de I’homomorphisme
B—B.

Passons maintenant des cocycles de B a leurs classes de
cohomologie, éléments de 1'algébre de cohomologie H(B). La
connexion f définit un homomorphisme de Is(G) dans H(B),
qui applique 1’s(G) dans H**(B). Cet homomorphisme, inlro-
duit par A. Weil, joue un rdle fondamental; on verra (2° confé-
rence) qu’il est indépendant du choix de la connexion. Clest
donc un invariant de la structure fibrée de ’espace &. L'image
de I5(G) par cet homomorphisme est une sous-alggbre de 1'al-
gebre de cohomologie H(B) de l'espace de base, appelée la
sous-algebre caractéristique de la structure fibrée; ses éléments
sont les classes caractéristiques de la siructure fibrée; elles
sont de degrés pairs.

Si on a un G-homomorphisme d’un espace fibré prin-
cipal &, de méme groupe G, dans l'espace &, 'homomor-
phisme H(B) — H(B') qu’il définit applique la sous-algébre
caractéristique de H(B) sur la sous-algebre caractéristique de
H(B).

S. L’ALGEBRE DE VWEIL COMME ALGEBRE UNIVERSELLE

On sait (*) que si un espace fibré principal &, de groupe G,
est tel que ses groupes d’homotopie =;(&) soient nuls pour
0 <i <N (5(&) =0 signifiant que & est connexe), alors,
pour tout espace fibré principal &', de groupe G, dont la base
@' est un espace de dimension < N, il existe un G-homomor-
phisme de & dans & ; d’ott un homomorphisme E—E' et
un homomorphisme B—>B’. De plus, deux quelconques de
ces G-homomorphismes définissent des applications de 03’ dans
0> qui sont homotopes, et par suite 1'homomorphisme

(Y) Voir par exemple STeENROD, Annals of Math., 45, 1944, pp. 294-
311, pour le cas olt G est 1é groupe orlhogonal.
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H(B) — H(B’) est univoquement délerminé par la structure
fibrée de &'. Un tel espace & est dit classifiant pour la dimen-
sion N.

Par exemple, si G est le groupe orlhogonal, on connait
des espaces classifiants pour des dimensions arbitrairement
grandes (mais un méme espace n'est pas classifiant pour
toutes les dimensions). Leurs bases sont des grassmanniennes
(réelles) .

Revenant & 1’algebre de Weil W(G), on voit qu'elle se
comporte, du point de vue homologique, comme une algébre
universelle pour les espaces fibrés de groupe G, c’esl-a-dive
comme une algébre de cochaines d'un espace fibré qui serait
classifiant pour tous les espaces fibrés de groupe G, cuelle que
soit la dimension de leur espace de base. L’algébre 15(G) joue
le role de I'algébre des cochaines de 1'espace de base d’un tel
espace fibré universel, avec la particularité que les éléments
de I(G) sont tous des cocycles. L'homomorphisme de W (G)
dans E', défini par une connexion dans I’algébre E’ des
cochaines de l’espace &', joue le rdle que jouait 1’homomor-
phisme E—> E’ défini par un G-homomorphisme d’un espace
classifiant & dans 'espace &'; I'homomorphisme Is(G) — B’
joue le rodle que jouait 'homomorphisme B—> B’; enfin, 1'ho-
momorphisme (unique) I;(G) — I (B/) joue le rdle que jouait
I’homomorphisme (unique) H(B) — H(B').

En fait, on verra, dans la deuxiéme conférence (§ 7), que
si, G #lant compact (connexe), l'espace & est classifiant pour
la dimension N, alors H™(B) esl nul pour les m impairs < N,
et I'homomorphisme canonique I;(G) —- II(B) applique biuni-
voquement I"(G) sur H**(B) pour 2 p< N. Ceci donnera une
preuve, a priori, du fait que les espaces de cohomologie des
bases de deux espaces classifiants pour la dimension N sont
isomorphes pour tous les degrés < N.



