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QUELQUES REMARQUES SUR LES COSMOS ELEMEMTAIRES
Far SYMEOQN BOZAPALIDES

On Caracterise duns un cosmos, d' une part les flidgches de
Yoneda Fy: X -+ PX, X petit, comme des cocompletions
absolues wniverselles des X, et d' autre part les osous-objets
réflectifee des PX, ¢ est & dire les objets B gui Figurent
dana une sitoation

I
PR —2n"
£
oft f est adjoint & gauche de g, ef g est pleinement fiddle.

On a ndopté les notations de Street [1], [, [3]. Soit & un cosmos
et £z A = B une fliche de B, avec A petit et B legitime.
ﬁ-ﬁ[il}i!i:ﬁn R _:i'it e l|ll st Pn!:in-rmm: fl'&-él!: 51
BYX, fl: BfX, 4) —+ El"l', B)
ezt wn fonsieur pleinement fidile, "o XYe Ul B L

Proposition 1. Les conditions amivanies sont dqudvalentes ;
2) f: A= B est pleinement fidéle ;

b) hamy=§/f;

) le triangle

: n\him{f,j}

Ya FA
est fsocommutatif, Le hom(f, 1)-f = T,.

Preuge, p) <= b) voir [2] p. 128—129.
c) <= b} Les deux fléches hom (f; 1) f=hom [f, /} et ¥y sont iso-
morphes si et seulement si les produits fibrés sulvantes

A
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C™ < hom Eﬁ:—”xf
Vﬂ\p.f. \ V ‘1 p.f. \
A Ta hom (F,£)
sont isomorphes, od
€y
d‘ﬁ/ \d'i
d BA

est In cofibration scindée «appartient iw (v. [3], p. 138). |
Dé&finition 2, On dit que [a flache fr A = B ex dense &
A L o
- ~—~l1ig (I
Lol
B

1, exhibe g comme wre ferme & terme extension & gauche de [ le long
de f.

Omn a 1= eritdre suivant de densité:

Théoréme 2. [ ext dense ssi hom | f, Lj; B+ PA est pleinemant
fiatate

Proyve, Puisque § est admissible, alors en vertu de [3], th. 3b),
([} est une terme & ferme extension 4 gauche (en abregé tieg) LT
homg == hom {f, 1)}/ hom {f. 1), 4 o@t l& resultat (prop. ik, §

Exemples, i} 14 ¢ 4 = A est dense car hom (1, 1)= ¥y est pleine-
ment Fidile,

i1} ¥u:.d-+PdA estdense car hom { Ya, 1) = 1 est pleinement fidéle.

Proposition 3, Soient f: A + B (4 petit, B legitine) wre fliche e
g g1 = O deux fléckes gui pressrvent los iteg, alors

g-fe=g feg=§
Preuve, Par hypothise

"

B

T
ff‘l"&-
r o

E F

£ et g sont les tteg de gf = g'f le long de f, d’ od g = g 1
10
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[
Theoréme 4. Soir A ; B wnc sitnation 4" adjonceion (f —| g)

avec A, B legitimes ; alors les conditions smivantes sont dquiralontes -
a) g est pleinement fidale
B) f est dense
€) pour foute fldche dense k: C = 4, C [egitimea, le composd f.k axe
e,
Preuve. a) = b) de f—|g on a
hom{f, 1) = hom {1, g) = hom(1, | Jg = ¥y - &
danc hom(f, 1) est pleinement fidéle, 4’ ol § dense (th. 1.
b) = a) on & hom{f, 1) = ¥, - g &t comme bom{f, 1) et ¥, sont
pleinement Fidéles, & 1" est nussi,
a) = ¢) Des isomorphismes
hom (f-k, 1) = Pk hom (f, 1) = Pk-hom {1, g) = hom(k, 1)-g
on tire que hom (f-k, 1) est pleinement fidile et par cossequent ik
dense {th. 2).
€} = b) On prend k=1,. f
On a besoin malatenant d' une notion de cocompletude rencontrée
dans [3] p, 54, Plus précisement ;
~ Definition 3. U'n 'ﬂb}':ee: .Ee_}:'eim A est dit absolument cocmplet =i
In fliche Ya: A + PA admet un adjoint & gauche, noté lex, .

Exemple. 5i A est petit, P4 est absolument cocomplet ear Y,
ndmet P}'.u comme ad joint & gauche (v. [3], th. 2).

L' interét de 1o proposition qui suit est central dans ce papier.
Fropasition 5. Dans wa cosmoi B, pour toute flécke f: X =+ 4 o

X petit et A absolument cocomplet, la ey le long de ¥y existe of ao
donne par lexy f. On la nete alors lax,

Preuve. On a le diagramme
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pit Jexy —| ¥a par hypothdse, 3 f —| Pf (axiome 4 de 1o définition d°
un cosmos, v. [1], p. 20) et Pf- ¥ = hom(f, 1}, donc[3], prop. T nous
donne lz resultat.

Les lemoes suivants sont indispensables pour la suite,

Lemme &. L° ohjet comma

ff,ﬁ"“ .ff’\

d,

B st ixamorphe 4 \ /; “\‘d

“.:\/ F

Prewve, 1l suffit de prouver ¢a dans Cat, [l
Lemme 7. Dans lo situation 4" adjonction

f
Ad==—PB (f—|gl A, B legitimes
£
la _|"|!=n':e f préserve les terme & ferme extensions & gouche.

Preuve. Soit
e T ] r. {m
ik,

une telle extension : alors j la preserve si ona I isomarphisme

bom (m, 1)} fhom [ f-r, 1) = f-R[ B (1}
{v. [3], th. 3b). Mais
hom{m, 1}/hom{fn, 1} = hom{m, 1 }/hom(n, g} == hom{ ', 1 )hom{s, 1)-g

et
f"l lr'E =k lrE
done (1) devignt
hom (e, 1) {hom (o, 1}g =k g (2)

{2) est une consequence de [3], th. 3b) appliqué & (II) st du lemms 6. |
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Proposition 8. Sofent X un objer petit et A ghsalument cacomplet ;
alars

a) l4 fonctenr

F]"]":u,,..‘!_]: Er"PH. AJ --I-Ef'x’_,-{__.l

admel & adfoint & ganche ;

b) pour tout i X w4, lex: PX o 4 est adjoint & gouche de
hom(f, 1) ot lex-¥x o= f;

c} une fléche g: PX =+ 4 admet un adjoint & droite g'r A pX
w5t g preserve les tieg. Dans ce cas 5" = hom [ g Fy, 1),

FPreuve, a) resulte de la prop. 5.
B} ¢ est [3], prop. T.

RERIHTY M"I'—]‘Tx préserve Tes ttep,
ear oz, F?i_l hom fg-Yx. 1) (lemme 7).
D" autre part de 1" isomorphizme
legyy ¥ = g Xy
on tire
J'uf,lr! — (prop. 3)
d' olt l# resultat. |

Nous sommes maintenant en mesure de donner les deux théorémes
de caracterisation, annoncés A 1° iatraduction.

Théoreme 9. { Caracterisation des fléches ¥a ). Soit Fi X+ d
ung flche avec X petit et A absolument cocomplet, Ler conditions sui-
varte: sont dquivalenles ;

A) Il existe wne dquivalance g A=+ FPX, telle que g f=¥y;

by J eit le cocompletion absolue universelle de X, i.e. pour toure
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flache k: X+ B aver B aheoliment cocomplet, il erdste wne seule (&
isomorphisme prés) fliche m: A <+ B qui commute aux tteg of telle que
m-f = k;

¢) hom(f, 1} est une équivalence.
Preupe, a) = b) Seit k: X = B une fléche avec B absolument
cocomplst

x“—-_._._h

D" apris la prop. § il existe m: PX = [} telle goe m:¥x = &

done la fléche m g repond & la question; (m-ghf = m Ty = E.
D" autre part sl m': A = B est telle que m'f == k, alors de

m’.s'.fn :.:_m_'s" glf = ":':'r_:r = &k oim m.]"x
on Lice, en verta de la prop. 3, que ma m
by = cl

r

lex; et p resultent de la prop. 3 et 1" hypothése b) respectivement.

Comme
prlexy Vg = pf = Fx

et les p-lexy, lpy preservent les tteg, on & d' aprés la prop. 3

P'Iﬂ| = lm
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De méme |I* isomorphisme
lexypf = lowy Fyg = f
et I' unicité dans I* hypothése b} mous donne
legp == 1,4
d* ofl finalement hom {f: 1) = p est une fquivalence,
€) = a) On prend g=hom (T |

e e

Le théoréme suivant caracterise les «objets reflectifss d' un objet
de la forme PX. Plus precisement -

Théoréme 10. Pour un abjer 4 di Bon a les conditions dguivalentes -
a) Il existe un objer peric X de B et une situation 4" adjonction

f
PX P“'_,—_, A
avee f—| g & g pleinement Fidile ;

b} 4 et absolument cocomplet et il existe ume fliche dense
E: X' = A, avee X' petic.

Premve, a) w b)
Y “ex :
o — -—— = iy
B
T}I'.
|
Fyg Ff

A Pa

Ta

Puisque g est pleinement fidéle on a ¥y dense (th. 4c). Pour de-
montrer que A est absolument cocomplet il suffit de montrer que

Fp = PgYen (1)

cafr on a f— g, Pfu_l Yex et Pf—| Pg (P renverse les fléches et les
2-cellules). Mais

= PIFE:'!EMI"E:S'}
etona ¥a = bom(g, g) dis que g est pleinement [idale (prop. 1c),
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b) = <)
®

1oy, hnml:k,i']
?‘A' o

On a & dence donc hom (k, 1) pleinement fidéle, [
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