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Problemes dans les topos.

1. Quelques rappels,

1.1. Un Lopos ELémentatnre est une catégorheg vérifiant les ﬁ

gnancés suivants
[i]‘& a des limites inductives et projectives finies ; i
(ii)fg'admet une exponentiation : pour tout A € |£ [, le

foncteur (1} x A : f———-+ £ admet un adjoint 3 droite,
notée 0P

(iii]'@ posséde une Tléche v : 1— = telle.que pour tout
X € |£ | les fl2ches de X vers @ donnent par produit

fibré avec v exactement les sous-cbjets de X.

On peut réduire cette axiomatigue, comme 1’ont montré des
travaux récents de A. Kock et Ch. Miﬁkelsen_[S], et dé-

crire par exemple avec F.W. Lawvere {71 un topos é&lémen-
taire comme une catépgorie cartésienne fermée ol la nation

de sous-objet est représentable.

t.2. 0On sait que pour un topos ﬁ le foncteur de plongement dans
la catégorie § n des morphismes partisls admet un adjoint
4 droite. Cette proprieté psut d’ailleurs &tre substituée

a l'axiome (1ii}.

Nous allons indiguer un autre plongement intéressant ci-

dessous.




1.3. DOn sait auss i que pour tout cbhjet X d'un topos € ., la
catégorie €/y des objets au-dessus de X est encore un
topos et gue toute fldche F : Xem—=Y détermine un fonc—
teur f* : %‘/Yu—wwafﬁ/x lequel admet & la fois iim ad-
Joint & pauche (noté ZF} et un adlioint a droite (noté

Hf]l

31 on se limite aux sous-ohbiets de X, on obtien* uyne al-

e
g@bre de Heyting éfix] et le foncteur ¥ induit

F‘j : & (¥)e—» @(X), lequel admet également un adjoint

& droite (¥F, induit par lt,) et & gauche (noté IJF, défini

en prenant 1'imaga]; Far l'adjonction cartésisnne les
objets de @ (X} reviennent aux points de " et l'action

des trois derniers foenctsurs peout se décrire par des flé&ches
du topos, Ainsi prendre.i'image par A x f d'un scus-abjet
Jde A x X raevient & faire suivre 1'adjointe cart sisnne

da sa fanction caractéristigue par la fléche

af an——whﬂY, laguelle correspond pracisément & 1'imaze
par @ x £ da €x~$~—~#»9x x ¥ (l2 sous-objet coractidrisé

par l'éveluation),.

1.4. On peut définir la catéporie des rslations dans le tapas

8 (notée Rell€ ) ce 1a fagon suivante

O pPOSa IRel[% }l = [ﬁ ‘;

une fléche de X vers Y dans Rel[% } Bst un sous-nohjet de
¥ x Y dans & - plus exactement une Fléche de ¥ « Y vers
;3 la composition de ¢ : E X Yot 220 @ 1 Y v 7 —3
se fait em prenant la prodult fibré P au-fdessus de Y des
sous-objists correspondant 4 ¢ et ¥ et en prenant la fornc-

tion'céractéristique de 1'image de P dans X x 7,




La vérification du fatt qua Rel{f ) est une catégorie est

laissée au lecteur.

On plonge £ dans Rel(® ) en associant 8 ¥ : X——=Y la
fleche [1x, fl] ! X———pX x Y ; ce plongement ae fectorise
& travers celui = 8vident - da‘ﬁp dans Rel(§ ).

Proposition.

Le pLlongement 1 de € dans Rel{ € ) admnet un adjoint 2
drolte,

Puisque pour tous X, Y € |[€ 1] on a

n

Relld ) [T(xy, ¥l Homg [X x Y, 9]

Hom% DLIRY]

n

on voit gque les foncteurs
Ret( €} [I({ ), Y] sont représsntables,

Il y a donec un adjoint, deont la valeur en Y est QY. Explicitons

sa valeur sur lss morphismes : & ¢ :{ Xem—®Y correspondra
b X \
27

—») définie gomme l1’adjointe cartésienne de la fono=-

X

tion caractéristigue du sous—objet de 8" x Y abtenpu en prenant

1'image du produit fibré de EX et de R¢ au-dessus de X.




DaﬂS'%JDS, on trouve que Q¢ envole chague X' € X sur
{y [(3x) (x € X' et ¢(x, y} est vrai)}.

Si ¢ correspond au graphs d'une application

i XY, X' va sur {y | (3x)(x € X' et y = Fix)}.

Ceci suggeérs qu'en faisant précéder 1l'adjoint en guestion du
Plongement I on trouve lg foneteur "guantification existentisl-
X

18" (qui envoie X sur Q" et ¥ sur 3f) de § dans f_q Effective~

ment, 1l'image du produit fibré de-éx et de (1,, f) - dopc de

GX - dans 2° x Y est bien celle du composé vertical ci-dessous,

Soient X et Y deux objets du topos ﬁ . 0On se propose de
définir unm sous-ohjet de X dont les points correspondent

exactement aux monomorphismes de X vers Y,
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2.2,

Un mone de X vers Y ast caractérise par. le fait que son

gguivalance nucléaire est 1la diagonale de X,

Lta fonction caractéristique de la diagonale a » FTonctian
notée <=X>, @& pour adjointe cartésienne la Fleche

s, X x X

*x 11—

L'application “équlvalence nucléaira" de Yx VEIrSs Rx X X

(notée @) peut g°* obtenir comme adjointe de 1a fleche de

Yx X X X X vers § caractérisant le soys-objet

K—M-—ﬁ——-%Yx X X x X, noyauy du couple

Yx X X % X \\\\\\k
;§>\\R /////j(
2
YX

(cest-a~dire, dans %/ns, l'ensemble des triples (+, X le
tels qgue f(x1] = ?(xz}).

L'objet Mono (X, Y) est alors défini par 1le produit fibrég

suivant
Mono (X, Y)]————e—— ¢
¥ F
3 '1r
X X x X
¥ . -0
®
Propos ition.

Pour foui objet T du zopoé‘% on o une bifection
nalurelle




Hmm% [T, Yono (X, V)] = MOHOJb/T [X x 7T, ¥ xT]

{le second membre rgprésentant l'ensemble des monomaor=

phismes de X x T vers Y x T dans %/T].

#ar adjonction cartésienne, les fléches g : T*w*—avx

correspondent bijectivement aux fl&ches g T % Xy

ces derniéres sont en bijection avec les g' = (g, pl
T X A—s=T X

p désignant la projection T x X——T.

Nous allons montrer que la conditipn "$g se faciorise &

travers =X" équivaut & "g' est un mono", Or la premidre

revient 34 la commutativité du rectangle central ci-dessous.

T x X : = X
|
I\l’xé o f. ‘a//
| - '
| T x X x X 5T X x X
|
- ! peta
g | C) g% X x X
f <=_ >
o Yy X
; X 2 X = £}
iy' ¢ '
 § o pufu V {r
K B " T |#1

31 ce rectangle commute, le composé fg x X x X}(T % A) se
factorise & travers K en kg et le carré (D est un produit
fibré {tenant compte du falt que T x A agst un menrol) ; ré=

clproguement, si le produit fibré de k et g x X x X est

¥, |




un carré du type (0, alors 1la rectangle central est commy-

tatif (par 1’associativité des produits fibrés).

La condition sur (1) se trouvera remplie si et seulement st

T x A est le novau des composés
P A
2V pTr, {g x X x X1 et ev pr, (g x X x X)

{d'aprés un lemme classique)

T ox X X8 7w X x X B XX XX Xy
-‘{\ A M A
F’s‘lpz ”3![“2
T % X —r - YX P e 2l §
g ox X ev

ocu encore des composés

R A . A
g o pr3 et g o prz.

Il reste a montrer gque cette preopriédté éguivaut au fait
gque (&, pl soit un mone, ce qgi peut ss vérifier dans 1les
ensembles : si1 nous désignons par (t, X4 s xz) un élément
guelconque de T x X x X, les deux propriétés se traduisent

par la coandition

"8lt, x,1 = glt, x,1 entraine X4 = X5",

forcllaire.

Pour ¥ = 1, on obtient 1la bijection naturelle

Homﬁ [1, Mone (X, ¥)] = Monn% (X, Y.




Les points de Mcono {X, Y) correspondent donsc exactemant aux
monos de X vars Y dans‘% . Mais veux-ci ne détarminent pas

entierement 1'objet Mono (X, Y).

2,3.1. Proposition.

Sé X, ¥, 7 sont des obfets du topos €, il existe
une §fLeche undque de M (X, ¥} x Hono [V, Z)
vers Mono (X, ZI) factonisant La composition C de
rAd X VX vers ZX.

Pour montrer cela, 11 suffit - compte tenu du lemme de

Yoneda - de décrire une application satisfaisante de
Hﬂm%(T. Mono (¥, Z) x Monao (X, Y)Y vers
HomkétT, Mono (X, Z)) pour tout objet T du topos.

Seit donc (g, f) un &lément du premier ensemble, ou plus

gxactement, 1'élément de Han%{T. ZY X Yx] qui lui cor-
respond canoniguement, A ces deux fliches eont assoclés
deux monos f' 1 T x X———=T x Y et g' ¢+ T x Y—>=T x Z

{en utilisant les notations de la proposition précédente)
dont le composé est 1'associé de C{g, f), comme 411 résulse

de la comparaison des diagrammes suivants, ol les




T x x ——2tfe Bl gy —EXYrZYxY}PZ
,j}nsz P

composes horizontaux sont dgaux.

Mais comme g'f' est un mono, Cl{g, f) se factorise & travers
Mono (X, Z), ce qui fournit 1'image cherchée du couple (g, 1.
En remarquant que l’'applicaticgn ainsi définie est bien natu-

relie, on achéve la démonstration.

2.3.2, En utilisant une technigue semblable on peut montrer par

exemple gue dans le produit fibré suivant

Pr——ee o Mono (X, 7)
| |

L Y
27w Ve C X

i est un sous-aobjet de ZY x Moneo (X, Y), ou encore gque
si f i+ X——=Y est un mono, alors pour tout Z le cumpo-

3B

Mono (Z, X) = X —%YZ se factorise & travers

Mona [Z, YJ*—n-*YZ. de méme gusa
Y X .
Mono (Y, Z1 > 7 7 37 se factorise a travers
Z

Mono (X, Z)=—=7",
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2,4, Autre construction de 1'objet des Monos,.

2.4.1. 51 % est le topos des ensembles, une {LIche f : Xewm—s=V¥
est un monoe 44 et seulement s4 La formule sudlvante est
vidle
(v x, € X)(w X € X][[f[x1] = flx,) ) mmmemnx, = lel._
En fait, cette proprieté vaut pour un topos quelconque,
Dire gque ¥ est un monao, c'est dire gue son égquivalence
neicléaire {notée R, aveec les projections} est cantenuye
dens la diagonale de X, ou gncore que e sous-objet de

X x X garactérise par <=y (f x f) est contenu dans le

sous=objet caracterisé par <=X>.

R‘ )'{ “‘\-/\ |
v [
\\ f/n \\* ez >
X x’ X Fx £ vxy Y .0
<= >
\\\\& X
1
Mais ceci revient &8 1'épgalité de => [<=Y> (f x ), <-.-.X>]

et Vy « x OU au fait que 1’on obtienne le vrai en quanti-

fiant universellement la premiere fl2che le leng .de

X X X—1, c'est-&-dire en forment la formule indiquée

dang l1'&noncé,

2.4.2. La remarque préceédente suggdre la construction sulvante

pour Meno (X, Y).

~
et ev.pr

s . A
Oéaignans par ¢1 et ¢2 les composés ev.pr

3 2




..11...

A
X DPS 4 - oev
Yoo X ox X =Y x X - Y
Q*
RTs

gt par ¢« =t 2 respectivement les composés supérieurs et

inférieurs ci-dessous

{¢1, ¢2] oy ey

<

¥t x X x X

Y ¥

i QI o
pr =y>

En guantifiant la fléche a=—===3 universellement le

long de la projection YX ® A % qum_be, on détermine

un socus-objet m : M—wwwhYx - défini par la fornule

(¥ X4 € X)(v P ¢ X}{[FEx1) = 1°[>~:2.'I]=====:t(><,| = xz)].

C'est bien 1’abjet Mono (¥, Y} défini plus haut, car
pour tout T € |{£|, une flache g : T——-—ka se facto-
rise & travers m si et seulement si g x X x X suivie de

t=——=3f donne le vral, donc ssi alg x X x X} & Blg % X x X).

Mais comme 1l'on a toujours o » B {d'aprés la udfinition

de ces flaéches) st comme o n'ezst rien d'autre quella foneg-
tion caractéristique de Ker (¢1, ¢2], c'est-a-dire 1la
fleche ¢ définie en 2.2., on s'apercgoit facilement que

cette cnndifion éaquivaut 2 1'égalité de
pleg x X x X)) et <=y opr

exivée la-has.
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3«7, Une fléche de X vers Y est un 8pi gi et seulemant si san

image est isomorphe & son hut.

L'applicatian "image" de yX vers-ﬂY peut s'obtenir comme
adjointe de 1a fléche de Yx X Y vers §§ caractérisant 1a
gous-objet image du couple

1ooev) s Y % x—— ey Xy,

(n
L*'objet épi est alors défini par 1e produit fibrs

Epi (X, Y)ew—m—e — 4 q

!

-
-

3.2, Piroposition.

Pour Zout obfet T du topos % , on a une bifaction
naturello

in

Hom% [T, Epd (X, V}]- Ep/i,%ﬁ [T x X, T x vI.

Noue allons voir que g T ¥ varifie la condition

. _ -~ 'te s . )
im g = VY o au im [g % Y] = -VT x Y 51 et SE!L[].E.?JTIBnt 51

g’ (. P} ¢ T.% X—==T x Y est un gpi.




_j1 3_

Or ceci résulte du fait que les images sont universelles

gt que le carré suivant est un produit fihré

2;\ (f, x)
\\[f, %)
h X
T ox X ¥ X X
g X X
| - ! [}
(t, vy g (p, EI. [qu ev)
I o
A
A v
Y \U? i \
T x Y :Yx % Y » -
g x Y
En effet, si {g x Y)(t, y]l = (Hﬂ, ev)(f, x)
donc si {(gt, v = (f, evif, %))
alors glt, xJ = evig x X){t, x) = evigt, x)

= evif, x] = y

et le couple {t, x} est blen une factorisetion - nécessaire-

ment unique.

Caroliaire.

Hom‘%[ﬂ, Epi (X, Y)] = Epi,% (X, Y.

3.3, Utilisant le résultat précédent, on peut démontrer des pror

pasitions analogues & celles énoncées en 2.3. Ainsi la
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composition induit une fléche

Epi (X, Y) x Epi (Y, Z)—Epi (X,

3.4, Autre constructiocn.

3.4.1. Dans les ensembles, § ! Ke—sV ¢af un Epi 4 of
deulement 44 La formule

(Vy € v1{3x € X]{§{x) = g
esl vhadle :

C'est encore vrai pour un topos guelecongue, comme le

montre le diagremme ci-dessous : f est un épi
T f — Y b1
£I, fl p.f. ’ By v
o= >
X x y—t X Yoy Yy Y Q
2>\m
’ Y
\ct\e‘” (Yy € Y)(3x € XI(fx)
ssi 1'image de p(X, f) = f n'sst autre®que Ty

3.4,2, Pour construire Epi {X, Y}, on peut former
<=Y> {ev » 5;, p3], gque l'on guantifie existentiellement
le 1long de ﬁ;, puis universellement le long de Py-

La premiére quantification donne le sous-ocbjet

v)
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K Y —pr ]
] }
K, AY v
fev ™ ] <=.,>
oD 4Pl =
YA % X x Y 35 ey % v Y -
Fas
p
2 .
I e Y %Y Lx
Y

noté I en 3.2. En effet, k étant 1'égalisateur de
BV o ﬁé et P le composé ﬁZk = (51, p3lk peut encore

5'écrire [p1, BV o 33]k ou {nq, BV}ﬁBK 8t la théase ré-
sulte du fait que 5BK est up épi {par exemple, parce

que 1le coupls {1 ev) se factorise a travers Kk},

YR« X

ia seconde guantification fournit alors le sous-obiet
E————PYX, lequel coincide blen avec 1'objet des épis
defini plus haut car une fleche g de T vers Yx se ?ag—
torise & travers E si et seulement 8i g x Y se factorise
& travers I, ce qui rejoint la conditicon "g' est un gpi”

du 3.2.

4. L'objet des isos.

ER - - - - -

4.1, Dans toute catégerie cartésienne fermée 3 limites finles

on peut définir 1l'objet Iso (X, Y} par le produit fibré

Iso (X, Y) - . = 1
.
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Y

ol ¢ est la symétrie syr X x X , C 1la compositian, Ny

at Ny les fléches neutres.

4.2, Une technigue voisine de celle utilisée pour la propo-
sition 2.3.1. permet de montrer que l'on a une bijec-

tiaon naturelle pour tout T & If I

Hmnﬁ (T, Iso (X, Y1) = ISD‘%/T (T x X, T % Y),

4.3. La propriété précédente, jointe au fait que tout topos
est balancé (toute fléche qui est 3 la feois épi et mone

est iso) donne immédiatement 1°'égalits
Isg (X, ¥) = Mono (X, Y)Y Epd (X, Y).

5. Les sup et les inf internes.

321 1'on se donne dans %Jns une famille indexée par T de par-
ties de X, on peut former la réunion et l'interssctian de 1la

famille en suivant deux idées différentes : on peut dire gue

X

{x | (3t)(x € X, )1 et
L€t

M X = Ix ] ¥tdix € x)1}
t€t

ou bien décrire une opération "réunion” ou "intersection”
de 3 (F7(x)) vers £°(X) et 1'appliquer & 1'chiet image de

la famille donnés. Nous suivrons ces deux pistes pour un

topos guelcuonque et montrerons qu’elles donnent des défi-

nitions équivalentes,




-..‘1?...

5.1. Une famille de sous-objets de X indexée par T, c'est une
fléche de T wvers Rx od un sous-objet F de T x X caracté-

riséd par ¢ ¢ T %X Xe—= 1. i

Pour ohtenir la réunian de la famille, on guantifie ¢ exisr

tentiellement le long de le projection p ¢ T x X— )X,

autrement dit, on prend 1'image p(F).

i w1 Cette definition, suggérée par
p{F]ﬁf/’//ff’ 1@ formuls rappelée ei~dessus
| Tx¥® : E v paur‘ﬁns, s 'explique par la
bijertion naturelle
Xa \V ¢ v '
i\ TRx A———= ] N

J{,f’?r// Iﬂm1%/T w X [F, p~ (x")]

z Hurn.%/x [p(F), x"1.

Pour obtenir 1'intersection, on guantifie ¢ upiversellement .

le lohg de p, donc on prend O {F).

P

|

I Cette définition se justifie
I{F) v par la bilijection naturelle
P /xx" _

# :
T x X/LL_).Q Hom %/T % X [p EX”}, F}
/ X"

XAH’//// = Hom‘g/T [x"~, E.{F]].

5.2. Dans‘gms, 51 1'on se donne une partie ¢ def?[X]. on paut

definir ¢ ¢ par la relation

x € Mg ssi (FA)(x € A et A € ¢)

et de méme ) ¢ par : ]

x € ¢ 98i (YAI(A € p=——nx € A). - |
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Dags.un topos quelcongue, on considire las sous=~-aobjets de

2% ﬂx X X caractérisés d’une part par

X (ev. x 5\ ev, D)
Rg X QX % X {2 3 X 1 o
\5‘\.\\* y
T a % ﬁ\
Vg
et d'autre part par
A A
X (ev, x p., ev, p,) =
o x % x x 8 '3 Kl e @ x 8 —— 0.

Guantifiant la premiare fonction ﬁaractéfistique axisten-
tiellement le long ds EE fvers QQ X X}, on obtient 1'agd-
jointe cartésienne d'une fléche appelée "réunilon de Rn
VETIS QX ; par quantification universelle le long de Sé

de la seconde, gn obtient ltadjointe de la fléche "inter~

section” de 0% vers ¥,

Partant alors d'une fléche $ : T--—hﬂx, on prend son

image,-caractériséﬁ par 1 ﬂxa——Avﬂ et donc déterminée
o .

par 1 : 1———mQ (adjointe cartésienne de il. En

faisant suivre i de 1a flache U [(réunionl, ou de 1a

fleche N {intersection), on détermine reéspectivement des
socus-objets de X isomorphes aux p{F) et LH(F) indiqués
précédemment. ?

Vérifions ¢eci pour la réunion, par exemple. Il s'agit do

voir que p{(F) est caractérisé par 8vy [(Wi} x x}.




Considéruns a cet effet le diagramme ¢i-dessous.

S1 I est 1'image de § : T——=R", alors ¥ x X est 1'image

‘de 3 X Xs Soit G 1'intersection de cette image avec €

% X

La projection p se factorise & travers Py : 87 X X X
et 1'image de F par p colncide avsc cells de G (image de
F par § x X) par p,.

O'autre part, le sous-objist K, caractérisé par

X

u = A (av y 5;, evy §1] est l'intersection

2
QX A
de € K X X st de { x €y L’image de Ky par p, aura
£ -
image réciproque par 1 x X le sous-ohjet p(F} si l'on peut

montrer que 1'image réciprogue de KX par.I X nx X X




est exactement G ; ceci & cause de 1'universalité des
images et du fait que 5}(5 X QX x X1 = (1 x-xlpz est

le contour d'un produit fibré. Or-le hachurd vertical
est clairement un prodult fibré et pour le hachuré hori-
zontal, i1 est également clair que I est 1'image réci-

X

proque de € le long de 1 x R

ﬂX

Soit M un objet du topos € avac une multiplication u &2t une
unite n gui en fassent un monoide. On peut définir & 1'inté-

rleur du topos ”"1le sous-monplide de M engendré .par une partie

X _de M" en prenant 1'intersection de la famille S{X, M) daes
sous-munoides de M contenant X. Celle-cl est formeée des soﬁs-
abjets M'e—s M contenant X et {n} et dans lesquels p induit
une multiplication u’. Si on prend pour %, le composé hori-

zontal

\\

et pour ¢2 le composé

M

8 x« M x M id x u 4 i a

w2 X M

¥

et si l’on guantifie ¢1====$¢2 universellement le2 long de la

2 . M
projection sur QM, on détermine un sous-obhjet g (S §2
: 1
dont les points correspondent exactement aux M'¢emsp M véri-

fiant la derniére condition indiquée
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M* I Mt
M x M 5
|
Lf_Jx Mh\ l ¢
QM A M x M ]
n(s) \ﬁm\“\\ M
P . ]
/? I
// p.]
1~
M;\\\\kgﬂ
En effet, 1'adjointe 5 de ¢ : M—={ [caractérisant M'L—-b@ﬂ

se fagtorise par §1ES] si et seulement si

¢1€$ x M x M g evigh x uIle x M x M)
ce qui 2quivaut au fait gue 1'image par ) X B da M' x M' est
contenus dans €N ot encore - pulsqgue

M

(8" x pigd x M x M) = (6 x MIu - au fait que p

induit ' M x M'e—mM,

O'autre part, si X est la fonction caractéristique d'une partie
Xé—= M donnée, on obtiendra l'objet des parties de M contenant
% en formaent le composé

o ox P2 e N X .0

et en guantifiant ¥p2==—sev universellement le long de

01 : 2" X Ma—s 0,

Opérant de mé&me pour {n} - caractérisé par 1'adjocinte de

{'}M n o3 1m—%h$f]— et imposant les 3 conditions & la fois, on

obtient facllement le sous-objet correspondant & S({X, MJ.




2

B. Univers dans un topos.

6.1. On dit qu'une classe ¥, de flzches d'un topos ® est univer-

selle si elle vBrifie les propriétés suivantes

a. U est stable pour la composition et pour le passage aux

images réciproques ;

Pour tout objet A du topos, 1la famille ZLA des flaches
ds but A contenues dans % contient les fliches 0 ~—A

gt A ——0— A
Ta

La somme et le produit dans %/A de deux fléches de Q‘A
sont dane ZGA ;

?£A est stable pour 1l'exponentistion dans /A : done
sipt X—=—s=Agtg: Y—>A en font partle, alors

E
g p (q) également ;

ZGA contient le classifiant 9 x A———Efw*-ﬂ de topos

E/n.

Sim: X'=—X gt q : X*——3 % sont dennés, on

aura pour € : X=-———w»= A les relaticns
[ {' Zgﬁﬂﬁm e Z‘A et
£q € Qcﬂﬂ———bE S 263'

(C'est 1a stabilité per "sous-truycs” et par "trucs

guotients”]),.




Pour tout A € [8 |, désignons par“ﬁ'ﬂ la aons-catégorie
pleine de #/A engendrée par 1la classe‘%A. i

Proposition.

Pour tout A € |% ], ﬁ 'A eAt un sous-Ltopos de 'ZQIA.

C'est immédiat & partir de la définition donnée., L'inclu- |
sian canonigue préserve toute la struycture de topos - o'est

un marphisme logilgue.

Un ohjet du topos ﬁ,est dit % ~petit si 1'unigue fléche :
vars 1'cbjet final 1 est dans % . Les cbjets U -petits - :
déterminent un snus--topos"g'1 du topos danngé (%‘5 h%/1]. 1

il

Proposition.

Si § 1 X—sV est une fLeche du topos ', Le foncteur

5* : €y %)X induit un foneteurn de *&’V ua!us‘% '!(. Si
est dans 06, alorns Les {oncteursd Lget en indud-

sent tgalement de ', uem'%'y.

Ceci est une cunséquence alisée de la prapriété a., du lien

_F
précédente,

entre I, et 1l'exponentiation dans'%/? et de la proposition

B.2. Une Tamille ¥ de fladches d’un topos, stable par passage
aux images réciprogues, est dite représentable s'il

gxiste une fléche f : G——=F de la famille telle que

pour tout x : B—=»A dans ¥, 11 existe une unique

. o
fliche ¢x ! Ae—— F donnant ¢fo] = X.

L
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1
X
1@
i3
[1n]
i
L]
0]
-

L.La famille des monos dans un topos est représentée par la

flédche v : 1+—=0 {vrail.

si® - 8ns, 1a femille des fléches x : B——mA telles
que pour tout a € A l'image réciprogue x_1[{a}) ait un
cardinal fini est représentée par la fliche K de N x N
vers N gui au couple (p, q) associe (p + q) + 1 ; 1la
fibre de cette fléche au-dessus de l'entier n est en

bijection avec l'ensemble {0, 1, «.u, n-1l}.

On dit gu'une fléche V- J d'un topos 85t un univers

si elle représente une classe universells 0.
Example.

l.a fldche O0——1 est un univers dans tout topos. Si
‘% = zms, la fléche K indiqueée ci-dessuss s8st un univers,
L'axiome degs univers peut s’'énoncer dans le cadre des
topos : "pour tout objet X du topos %, il existe un uni-

vers contenant la flécheg X——-1".

7+ L'objet des entiers.

EExmamEpasso=nEmEoDZER

7:1.8. On dit qu‘un-topna‘% vérifie 1'axiome ds 1'infini s'il

gxiste un objet N dans$, muni de Ffléches 0 : Te—wwse N
et 8 ¢+ N—=»N telles que pour tout objet X do‘g mun i
de fleches X : 1—=X eth ! Xe——=X¥, 11 existe une

fléche unique r : N-—= X rendsnt commutatif le diagram-

me
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1 0 o [ 5 5o [N
x r r
t
B T -

b. Si l'on désigne par'ge la catégorie dont les objets sont

les couples formés d'un objet defg et d'un endomarphilsme

de cet abjet, et dant les fleches sont celles de‘% qui
~commutent avec ces endomorphismes, l'axioﬁe précédent

revient & dire que 1e foncteur Homgp {1, U (~]] est re-
présentable par Hang[N, -] 1’'&lément universel corres-
pondant étant 1— 9w N (U désigne le foncteur d’oubli

des endomorphismes), E£En fait, le foncteur VW a un adjoint &l
4 gauche F donné par

s x 1
F(A) = N x A A o x A pour A € [% .

En effet, si (X, t) € Vﬁel- on a les hijectiens naturel-

les

m

Hcm% (A, X) H?m‘% €1, xA]

m

Homg J[CN, 1), P, M)

The

11

Hom.&a[[f\l x Ay, s ox 1), (X, t1].
L
L’objet N est appele 1'objet des entiers, lgs fléches

s et O sont les fléches successeur et zérg.

7.2, AxLomes de Plano.

a., Proposition,

Nz 74y,
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Désignons par jN et j1 ies injections canoniques de
‘N et 1 dans leur somme. Par la propriété universslle
de N, 11 existe une fleéche unigue 4 rendant commuta-

tive la partie supérieure du diagramme ci-dessous

=
¥
2k

la partie inférieure commute trivialement de sorte qus

' 0 - oy
1'on a (E)¢ 1N' Pour voir que ¢(5) = 11jl N’ i1 suffit

d'observer que

o (D)3g = 0y = 3, ot que o(%)s, - oo = 5y (3)e = 1y

- Corollaire,

La {Leche successeun esd un monomorphisme.,
En effet, le composé ¢s = jN en est un.

b. Proposilion.

S& un soud-objet N' de N” contient 0" ot est
"stable pour 5", alors N' = N,

iall
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En effet, si 0' désigne la factorisation de 0 & travers
l'inclusion 4 ¢ N’= %N et s’ la factorisation de

si, il leur correspond par la propriété universellé de

N une Tleéche unigus r : N—N' telle gue la partie
supérisure du diagramme suivant commute. En composant
avec 1, on trouve ir = 1N s d'ol N' z N.
N ° o N
0
r r
'\r , ,‘r
1 - N 2 NNE
g, | ]
0 | i 4 i
r r
N S > N

7.3, Soit Kk un entier naturel. On définit un systéme de k fléches

5; : NKM——uhNk. notées aussi 8y (pour k fixé&), par les condi—'

tions prj 5, = 1N si i # j et pr; s, = s ; ces fléches

vérifient la propriéte 83 S = 8, Sy (1 £ i, 3 & k}. On

considére aussi la (Pléche ﬁk = (0, 8, ..., 0) : 1d-—+-Nk.
Tadoréme.,

Pour Zout objet X, mund d'une §L2che xo : 1 ——X et d'un
sdystime de h {Leches §; ¢ XX Zelles que

ﬁ£ﬁ=ﬁjf§i(7$i,.{-€-k),

§

AL existe une §Liche unique oy ¢ Nk-H*.X {notée aussi

¢k(Xo iofgs cees bpl) nendant commutatif e diagramme
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s
V4
L Pk by
::\\& fi ¥ pour tout 1 & 1 £ K.
X 3 X ¥
La proposition &tant vérifiés trivialement pour k = 0 et
k = 1 [c'est 1'axiome de 1'infini), on va montrer par ré-

currence gu'slle s’'étend 5 toute valeur entigdre de k, en

faisant usage du lemme suivant.

Lemme, al

Bans toute catégorie cartésienne fermée, la commutativité

du diagramme (1) éguivaut 5 celle du diagramme (2]).

F' x f

X - Y'! Y

b
1¢
B

-#Y~\\\E i :nf

Y 1

X
¢ [

A
2) X f
A
¢ l B
L xk-/BF’
A" B

. A

Il est clair que gx $ est l'adjointe cartésienne de g’.

(11 X'

& s

(

D'autre part, g(Y' x f] a pour adjointe @?, et falire pré-

céder la premi@re de f' x X revient a faire suivre la ss-

¥
conde de B‘F .
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Supposons denc le thécreme vral pour k st montrons comment

l1'étendre 8 k + 1 en construissnt 1la fléchs

¢k £ ,[ = ¢|{ * 1[){9 H 'Fq L] -Fk .Fk. ¥ 1]l

Ce sera l'adjointe de l'unique fleche rendant commutatif
le diagramme

Le lemme appliqué au carrs8 de droite donne de suite

Bk o+ 1 " ks 1 Pk e g

Yk o+ 1

La commutativité du triamgle de gauche entraine celle du

carré de droite ci-dessous, ce qui joint a

L ouk
NS x 1 N x O on® xon
[DKJ/
' 1
l'hypothé&se de récurrence donne ¢K + 1 Uk e 1 T Xaos

Reste & vérifier que ¢k r 1 si = fi ¢k + q Pour 1 & 1 € K,

ou, d'aprés le lemme, que la diagramme




commute pour 1 <

toriel de l'exponentiation,

rectangles inférieurs ci—dessoks,ﬁet de 1'univsersalité de

i

\(. kn

Compte tenu du caractére (bi)fonc-

~
= f ¢h pour 1

E.A
N, on aura fini si X + b N
k 1
1 R - s
A
k o+ 1
My
¢k .
Tk €NK + 4
X o
fNK
i
B
M
Yk f
X AL

qui assure la commutativité des

ot
-t




1 0 » N 5 =
A A
¢k + 1 ¢K + 1
A
Yk F L3
XN k + 1 ’:—XN
5 S
X Xt
k
Y okoofh
VNK
XN K o+ 1 . X |
E
Mais - par le lemme - cette condition équivaut & la cam-

mutativité pour 1 € i § k des diagrammses

8. x 1
Nk =4 Nk x 1 : :—Nk ® .1 o= Nk
¢ )ék
T,
X = X
ce gqui est vhai par l'hypothése de récurrence. : k:

Corollaires,

1. 51 un sous-objet M de Nk est stable pour les sz et tel

que Ok se factorise 8 travers M, alors M = Nk.

La démonstration est la méme gue pour k = 1,

2, 3i un objet X' est muni de fl&ches ?{ !X e X

{1 & 1¢ kl et x§ ¢ T X’ 2t 8i g ! X—n X'




v
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est telle que gFi = Fig nour chague i et gxa = x4,

alers g o ¢, (%o 3 Fu eas F,.) = ¢, (% ; ! ... F'3. '
k 1 k. K 1 k

7.4, Addition dans N.

a. Appliquant 1g théopreéme précédent au cas al 'k = 2,
X = N, xq = 0 et F1 = f2 = 5, on obtient une flache
notée + de N2 dans N. L’adjointe % de cette flache
est 1'upique fl2che de N dans NN rendant commutatis

le diagramme

0

b

‘ﬂ: N N
~ % t
ldN
N
yN N

al

5
r————— [t
Nous ellons montrer que N, muni de l'opération d'addition

+, & une structure de monoide abélien.

b, La théorie des monoldes abéliens (au sens des théories
algébrigques de:Lawvere] a8 pour objets 1lss entiers npatu~
rels et pour fleéches les matrices & coefficients entigers.
Plus precisément, une fleche de p vers gq est une matrice  n-
de genre (g, p ). décrivant un homomorphisme du monoide |
abélisn libre & g générateurs vers celui & p générafeurs
la composition des fléches est donnde par la multiplica-

tion matricielle.

Considérons alors le foncteur N, défini sur cette théorie,

a valeurs dans le topos donné, spécifié par les clouses

suivantes :
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Mipl = NP pour tout entier p ;

si v est une flechs ds p vears g, on prend #§lv) égal &
I'upique fleéche de NP vers NY rendant commutatif 1le

diagramme suivant

5

1 - »= NP 1 o NP (1 € 1 € p)
> Biv) Wlv)
b
..F
'R 1 _.th
Dl:] 'Fi = ['F;-I‘; "Ry "Fg] avec 'Fi = (5 0 S5 o s a SJ ) pr‘j
hYJ —
v, fois
J

).

(en convenant que O fols s vaut 1N

Soit alprs p une fliche de q vers r, M(pl) la fliche de

NY vers N corrsspondante et

_ 1 r ko

gj = (Fj, Ve ¥J] avec gj = fs 0 8 o sss o s]‘o T,
3
“k fois

La fleche f{u), précédée de fi - c'est-~a-dire du composeé.

[sq a # s B Sq] [- T I [31 © o aa o 513 - est égﬂle au

LN “r f - N .I

vl fois v fois
at 1
compose

] ¢ von a (31 o etxu o g1l précédé de M(nl,

g s F

fails

bl il

i i
“q fols v1

al
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Or ce dernier coimnposé, vUu comme
1 r
hi = (hi; E R R g hi)

a pour k-iéme composante la fliche

‘[s 6 S 5 *r1s o sl o PT,

i 1 .
+ .. * u1 . uk] fois ;

c'est donc la fléche correspondant & 54 dans la définition

de M(p.v)s Le corocllaire 7.3, 2 donne alors 1'égalité

Miud) o Mlv) = f{u.v).

On acheve facilsment de prouver le caractére fanctoriel
de J et le fait gue ce foncteur commute aux produits

finis,

lLa fléche % n'est rien d'autre gque H((1, 1}¥3}. Et (1, 1)
est 1'epération & 2 arguments de la théorie des monoIdsas
ab&liens correspondant a 1'homomorphisme du monoide libre
A 1 génerateur vers celul & 2 générateurs qui factorise
le couple (id, id} {od id désigne 1l'identité sur ce der-

nier monoidel.

Relation d'ordre dans N.

a. Lemme,

La §L8che (pag, +} + N x M—— N x ¥ o4 un
monamorphisme.

L

:al;
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D*'apriés la praoposition 2.2., 11 suffit, pour le voir,
de mantrer gue ¥ : N———+»NN se fantorise & travers

1'objet MonolN, MNIl.

Comme s est un mono, la flache eV 1aduit un monomor-

phisme de MonolN, N} vers MonoiN, NJ, soit Mocne(d, =)
A

(cf. 2.3.2.) ;3 d'autre part idN se factoriss égale-

ment & travers Monocf{N, NJ.

Il existe une fléche unique f ¢ Ne—= Monol(MN, N) telle

gue le rectangle supérieur ci-dessous commuts.

S

[ = N

1 e Mono (N, 1 > Mono (N, N)

¥ M Y,

Les composés verticaux sont &gaux & %,

Remarqua. 51 N est 1l'ensemble des sntiers habituels,.

le lemme revient & dire gus

[la, a + x) = (b, b + y)lem=pla = b et x = vyl.

I: impligue en particulier gque {a + x = a + yl=—=b{x

2

[ %]

al
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b. Proposdiiion.

Le sous-cbfet [p&l, +) nepriésente upe nelation
d’ondne surn N,

fecl résulte essentiellement du fait gue N, muni de
l'addition + est un monoide abelien - la fl&che nsutre

gtant 0. DOg fagon détaillée :

la réflexivité - c'est-a~dire le fait gue 1la diagonale
de A se factorise a travers Eprq, +) - rasulte de 1'é-

gallté id = + LidN, DN]. mise en évidence par le dia-

!

gramme suivant

N = N
fidy. DN} [ldN. DN]
Y Y
s X N
1 =N x N =N ox N (O = News Tpgai]
(o ,0) N
+ +
0 g
Y
N 2 > N
l1'antisymétirie -~ c'est~-a-dire 1s fait que le diagram-

me ci-dessous soit un produit fibré - résults du carac-

tére neutre de 0 =t du lemme précédent ;

(1d . 0,

N N w Nox N
(DN. idN] [pfq. +]
(+, pr1J
N x N o X N

al
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la transitivité résulte wessentiellement de 1'associa-
tivité de 1'addition, laquelle assure ls commutativi-
té du diagramme suivant ~ ol le carré extériesur est

un produit fibré

[+(p,, p,Y, p.l
N ox M x M ! Z 3 O L G
Pas *lpys pyd1
+
. WX N ——— N
[D1 1P2] l D»]
P4
. N
’,il”/’
M ox N o [Y

7.8, Problémes dans des topos vérifiant l'taxiome de 1'infini,

a. Etudier la catégorie des monolIdes ahéliens internes
a4 un tel topos., Construire explicitement le monolide

abélien libre sur un objet donna,

b. Etudier la fléche K = s o + : N x N—== N dans un tel

topos. Représente-t-elle un univers, comme c'est 1e

cas pour 1le topos des ensemblses 7

a2l
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