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Pierre Ageron

L’ART DE I’ESQUISSE (2) :
ESQUISSE D’EXTENSION GALOISIENNE

RESUME. La série « PArt de l'esquisse » a pour but d’enrichir le traditionnel
corpus d’exemples d’esquisses construites « & la main » et d’illustrer ainsi certains résultats
théoriques obtenus ces derniéres années. Dans cette deuxiéme livraison, nous décrivons deux
esquisses dont la catégorie des modeles équivaut & un groupe fixé, puis une esquisse dont
la catégorie des modeles équivaut & celle des extensions algébriques galoisiennes d’un corps
commutatif fixé.

1. COMMENT ESQUISSER UN GROUPE.

Donnons-nous un groupe G, d’élément neutre noté 1. Nous considérerons G' comme
une catégorie & un seul objet. Nous nous proposons d’expliciter deux esquisses dont la
catégorie des modeles équivaut & G. Pour ceci, la remarque essentielle, facile a établir, est
la suivante :

PROPOSITION.— Soit G un groupe. Vu comme catégorie & un seul objet, G est
équivalent & la catégorie des G-ensembles principaux homogeénes.

Rappelons ici qu'on appelle G-ensemble principal homogéne tout ensemble X muni
d’une action de G vérifiant les trois conditions indépendantes suivantes :

— (0) X est non vide;

— (1) le stabilisateur d’un élément quelconque de X se réduit a {1} ;

— (2) l'orbite d’un élément quelconque de X est X tout entier.

Chacune des conditions (0), (1), (2) peut se traduire en termes de limites projectives
et/ou inductives dans la catégorie Ens des ensembles. En fait, il est plus élégant et plus utile
de regrouper deux parmi les trois conditions (0), (1), (2) et de traduire directement leur
conjonction. Nous proposons deux méthodes :
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Premiére méthode. Les conditions (0) et (2) sont simultanément vérifides (on dit alors
que X est un G-ensemble homogéne) si et seulement si le céne inductif

est une limite inductive dans la catégorie Ens.
La condition (1) est vérifiée si et seulement si, pour tout g € G'\ {1}, le céne projectif

£,
0 — X a X

est un noyau dans Ens (o1 on note par abus g 'application qui envoie z € X sur Gy

PROPOSITION.— La catégorie des modéles de I'esquisse suivante est équivalente au
groupe G :
— son support est la catégorie a trois objets

g
O X i (9€G) ;

— on distingue le cone projectif (resp. inductif) de sommet 1 (resp. 0) et de base vide ;
— on distingue le céne inductif

dOX — 1 (e @) ;

— pour tout élément g de G\ {1}, on distingue Ie céne projectif

g
0— X id X.
S

(1) Ce genre de condition est typique d’une classe d’esquisses décrites dans [Ageron92] sous le nom mal-
heureux d’ ( esquisses galoisiennes » : ces esquisses sont la contrepartie syntaxique des catégories localement
polyprésentables introduites par Frangois Lamarche dans sa thése (1988). Les groupes sont des catégories locale-

ment polyprésentables. Autre exemple : la catégorie des corps algébriquement clos.
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Deuxiéme méthode. Les conditions (1) et (2) sont simultanément vérifiées (on dit
alors que X est un G-ensemble formellement principal homogéne(?)) si et seulement si le
coéne inductif discret

<g1>: X —X? (g €G)
est une somme dans la catégorie Ens (ot on note < g,1 > l'application qui envoie = € X
sur le couple (gz,)).
La condition (0) est vérifiée si et seulement si le cone inductif

2_&
XpZX'—)l
-

est un conoyau dans la catégorie Ens (ot1 on note p1,p2 les deux projections de X2 sur X).

PROPOSITION.— La catégorie des modéles de I’esquisse suivante est équivalente au
groupe G :
— son support est la catégorie a quatre objets engendrée par les données
e |
0= X2 m X~ —1 (p<gl>=g, p<gl>=idx, g€G) ;

p2
—

— on distingue le céne projectif (resp. inductif) de sommet 1 (resp. 0) et de base vide;
P

— on distingue le coéne projectif X? 7_2X ;
— on distingue les cones inductifs
P1
<gl>: X—X? (g€ G) et Xz_p—)_z)X—el.

(2) Ce terme est utilisé dans [Grothendieck71] (et appliqué & des G-objets plus généraux que des ensembles).
L’utilisation de I’adverbe formellement est historiquement intéressante, car elle évoque immédiatement le point de
vue des esquisses, avec ses limites projectives ou inductives formelles. Cependant, on est en droit de se demander
en quoi les ensembles « formellement principaux homogénes ) de Grothendieck sont plus formels que les ensembles
« principaux homogénes » : nous montrons justement ici comment esquisser chacune de ces deux structures!
Une seule explication semble possible : Grothendieck est prét 4 définir formellement (& esquisser) des structures
par limites projectives et/ou par sommes, mais il se défie des limites inductives non discrétes. Or ces dernieres
étant inévitables pour esquisser la structure de G-ensemble principal homogene. C’est précisément ce point de vue
(quelque peu superstitieux) qui a été longtemps opposé (par d’autres que Grothendieck) aux partisans des esquisses
mixtes de I’école d’Ehresmann (c’est-a-dire & limites projectives et/ou inductives formelles quelconques). L’intérét

considérable de la notion d’esquisse mixte s’est trouvé définitivement établi par le théoréme de [Lair81].
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2. ESQUISSE D’EXTENSION GALOISIENNE.

Fixons un corps commutatif k. Choisissons-en une cléture séparable k et notons G
le groupe de Galois absolu Gal(k/k). Munissons G de la topologie de Krull : on déclare
systeme fondamental de voisinages ouverts de id; l'ensemble des sous-groupes de la forme
Gal(k/K), ot K est une extension séparable de degré fini de k. Le théoreme fondamental
de la théorie de Galois infinie (voir [Bourbaki81]) affirme alors que les applications

K — Gal(k/K) et Heo{zeK/VgeH g(z)=x)

établissent un anti-isomorphisme entre I’ensemble ordonné des extensions de k contenues
dans k et l’ensemble ordonné des sous-groupes fermés de G. Dans cette dualité, les
extensions galoisiennes (c’est-a-dire séparables et normales) correspondent exactement aux
sous-groupes distingués fermés ; plus particuliérement, les extensions galoisiennes de degré
fini correspondent exactement aux sous-groupes distingués ouverts.

Notons maintenant que toute extension galoisienne de k contenue dans & est extension
composée filtrante de ses sous-extensions galoisiennes de degré fini. Il en résulte : I'ensemble
ordonné des extensions galoisiennes de k contenues dans k est isomorphe & I’ensemble
ordonné des idéaux du demi-treillis inférieur (%) des sous-groupes distingués ouverts de G,
ou encore a 'ensemble ordonné (pour l’ordre point par point) des homomorphismes dans
{0,1} du demi-treillis inférieur des sous-groupes distingués ouverts de G.

Il est en fait bénéfique d’étre un un peu plus précis : toute extension galoisienne de &
contenue dans k est soit égale & k, soit extension composée filtrante de ses sous-extensions
galoisiennes de degré fini distinctes de k. Il en résulte alors :

_PROPOSITION.— L’ensemble ordonné des extensions galoisiennes de k contenues
dans k est isomorphe & celui des homomorphismes dans {0,1} du quart-de-treillis inférieur
des sous-groupes distingués ouverts stricts de G.

Pour déduire une esquisse de cette proposition, il reste & remarquer (cf. [Ageron99])
que I’ensemble ordonné {0, 1} est équivalent & la sous-catégorie pleine de Ens dont les objets
sont les sous-singletons (cf. [Ageron99]), c’est-a-dire les ensembles X tels que

x4 x B x

soit un cone produit dans la catégorie Ens. On va donc considérer I’esquisse suivante :

(3) Pour nous, un demi-treillis inférieur a par définition un plus grand élément. Si tel n’est pas nécessairement

le cas, nous parlons de quart-de-treillis inférieur.



— son support est ensemble, ordonné par inclusion, des sous-groupes distingués ouverts
stricts de G;
— pour tout objet H, on distingue le cone projectif

H —~ H — H,;
— pour tout couple (H', H") d’objets distincts on distingue le cone projectif

HI — H/ nHII — H”.

Cette esquisse est (purement) projective. De plus, tous ses cones projectifs sont d’indexation
finie, non vide et discréte. Elle est ainsi trés comparable & l'esquisse, construite dans
[Ageron00], dont la catégorie des modeéles est équivalente 3 la droite réelle achevée. Notons
aussi qu'il est naturel, mais a posteriori seulement, de grouper tous ses cones projectifs en
une seule famille, indexée par les couples (H', H") d’objets distincts ou non :

Hl P Hl ﬂH“ — HII

Mais cette esquisse n’est pas ce que nous voulons : entre deux de ses modeles,
il n'y a jamais plus d'un morphisme, alors que nous souhaiterions synthétiser tous les
homomorphismes de corps. En d’autres termes, nous n’avons pas esquissé la catégorie des
extensions galoisiennes de k, mais 1'ensemble ordonné sous-jacent & cette catégorie.

Nous allons donc reprendre le raisonnement en utilisant le fait, constaté par
Grothendieck, que I’anti-isomorphisme entre I’ensemble ordonné des extensions galoisiennes
de k contenues dans k et celui des sous-groupes distingués fermés de G se reléve en une dualité
de catégories (voir [Grothendieck71] ou [Diers92]). Précisément, la catégorie des extensions
galoisiennes de k est dualement équivalente & la catégorie des G-ensembles homogeénes dont
les stabilisateurs sont des sous-groupes distingués fermés de G. Un calcul facile montre que
cette derniére est équivalente & la catégorie H suivante :

— ses objets sont les sous-groupes distingués fermés H de G,

__ ges fleches de source H' et de but H sont les triplets (H',w, H) tels que :

H' cH etpgeG/H,

— la composée de deux fleches consécutives (4) est donnée par :

(H',w,H) o (H",o',H') = (H",w'®, H) ol & est 'image dans G/H' de we G/H .

Comme plus haut, on remarque ensuite que toute extension galoisienne de k est
limite inductive filtrante canonique d’extensions galoisiennes de degré fini, et méme, plus

(4) Noter 'ordre des facteurs !



précisément, que toute extension galoisienne de k est soit isomorphe & k, soit limite inductive
filtrante canonique d’extensions galoisiennes de degré fini non isomorphes & k. Notons alors
H la sous-catégorie pleine de H dont les objets sont les sous-groupes distingués ouverts stricts
H de G ; on peut énoncer :

PROPOSITION.— La catégorie des extensions galoisiennes de k équivaut & celle des
foncteurs M : H — Ens, ot H est la catégorie des sous-groupes distingués ouverts stricts de
G, vérifiant les deux conditions suivantes :

a. pour chaque objet H de H, le G/ H-ensemble M (H) est formellement homogeéne principal ;
b. si H', H" € Ob(H) sont distincts, si M(H') # § et si M(H") # 0, alors M(H'NH") # 0.

Cette proposition va nous conduire & ’esquisse cherchée. On a vu dans la premiére
partie que la condition a. se traduit dans le langage des limites ensemblistes. La condition
b. semble a priori moins évidente & esquisser, car H' N H” n’est pas le produit de H' et H”
dans H. En fait, on peut subodorer qu’ici encore, les cones projectifs se rassembleront en une
seule famille, indexée par les couples (H', H") d’objets de H, distincts ou non. Effectivement,
par analogie avec a., on remarque qu’il suffit pour traduire b. de spécifier dans I’esquisse le
fait, facile & vérifier, que le céne inductif discret

<g¢,1>: G/(H'NH")— G/H x G/H" (9€ G/H")
est une somme dans la catégorie Ens (ol on note < 9,1 > Tlapplication qui envoie
z (H'N H") sur le couple (gzH', zH")).

Nous pouvons donc conclure (en rappelant que H désigne la catégorie des sous-groupes
distingués ouverts stricts de G décrite plus haut) :

PROPOSITION.— La catégorie des modéles de ] ‘esquisse suivante est équivalente &
la catégorie des extensions galoisiennes de k :

— son support est la catégorie qui a pour objets les éléments de Ob(H) U Ob(H)? et a pour
fléches, outre celles de H, de nouvelles fléches

H L (H/,H") _Z_’l) " o HNH" <g,1> (H’,H”)
pour tout (H', H") € Ob(H)? et tout g € G/H’, tellesquep’ < g,1 >=getp’ <g,1>=1;
— pour tout (H', H") € Ob(H)?, on distingue le céne projectif
H/ (_p:_ (H/, H/l) p_“) H// ;
— pour tout (H', H") € Ob(H)?, on distingue le céne inductif
<g¢1>:H'NH"- (HH") (geG/H).



3. REMARQUES.

Il était abstraitement prévisible, en utilisant un résultat de [Makkai-Paré89], que la
catégorie des extensions galoisiennes de k serait esquissable : en effet, il s’agit d’une catégorie
essentiellement petite dont tous les idempotents sont scindés. Mais ceci ne donne aucune
information sur la forme possible d’une esquisse.

Observons maintenant la forme de I'esquisse que nous avons obtenue :
(1) tous ses cones projectifs distingués sont d’indexation finie, non vide et discréte ;
(2) tous ses cones inductifs distingués sont d’indexation discrete.

Quelles sont les propriétés de la catégorie des extensions galoisiennes de k qui sont reflétées
par (1) et (2) ? En combinant [Diers80], [Ageron99], [Addmek-Rosicky++], on montre :

PROPOSITION.— Les catégories de modéles des esquisses vérifiant (1) et (2) sont
exactement (& équivalence prés) les catégories localement petites A telles que :
(a) A est une « variété généralisée »
(c’est-a-dire posséde les limites inductives tamisantes (°) et contient un ensemble d’objets
fortement finiment présentables dense par limites inductives tamisantes ) ;
(b) A posséde un objet initial strict ;
(c) A posséde les limites projectives d’indexation connexe.

Si nous avions noté d’emblée que la catégorie des extensions galoisiennes de k satisfait
(a), (b), (¢), la démonstration de la proposition ci-dessus nous aurait fourni automatiquement
’esquisse que nous avons obtenue directement.

On pourrait aussi faire remarquer que tous les cones inductifs distingués de notre
esquisse sont d’indexation non vide. Cette précision est illusoire, car on voit facilement que :

PROPOSITION.— A équivalence prés, on ne change pas la catégorie des modéles
(ensemblistes) d’une esquisse en remplagant chaque céne inductif d’indexation vide

-—)X

par le céne inductif d’indexation non vide et discréte

x4 x A ox

(5) Les limites inductives tamisantes dans Ens sont celles qui commutent aux produits finis. Comme dans le cas
ds limites inductives filtrantes, cette condition ne dépend que de la catégorie indexant cette limite : tel est le sens
de [Lair96], mal compris dans [Adamek-Rosicky++]. On peut alors étendre la notion a une catégorie quelconque.
Un objet fortement finiment présentable est un objet dont le foncteur représentable associé préserve les limites

inductives tamisantes : cette notion et celle de variété généralisée apparaissent dans [Adémek-Rosick)"++].
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Enfin signalons qu’il découle de la caractérisation ci-dessus que :
q

PROPOSITION.— Toutes les catégories multialgébriques prégaloisiennes (au sens de
[Diers91]) sont esquissables par une esquisse vérifiant (1) et (2).
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