


FACULTE DES SCIENCES D'ALGER

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Sémineires 1965 = 1966

INTRODUCTION AU LANGAGE FONCTORIEL

Rédigé d'aprés un cours de Monsieur A.Grothendicak.



Chapitre

Chapitre

Chapitre

Chapitre

Table des Matiéres

0 : Cadre logique : axiomes des univers

I : Généralités sur les catdgories.
1 .Type de diagramme

2.Catégorie

3 Exemples de catégories

4. Produit et somme de catégories
5.Equivalence de catégories

6.Limite projective.Limite inductive

7 .Catégorie filtrante

IT : Catégories abéliennes

1.Catégorie additive

2 .Catégorie abélienne

3 JBxactitude dans une catégorie abélienne
L4 Diagrammes dans une catégorie abélienne

5.0bjet injectif.Objet projectif

IITI : PFoncteurs représcntables.
1.Définition et propriétés
2 .Applications

3 .3tructures algébriques dans les catégories

ITT

o A E

i



Ce fascicule contient une rédaction succinete d'une série d'exposds que
Monsieur A.Grothendieck a bien voulu venir faire & JAlger au cours du nois de
Novembre 1965, I1 a pour but de familiariscr un débutant avec les éléments du
langage fonctoriel,lengage qui sera utilisé par la suite dans les divers
séminaires; {lgébre Homologique dans les catégories abéliennes,Fondenent de
la X-Théorie.....

Les propositions non démontrées sont de deux types : des sorites doni la
démonstration tiendra lieu d'exercices,des propositions moins éviden :es
(signalées par une astérique) dont on trouvera les démonstrations dans les

ouvrages de références.
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i
‘ Cadre logique

Lorsque l'on définit une catégorie,il y & des inconvénients & supposer que -es objebs
fornment une classe,au sens de la théorie des ensenbles de Gﬁdgi—Bernays L0 effet sl
l'on sait définir les applications d'une classe dans une autre,css applicat’ons ne
forment cependant pas elles-~nénes une classe . .Bn particulier on ne saurait p-:ler de
Lo catégorie des foncteurs d'une catégorie lans une autre.iussi se placera-'-on dans
le cadre de la théorie des ensembles de Bourbaki pour définir les univers.

Univers :

On appclle univers un enseriole U vérifiant les axiones suivants :

(U1) Si Y appartient & X ¢t si X appartient & U,alors Y appartient & U .

(U2) Si X et Y sont des éléuents de U alors {X,Y] cst un élément de U.

(Uj) 31 X est un ensemble appartenant a U,l'enseuble:?i(x) des parties de X est un
élénent de U.
(U4> Si (Xi)iEI est une famille d'ensenble appartenant & U ,et si I est un tnent de

U,alors \J X, aprartiont & U.
iel
On déduit de ces axiones les propositions sulvantes :
(1) 8i X est un éléuent de U, {Xlest un élénent de U .

®
(2) X et Y sont des éléments de U si et seulenent si le couple( >(X,Y) est "1 élément

- SRS —— ¢

(*) On rappelle que le couple (X.Y) est 1'ensemble {X,{X,¥}}




dsdi,
[
ensenble vide cst un &lédnent de U (puisque c'est un élénent de pour tou
3] 1o ble vide est un Slénent de U (pui test un ¢lénent deT (X) tout
enscmble X de 1'univers U ),
i Y est contenu dans X et sl X appartient & alors ¥ eppartiant & U.
4) 81 Y est t 1 X et si X tient &2 U al Y apportient & U
8] % (Xi)iEI est une fanille d'enserbles de U et si I appartient & U ,alors

I X, appartient a U.
€ L™

i

(6) 8i X est un ensenble appartenant & U, Card(X) < Card (U).

(7) L'univers U n'est pas un éléuent de U ,En effet si U appartient a u,alors;j(u)
apoartient & U .Soit E anpartenant é.?i () (done E eppartient & U) défini ainsi :
= iXefl | BT
On aurait alors : E appartient & E si et seulement si E n'appertient pas 2 E !

(8) L'intersection d'unec famille quelcongue d'univers est un univers.Bn particulier

si E est un ensemble et s'il existe un univers contenant E,alors il existe un

plus petit univers contenant E qu'on appelle 1'univers engendré par E.

81 E,est un ensemble quelconque,on se propose de chercher s'il existe un plus petit

univers U contenant EO.Il apparait naturel de plonger Eo dans un cnsenble E, par le
I

procédé suivant

Soit G 1'ensenble ainsi défini : X € G_ = (3Y)(Y ¢ E et X e Y) et

Soit &, : X € G, < (3Y)(32) (Y€ P ,5 €F, et X ={V,2]) et

F =F
g = Fy W'y
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Soit G, : X € G, &= (3Y)NY € F, et X = ?1(1())
et B, = F, U G,
. i &
Soit Gy : X € Gem (aEifaEy) M & e F,, VieLXeP, obX :igtxi )

iel

ot F4 B F3 U GB.

On pose alors E, = F4 U {EO§

En itérant cette opération on forme une suite transfinic dlenserble :

BB a.icen EH C 8 Cavasna
¢ o o

il +1

Pour qu'il existe un plus petit univers contenant EO,il faut et i1 suffit que cette
suite devienne stationnaire & partir d'un certain rang {clest-a-dire qu'il existe «

tel que E = Ea) E_ sera précisément 1'univers U recherché.

a +i o
En particulier si 1'on prend EO = ¢f, on montre que U = @” s LU En Lorsqu'on part
neN

d'un ensenble EO infini,on ne peut prouver llexistence d'un univers U contenant Eo

Il convient done d'ajouter aux axiones de la théorie des ensernbles 1'axione suivant

(31) Lxione des univers :
Pour tout ensemble ¥,il existe un univers U,tel que X soit élément de U.

De plus comme on ne souhaite pas sortir d'un univers U par l'usage du symbole T de

Hilbert on introduit 1'axiome supplémentaire :

(az) S5i R est une reletion,x une lettre figurant dans R,et s'il existe un élément X

d'un univers U tel que (Xlx) R soit vrai alors Ll'objet TXR(X) est un élénent de U .



Chapitre 1

teoem— = =

{vGénéralités gsur les catcégories

Fl1 et Ob sont des enserblss respectivenent appelés ensemble des fléches {ou des
morphismes.-);ensemble des objets (ou des somnets)

s et b sont des applications de F1 dans 0b respectivement appelées source,but

Fl
. Un type de diagrammes sera souvent noté : s‘llb
Cb

. Exernples : On peut représenter certains types de diagramme :

« (1 seul objet) ; « . . (pas de flédches)

(1-2) Morphirne d‘u: type de diagramees dans un autre :

SiD = (F1_..0b

D D’SD’-D) gt D! = (FlD,,ObD,,sD,,bD,) sont deux types de diagramne,un

norphisme F de D dans D' eat wun couple d'applications F = (FO,F1) 3

B gt ObD - Ob., , I, I -+ FL , tel que les diagranmes suivants comautent :

0 D! 1 D ik
Fl FJ] L jal F1 S FL
ID f ! D 7] D'
SDJ IUD, bD l J/ bD'
s Fo v Fo
ObD > ObD’ ObD ) ObD'



Si D" est un troisiéme type de diagranmes ct F! :.(Fé,F;) un morphisne de D' dans D",
on définit le composé des morphismes F et F',clest le morphisme F'= (F;,Fg) de D

}de D sur D

dans D" ou Fj = Fé o FO,F" = Flo F, .Le morphisne noté 1
‘ D

1 1= 4 D~ (’FlD’10b

est l¢ morphisme identique de D .

(1-3) Sous~t oc de diagramme d'un type de disgramncs

un type de dimgrammes.On dit que D' = (0b ,,Fl

Swit b = (ObD,FlD,sD,bD) N D,,SD,,bD)

¢st un sous~Sype de diagrammes de D si Ob est inclus dans OhD,FlD, est inclus dans

DT

Bl &t si &, (respuctivement b est la restriction a Fl

D D de sD(respectlvcment bD)

'Dv) Dl

(1=4) 8i D = (ObD,Fl D’bD) est un type de diagrammes le type de diagramme noté

p*S

) (Ohb’ﬁjﬁ’bD’SD) est appelé type de diagrames opposé de D.

Un morphisne contravariant de types de disgrammes de D dans D' ¢st un norphisne de

type de diagramme de p° dans D!

2 = Catégoric :

(2-1) Définition : Une catégorie C est la domnde :

(1) d'un type de diagramnme (F1,°0, 5,0 ) appeld type de diagramme sous-jacent & C,

noté (Flc,obc,sc,bc)

(ii) d'une application du produit fibré(Flc,bC) X (Flo,so) dans Flc,appalée loi de
Ob
E

composition des fléches,notée u : (f,g) » g0 £ = g £ et vérifiant les pronriétés :
c




(a) (g £)h = g(f h) pour tous les ¢léuments f,g,h de FlG tols que cette
écriture ait un sens.
(2a) pour tout objet X il cxiste une flécho 1X telle quu sc(1x) =9 (1X) = X

appelée fléecho identique de X vérifiant 1Xf a i ¥ 1X = f pour toute

fléche f telle que cette deriture alt un sens.

On remarquc cue pour tout objet X,la fléche 1X ¢st unique.
Notations .Chaque fois que l'on éerit g £ , il cst entendu que la composition a un
sens,clest-a~dire que b(f) = s(g).
.Si X et Y sont deux objets d'un type de diagramme D (regp.d'unc catégorie
C,,1'ensemble des fléches de source X,de but Y est noté HomD(X,Y) ou

F1 (X,Y) (resp. Hom.(X,¥)...)

of

Urg fléche de source X et de but Y est aussi notde £ : X » Y

(2-2) Foncteu:

Soient C et C' deux catégories dont D et D' sont respsctivement les types de
diagrammes scis—jacents.Un foncteur de C dens C! est un morphisme F = (Fo’Fﬁ) du
type de diagrmme D dans le type de diagramme D',conpatible avec la composition des

fléches,c'est-a-~dire tel que Fq(f g) = Fq(f)'F1(€)-

Pour tout X,F,(1X) est alors la fléche identiquec de FO(X).Si C" est une troisidnme



T

catégorie d¢ type de diagramme D",F' un foncteur de C' dans C",le foncteur composé

des fencteurs F et F',F" = F'.F est lo composé des morphisnes de type de diagramne
sous=jacent (1-2).0n virifie que F" est compatible avec la composition des fléches.

Pour toute catégorisc C,de type do diagramnmc D,on d¢finit un fonecteur idcentigue

(2=3) Soit C une catégoric de type d¢ diagramme sous=-jacent D.La catigorie opposie de

C,notée Co,est la eatégorie de type de diagramue Do,et dont 1la loi de composition des
fléches p _ est définie par u (f,8) = p.(gf).
c© O C

On remarque que e iy

= Q
Un foncteur contravariant de C dans C' est un foncteur de C° dans C',.Pour un feoncteur

contravariant F la compatibilité avec la composition des fléchoes s'éerit
7, (f ) =7 (g).F,(£).
5i F est un foncteur de C dans C' on lui assceclc canoniguement un foncteur F° ge ¢°

dans 6'° .

e g ,_> CO
F! lFO
v 0
o, VS
On remarque que (F G)O = FO.GO 5 18 =¥ 5 ™. 1M
C

(2-4) Monomorphisme = Epimorphisne

(2-4~1) On dit qu'une fléche £ : X » Y d'uns catégorie C est un monomorphisme si
pour tout objet T de C 1l'application naturelle qui & u : T » X ,fait correspondre

f. de Hom(T,X) dens Hom(T,Y) est injective.Une fléche f : X » Y d'une catégorie C est
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2

un $pdrorphisiie si £ est un ioncuorphisiie en trnt que fléche de o or,ee ¢ .1 est équi-

v-1.nt,si pour tout objet T de C l'application naturelle de Hon(Y,T) dans Hom(X,T) est
injective.

Y » B . . £ .
Unc fléche est un bimorphisme si c'est un nonomorphisne et un epimorphisme.

(2-4~2) Une fléche f de C est inversible & gauchc(ou rétractable) s'il existe une

fléche g : b(f) » s(f) tulle quec g £ = 1s(f),- g ¢st une rétraction de f.

Une fléche f de C est inversible & droite (ou gpctionnable) s'il existe un. fléche

g : b(f) » s(f) telle que £ g = 1b(f} 3 & est unc section de f.

Une fléche rétractable et sectionnable est appeléc un isomorphisme,il exis ¢ alors

un g : b(f) ~ s{f) unique tel que f g ) et mf = 18( »8 est 1l'inverie de

- 1b(f‘ f)

(2-4-3) Une fliche rétractable est un monouorphisie.
Une fleéche sectionnsble est un épimorphisme.,
Donc un isomorphismé est un bimorphisne,

Les réciproques sont fausses.

(2-5) Sous-cbjet ,objet quotient

Soit X un objet quelconque d'une catégorie C,on difinit sur 1'ensemble des

t

monomorphismes de but X une relation de préordre : i £ i' gi et seulenent i i' se

factorise par i clest-a~dire si et seulenent si il existe un morphisme u tcl que le

diagramme suivant soit commutatif



i
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c'egt~a=dire tel que i' = i u.

On remarque que u est un nmononorphisme,et est détecrminé de fagon unique.On considére
la relation 1'équivalence associéec a cettes rclation de préordre .Dans chaque classe
d'équivalence on choisit(per exciple grace au symbole T ) un monomorphisme gque 1'on

apoelle sous objet de X, Par abus do langa;

<

e on appellera aussi sous-objet de X le

source d'un tel mPnomorphismc.On notera (E,i) un scus objet de X, ou simplencnt B, La
relation de préordre ci-dessus induit done unc rclation d'ordre sur 1l'enscmble des
sous objets de X, 8i B,B' sont deux sous objets de X, la borne inférieure (resp.la
borne supérieure) lorsqu'elle existe,est notée B A B' (resp. BVB!').Par excnple,dans

la catégorie des ensembles,notée Bns , B A B' =B N B*, BVB' =B U B’,

Dualement on d¢finit les objets guotients d'un objet X,et une relation d'orire sur

leur enscmble,

(2-6) Sous catégorie d'une catégorie.

Soit C une categorie de type de diagramme sous-Jjacent D,on dit que C',de type de

diagramne D' est une sous catégorie si D! est un sous-type de diagramme de D et si

de plus Bt (loi de composition des fléches dans Cf)est la restriction de B 2u produit

fibré (Flclybcg) X (FlC!’sC|> hd

Ob,,



On remarque que pour tout couple X,Y d'objets de C' on a : FlC,(X,Y) (s FlC(X,Y').Si

de plus on & 1'égalité on it que C' est une sous—catégorie pleine de C,

3 Exenples de catégories

(3-1) Soit une catégorie dont 1'ensemble des objets se rdduit & un seul élément,

alors 1l'ensemble des fléches se trouve naturellement nuni d'une structure de nonoide
unitaire .Soit M une telle catégorie ,C une catégorie guelconque,un foncteur F = (Fo’F1)
de M dans C est essentiellement un homomorphisme de noncide dc FlM dans Hom(X,X),o

X est 1l'image par FO de 1l'unique objet de M.On eppclle groupoide une catégorie dans
laquclle toute fléche est inversible ; si de plus l'ensenble des objets se réduit a

un seul élsment ,1l'ensemble des fléches est muni alors d'une structure de groupe.

(3-2) Soit I un ensemble préordonné,on appellc catégorie associde & I,la cotégorie

notée Cat(I),dont 1l'ensemble des objets est I,et dont 1'ensemble des fléches est le
graphe de le relation de préordre ; si (i,3j) est une fléche s(i,j) =j, b(i,3) =i,
la composition des fléches se définit dvidemment par (i,3)(j,k) = (i,k),(i,i) est la
fliche identité de i.Les propridtés (a) et (2 a) se vérifient immédiatement.,
Inversenment,pour toute catégorie C on peut définir sue Ob C une relation de prdéordre,
a4 savoir : X £ ¥ & HOUC(X,Y) # ¥.Une catégoric C est isonorphe & une catdgoric
Cat(I) si et seulement si toute fléche de F1 C est un nonomorphisme.Il suffit de

prendre I = Ob C nuni de la relation de préordre précédente .



(3-3) Catépories de types de diagragme,catéporics de cabégories.

Dans cette section,on choisit une fols pour ftoute un univers U ,et t
utilisés sont des éléments de U.

Soit 1l'engemble des '"types de diagramme dans U",noté Diagﬂ,(resp.l
"catégories dans Ujinots G&tu) clest-a~dire des types de diagramme D

catégories C) tels que les ensembles ObD,FlD (rOSp'.ObC,FlC) soient

s les ensenbles

‘ensernle des

resp.des

les élénents de

)
.

@

A W
de diagramn

U, En considérant (1=2) (resp.2-2)) on définit la catégorie des type.

dans U notéc Diag, (resp.la_catigorie des catdmories dans U notse

Explicitons

objets est Catu,l'ensemble dea fléches est l'enserble des triplets

C,

un foneteur de la catégorie C dans la catégorie C' , s{F,C,C') =
Lz loi de composition des Tléches est la composition des foncteurs d

-

On vérifie les propriétés (a) et (aa).

(3~4) Catégorie des nornhismes de type de diagreamnme d'un type de die

=
(=

par exenple Cat, ,le type de disgrarme est le suivant : 1°

ﬂ).

ensemnsle des
F,C,C') ot F est
(F,C,01) = CY,

finie en (2-2),

romnc Jdans une

catégorie,categorie des foncteurs d'une catigoric dons une autre.

Soient D = (ObD,FlD,sD,bD) un type de diagramme et C' une catégoric

diagramme sous-jacent {0b "FlC”SC"bC')'Un norphisme de type de di

G

C' est aussi appelé diagramme de type D dans C',

On considéere 1l'ensenble des morphismes de type de diagremne de D dar

Diag(D,C').Soient F = (F ,F

1 1) e ¥ s (Go’Gi) deux norphismes de type

de tyve de

igramnc de D dans

v Gt noté

e disgramne de



D dans C'.Une fléchc de source F de but G est une application u de Ob, dans Flc,(u(x)

D

sera souvent noté ux) tclle que pour toute flécne  : X - Y de D,le diagramme

suivant soit commutatif

F,(£)
S il o {Y)
[ !

U(X).L ba(Y)

él(y)

&}

¢ (X) 2N
g, (£)

Si u et v sont deux fléches, w :+t P2 G, v : G» H , 1la fléche composée

vu:P»Hest définie v uw(X) = v(X) 6 u({X) pcur tout X de ObD s
Lz _fleche identique de F notde 1F est définie par 1F(X) = 1FO(X) pour tout X

de Ob, . On vérifie les propriétés (a) et (2 2). On a alors défini la catégorie

des morphismes de type de diagramme de D dans C!' , encore appelée catégorie des

diagrammes de type D dens C' et notde Diag (D, C').
Si C et C' sont deux catégories de types de diagrammes sous jacents D et D!, om

&éfinit égelement la_cetégorie des foncteurs de C dans C' notée Hom (C,C!).

Clest par définition une sous catégorie pleine de Diag (D,C')

(3-5) Exemples de catégories de liegramme dec typé donné dans une catégorie

(3=5-1) 8i D est tel que ObD se réduit & un setl élément et si 1l'ensemble des

fléches est vide, alors Dng(D,C') est canoniquement isomorphe & la catégorie C'.
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(3-5-2) 81 D e¢st du type suivent »> ., alors la catégoric
Diag(D,C') est appelée catigorie do. fléches de C' , notée FL(C!) .
Les objets s'identifient aux lénen:s de F1 CF et un morphisme de la

fléche £ : X > Y , dens la fluche £ : X' » ¥Y' ¢st défini par un couple

de fléche (u , v) tel que le iegrarme suivent soit commutatif :

£
==l e O aY
u r v
\f
g A ——}-Y'
| . =
(3-5~3) 81 D est 2u type suivent : ] $
____>¢
les objeds de Diag(D,C') scnt essentiellerent les "carrés" (non néces—
X——37
sairement comnutatifs) de C!' : ¢ » €t un morphisme d'un tel
Z——>T

carré dans un autre est défini par va quadruple de fléohes (u, v, r, )

tel que tous les cdtés latéraix du 'oube" suivent, ol interviennent ces

fléches, soient conmutatifs

X _ N W
thi&:: Yéfﬁ/l
B
| 8 _4—— T
| S |
J’ff:;_m_ | W o
By =

(3=-6) Diagramme avec rclations de commutetion




Iq4

(3=6~1) Soit D un type de diagramme, on appe .le chenin une suite finie

£, 51

i fn de fléches de D formellemec.:t composable, clest-ad-dire telle que

2,0.-,
S(fi+1) = B® (fij pour 1 = 1,...., n = 1 , On considére le type de diagramme dont

les objets sont ceux de D, dont les fléches .ont les cheming ¢ = (fi)1¢ i . n 2vec
= £

#(o) = s(fq) o b lg) = b (fn) . Sur ce ty e de diagramme on définit la composi-

tion des chenins, cllé consiste & nettre "bout & bout" deux chemins s'ils sont for-

A

nellement composables. On obtient ainsi une catégorie notée D , appelée catée=

gorie libre engendrée par le type de diagrame D,

Soit C unc catégorie, pour tout morphisme de type de diagramme ¢ : D= C , il

A

existe un foncteur et un seul @ : D » C tel gque pour tout chemin ¢ :(fi)$<i<r1

8, (a)= wlfi)een a2 2]

(3=6=2) On appelle donnée de commutation sw D , la donnée d'un ensemble R de

couples de fliches de D , (o,n?) tels que s( ) =s(c?) et b (c) = b (c'),

Soit C unc catdigorie, on dit qu'un diagramme ¢ de type D dans C vérifie les rela-

tions de commutation R si pour tout couple ( ,0') de R, $1 (o) = @1 (0')_ On
note EEQER (D,C) 1la sous catégorie pluine di Dieg (D,C) formée par les disgrammes

de type D vérifiant R,

e AT
(3=6~3) Dans FL D on définit la relation d'lgquivalence -ff{suivante

Lﬁ%, (e,e") si et seulement si s(c = s(e? et 1ble) = b(e') , la dlasse de ©



sera notée o .
Soit D 1a catégorie telle que 0b(D) = 0b(D) = Ob(D) et FL(D) = Fl(r)/’(ﬁ%' avec

s(2)

s(e) et b(g) = B(3) , La catégorie Hon (D, C) est appclée catégorie

des dicgrammes de type D commutatifs dans C et notde Diag com (D,C).

Exemple

Soit D le type de diagrarme roprisenté par

f4§ if
%
L_mmm"m.“”fj_m_”m_mmw?.‘

~

kors GpD= 03D, D ={f, , &, , oo 8 (£, fi), (f3 : fa) . chenin vide} ,

dans D on identifie (f2 5 f1) @it (f3 o f4> on peut donc reprisenter ) par

4?:ﬁ:wwwwwwﬁ_>a§)

L ~ Proluit de catdgories somue de catégories

(4=1) Produit de catégories

Soit (aniel une famille de catégories ,I un ensemble.

(4=1=1) La_catégorie produit des catégorics Ci,notée C =0 C, est air 1 définie :
iel
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. C =0 O, ,AC-URC s=ls ,bz0h
bpr " iel 1 jeT iel

O (fi>ieI et @ = (gi>i€I sont deux fléches,la fléche ocompescée g T

la fiéche identique sur Il X, est la fléche

est lo fléche (g.f.).
1 i€l

1 ¢ e 2

I Xi
R

On définit une femille de fonctears notée (p r )ieI’ R 1 v T Ci - Ci

2l il B
iel

est tel que pr.((X.)) = X., pr.({f.} ) =
T T R Bl =

(4~1-2) Proposition : Pour toute catégorie T,l.'application de Hom(T,1 Ci) dans

iel
I Hom(T,C.) qui & u fait correspondre (pr.o 1), . est bijective.
i€l al i i€l
(4=2) Multi o-neteurs
(4=2-1) On considére une famille (C ) de cutégories,deux sous—ensembles J et K de I

i7ieTl

tels que I = J UK , JNK = ¢ .80it C la catigorie produit de 0 Ci et de II Cg .Un
ied ik
nultifoncteur de I C, dans une catégorie G',c variant par rapport aux indices 1 de J
ieT

et contravariant par rapport aux indices i de X est un foncteur de C dans C'.

(y=2-2) Exemples : 8i C,C',C" sont trois caté ories on considére le produit de

catégories Hori(C,C') I Hom(C',C") 1'applicatin de Hon(C,C') I Hom(C',C") dans
Hom(C,C") qui & (F,G) fait correspondre G.F permet de définir un bif'oncteyr,deux fois

covariant de Hom(C,C') I Hom(C',C") dans Hon(C,C").Scient F et F' deux foncteurs de C



dans C',G et G' deux foncteurs de C!' dans C", u : F> F!' et v : G+ L',au couPle
(u,v) de fléche on fait correspondre la flécae notde v * u : G F = &'#' définie

pour tout o¢bjet X de C par le diagramme comnmutatif sulvant

G, (uf%)) :
GOFO(x) e Gvao(x)
vE (X)) T vl @)
f s |
\L’ G_l X 8 -h.\\"\_ \I/
G!F (X) italx) :§>-G5Fé(x)

On vérifiera que v*u est bien un morphisme fonctoriel,c'cst-a-dire ¢ . povl toute

fléche f : X » Y de C le diagramme suivant ¢st comnutatif :

v*u(X) .
R . (RN L N
GOFO(X) ,-JOFO(i)
| |
i | i
G, P, (£) | e 1(e)
v veu(Y) WV
tpt
GOFO(Y) ........ 58T (v)
et que l'=pplication qui & (u,v) frit corros.ondro v*u r:ssect la o ipos.iion des

fléches.
Si l'on fixe F appartenant & Hon(C,C') (resr Hon(C',C")) on obbient un fonctsur de

Hon(C',C") dans Hom(C,C") (resp .Hom(C,C') dans Hon(C,C")) noté 7 (r-=p.F*)

(h=2-3) 81 G' et C" sont deux catégories,déf.nissons un bifoncieur » Ade !

¢l Hom(C',C") dens C".
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A 1'objst (X,G) on fait correspondre cpo(X,G-) = GO(X)
A la fléche (f,v) ,ob f : X > Y, v : 6 > G' on fait correspondre ¢1(f,v) définie par
le diagramme commutatif suivant

GO(K) qmuam_mﬂgigfjmm__ﬁwm___> Gb(Y)

v(X) .“n“*?igf’v) v(Y)
Gl(x)kwdmm"m“mm_mmwmmmmgltig,G'(y)
Si i er: une catdgorie ponctuelle (Ob 4 = {¢f, Fl, = 1£Q“),pour toute catégorie C,
ﬁgg(ﬂ,67 est canoniquement isomorphe & C, et le bifoncteur ci-dessus peut

s'inte: »réter comme un foncteur de EQE(L,C') 1 Hom(C',C") dans Hom(4,C") ; ce n'est

autre cue celui défini en (4-2-2).

(4-3) comme de catéggries

une famille d'ensembles, 5 = Il Xi sa somme .Pour tout x élénment

Rappel : Soit (xi)
i€l

iel

de S or sait qu'il existe un unique indice noté i(x) et un élément Ki(x) dans

Xi(x) wele gque ¥ = (xi(x)’i(x))'

(4-3-1; Soit (Ci) une famille de catégories,I un ensemble .La cgtigorie somme de

iel

la famille (Gi)iel notée S :JlCi est définie par le type de diagrammc suivant

-t

ob 8§ =liove, Mm_=MLmmoC ,85=4L s ,b=4 3%, ,etle composition des
= i S f | 3 1 : i
TEL 1€l iel ie T

flécher suivante ;



Lac

deux flaches f = (f,,.,i(f)) et g = (g., \si(g)) sont composables si et seulement si
i(f) i(g)
»Ff) = s(g) si et seulement si i(f) = i(g) = 1 et bi(fi) = si(gi),on 2 alors

gf ={s.f,,1),1identité pour un objet X cst la fléche 1, = (1 T
i X Xi(x)

On définit wne fanille de foncteurs notée (inji)iEI, inji g Ci > S5,tel gue

ing,(X,) = (%,,1), inj (£,) = (£,,1)

(4=3-2) Proposition : Pour toute catégorie T,l'application de Hom(JJ. Ci’T) dans
iel

T Hom (Ci,T),qui 4 u fait correspondre (u o inji)iel,est bijective.
iel

(4=3=3) Boit 0 Ci(resp. A1 Ci) la catégorie produit (resp.somme) dé'une famille
iel iel

-~ de catégories,alors pour toute catégorie T,la bijection naturelle de

Hom(T, 1T ©C.) dans I Hom(T,C,) (res.de Hom( 1L C.,T) dans N Hom(C,,T)) est un
iel * iel . ier * i€l .
isomorpisme de EQS(T’ 0 C,) dans 0 EQE(T,C_) (resp. de Egg(_Ll Ci’T) dans
ieg. = iel + &
I Hom{C.,T)).
iel i

5.

v valence de catégories :

i_g:'l

(5-1) pifinitions :

Soit F :(FO,F1) un fonecteur d'une catégoric C dans une catégorie C'.

(5-1-1) Le foncteur F est dit fidéle(resp .pleinement fiddle) si pour tout couple

d'ob jet: (X,Y),F1 ),restriction de F, & Hom(X,Y),est injectif(resp.bijectif)

Hom(X,Y



g

8i F1 est injectif (resp.bijectif) alors F est figéle (resp.pleinement fidéle),Les

réciproques sont fausses,

(5-1-2) Le foncteur F est dit essentiellement surjectif si pour tout objet X! de C',il

existe un objet X de C tel que FO(X) soit isomorphe & X',

(5~1-3) Un foncteur ¥ est appelé une dquivalence de catégories s'il est pleinement

fidéle et essentiellement surjectif.

(5—1-4) Ces propriétés se conser r4 par la composition des foncteurs

(5=1-5) On dit que la catégorie C est dguivalente & la catdgorie C',s'il existe un
foncteur F : C » C' qui soit une équivalence de catigorie ; on définit ainsi une
relation d'équivalence sur Cat u.En effet la relation est Svidemment riflexive,elle

est trensitive(5-1-i),elle est symdtri-ue du fait de la proposition suivante :

(5-1-6) Propcsition :
Le foncteur F de C dans C' est une ¢équivalence de catégories si et seviement si il
existe un foncteur G de C' dans C,tel que G.F soit isomorphe a 1C et I G soit

isomorphe & 10,.

Un tel foncteur G est appelé un guasi inverse de F.
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Alors que 1'inverse d'un morphisme lorsqu'il existe ¢st unique,un foncteur peut avoir

plusieurs guasi-inverscs qui sont isomorphes entre eux.

Démonstration : Supposons que F soit uue dqu.valence de catégories.Puisque F est

esgentiellement surjectif,pour tout ob et X' de C' ,1'ensemble des objets de C tels

que 1l'image par Fo soit isomorphe & X' est non vide , On en choisit un(grace au
symbole =! ) : X ¢t 1'on note u sun iscmorph: sme de E&X) sur ¥ .
On pose zlors GO(X') = X.

Pour toute fléche f' ; X' = Y',on a le diagremme suivant :

X !
FO(X) > X

u
FO(Y}“.V*“ Yy !

I1 existe une unique fldche de FO(X) dans FO('_’) rendant le diagramme commutatif

(u;1 i u ) JPuisque F est pleincuent fidéle, sette fléche est 1l'image nar Fj d'une
unique fleche £ : X » Y.
On pose Gw(f') = f.

Par construction de G = (Go’G1) on a le~ deux diagrammes commutatif's suivants :

¢ = * GOFO(X) Xt R > G (X')
f\L \L G1F1(f) £ J/ F.G.(FY)
= oy v
Y > e F (Y) & P BN (T
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ce qui montre que G F est isomorphe & 1C set F G isomorphe & 10,.
Réciproquement supposons que F posséde un guasi inverse G ; alors F est cvidemment

essentiellement surjectif ,d'autre part F est une bijection de Hom(X,Y) sur

1|L3m(X,Y)

Hom(FO(X),FO(Y)) pour tout couple d'objets (¥,7).Bn effet F1|Hom(X,Y) est une
surjection sur Hom(Fo(X),FO(Y).C'est cussi vae injection ,soient deux fléches ,f et g
de X dans Y telles que F1(f) = F1(g),alors GﬁFq(f) = G1F1(g),comme il ¥ a une seule

fléche de X dans Y rendant le diagramme ci~dzssous commutatif,on a £ = g.

EX.___ —— cho(X)
|
flj,g o \j 6 F (£) = GoFo(g)
i -~ > G_~ JFO(Y)

(5-2)
(5=2~1) Proposition :
Si F est un foncteur d'une catdégorie C dans wme catégorie C',les propositions
suivantes sont équivalentes

(a) F est pleinement fiddle

(b) Il existe une sous-catégorie -leine C; de C! telle que F se factorise par

C; au mnoyen dfun foncteur qui est we équivalence de catégories,

5i F est pleinement fidéle,il suffit d¢ prenire pour C; 1'inage par F de C,ou 1l'image

essentielle de F par C (c'est~a-dire 1 ensem!le des objets de C' isomorphes & F(X)

X variant dans Obc).
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Réciprogquement si F se factorise par (! sour catégorie pleine de C',;le foncteur

i

Inj : C; > G egt pleinement fidéle,et la co position avec une Equivalence de

catégorie dcane un foncteur pleinemen’. fidéle.

(5-2-2) Proposition :
Soit F un foneteur de C dans C',T une oatég«'ie,F* le foncteur de Hom(C',T) dans
Hou(C,T) (4~i-1) on a les propriétés :uivantcs

(1) Si F est fidtle alors I , est ‘iddle

—~
=
.

~—
2]
i
[=5]

¥ est pleinement ficéle alurs P, est pleinement fidéle,

N
ot
=)
(N

—
2
!
hxf

F est une équivalencz de c:tégories alors F, ¢st une dquivalence
de catégories,

8i 1'on considére F* le foncteur de Hca(T,C, lans EQEKT,C'),seule la propridté

(1i1) est vraie.

(5-2-3) Propcsition

Scit F un foncteur de C dans C' pleine ient f déle ; alors une fléche f de C est

inversible si ¢t seulement si F1(f) es; inve sible,

(5-2-4) Proposition :

Soit dans Cat. une famille de foncteu.s (Fi I élément de U ’Fi : Gy = ct ,et

ult

YigEE

soit 11 Fi T 0 &y = C'i,on a les mropri tés suivantes
iel i€l
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(i) Si pour tout i é&lément de I,Fi est fidele alors II Fi est fidéle.
iel

i}

(ii) 81 pour tout i ¢lément de I,F, est pleinement fidsle alors M F, est
i i€l
pleinement fidéle,

(1ii) 8Si pour tout i &lément de I’Fi est une équivalence de catégorie alors

0 F, est une équivalence de catégorie.
iel

On ¢noncera la proposition dusle

(5-3) Bxemple :

Soient X un espace topologique,connexe par arc,localement simplement connexe par arc,x
un élément de X.On note Rev(X),la catégorie des revétements de X éléments d'un univers

U donné,ll = H1(X,x),Ens(H) la catégorie des enserbles de U sur lesquwaels II opére.
Proposition : Les catégories Rev(X) et Ens(ll) sont Sguivalentes.

A . . - ‘ ~ - :
Au revétement E,X,p on fait correspondre la f'ibre F = p (x),H opére sur F ; si B',X,

p' est un revétement et £ : & -» E' un morphisme de revétement,

s2 £ on fait correspondre flp-ﬂ(x) : P+ F' qui est compatible
avec I1,0n a ainsi défi-" un foncteur a : Rev(X) -» Ens(ll).
Construisons un foncteur aquasi inverse.Scit F un ensemble sur lequel [ opére.le revéte~
ment universel X de X est un fibré principal de groupe [M,on consideére le fibré associé

b *HF de fibre F,c'est un re étement de X,on définit ainsi wun foncteur B :Enr{ll pRev(X)

On vérifiera que B a ~ 1Rev(x) et a B ~» 1Ens(ﬂ)
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6 - Limite projective,limite inductive.

(6=1) Soit I un type de diagramme,C une catégorie et ¢ un morphisme de tyne de
diagramme de I dans C (c'est-A-dire un diagramme de type I dans C)

(6=1=1) Une famille (ui) de morphismes de C,de socurce X, u, X~ @O(i) est dite

1e0bT

admissible pour ¢ ,si pour toute fleéche f : i » J,le diagramme suivant est

commutatif - ;
¢, (1)

u, //_" |
o J(".

X<qiﬂ @,(f)

$ ¥
\\\SL o (3)

Une telle famille ¢st notée (X’(ui)iEObI)

(6-1-2) On appelle limite projective du diagramme ¢, une famille admissible pour

. 4 (X,(ui)iE ObI),qui est "universelle" dans le sens suivant : pour toute famille

admissible pour ¢ :(Y,(v 511 existe un unique morphisme u : ¥ -~ X tel quse

i)iEObI )

pour tout élément i de ObI,le diagramme suivant soit commutatif

9,(1)

2 K L
8 ik
F— —>X

Deux limites projectives du diagramme ¢ sont canoniquement isomorphes,Si 1'ensemble
des limites projectives d'un diagramme ¢ n'est pas vide,on en choisit une que 1l'on

note 1im ¢ (ou si aucune confusion n'est possible lim @)

Bl ldmig = (X’(ui)iEObI ),par abus dv langage on dira que X est la limite projective
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de ¢ ,11 est alors sous entendu qu'on s'est donné aveec X la famille (u')'EObI
i‘i

qu'on n'explicite pas sans doute parce qu'elle cst dvidente,

(6-1-3) 8i F est un foncteur de la catigorie C de type de diagramme sous jacent D,
dans la catdégorie C',1la limite projec ive du foncteur F egt la limite projective
du norphisme de type de diagrammes sov.s jacent & F (c'est-a-dire du morphisme

F:D-cCt)

(6~1-4) Exemples

31 € est la catégoric Ens U des ensem les d'un univers U ,I un type de diagramme,

9 :I->Ens , lim ¢ est un sous en::mble du produit I ) (i) défini ainsi :
_"Z.L »
ieCpI
(Xi)iEObIE Ljn 9 = (¥ £XF € FLI, T i+ 4 XJ. = (p,'(f)xi)

En particulier :

a) 8i I est un type de diagram: : discret (c'est=a-dire tel que FlI = ¢/)on
récupére pour lim ¢ le progwit I qh(i)
1e0bl
b) 81 I est la catégorie assoct Je & un ensemoble préordonné,un diagramme o

est essenticllement un "sys me projectif d'ensembles" (Bourbaki,Thdorie

des Ensembles) et l'on retrcive la notion classique de limite projective.

(6—2) Soit C une catégorie ,I un type le diagramne et ¢ un morphisme de I dans C, A

tout objet ¥ de C on associe le morphi e @Y de I dans EEEU ainsi défini
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Si i appartient & obI, @g(i) = Hom(Y¥,%,(1))
61 @ appartient a Fl, @ : i §, @?(a) est 1'application de Hom(Y,‘Po(i)) dans
Hom(Y,@o(j)) qui & £ fait corrispondre ¢1(a).f.

o B I AL e " - ’ ; :
Propesition : La famille admissible (“’(ui)iEObI) est limite projective de @ si et

seulement si pour tout Y 1'aspplication naturelle *Y de Hom (Y,X) dans I Hom(Y,¢b(i))
ie0bT 4

induit une bijection de Hom(Y,X) sur ]im @Y

La famille admissible (X’(ui)ied?I) est linite projective de ¢ si et seulement si
*Y est une injection dont 1l'image est 1l'ensenble deg familles admissibles pour ¢ de

source Y.0r ce sous=ensamble de II = (Y, (i)) est par définition lin cpY(6-'i-b.)
iePI
i

(6-3) Excmples de limites projectives lans une catégorie guelconque.

(6-3=1) Soit I un type de diagramme discret,et ¢ un morphisme de I dans C,51 la limite m

projective de ¢ existe,lin ¢ = (P’(pi)ieObI)’on dit que la famille (pi)

I
représente P comme produit des X, = ¢ (i),Pest noté 1 X .
i . ; i
ie ObI

i ethI

Le produit vérifie donc la propriété suivante :

Pour tou’ objet Z 1l'application de Hom Z, II X.) dans 0 Hom(Z,X,) qui & £ fait
ie OpI * ie0blL +

correspondre (pif)iEOhI est une bijection.

La famille de morphisne (pif)i est appelée quelquefols famille des composantes du

morphisne £ |

Considérens par excmple X I X,il exisse un unique morphisme de X dans X II X de

composantes 1

x ’1X snoté diag.X.
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4 diagx > 30
b i/
1 P
X Pt

Dans le cas particulier o I est lo type de diagremne vide (( 7,4,7,¢/)1) la limite
projective d'un morphisme de I dans C est appelée gbjet final de la catégorie .C'est
un objet (0 de C tel que pour tout objet ¥ dc C,il existe un morphisme et un seul de

Y dans (.

(6=3-2) Si I est le type de diagramne suivent : .:l;:j.,la limite projective d'un

f
disggramme de type I dans C : X ——7 s'anpelle ,lorsqu'elle existe,noyau du
3

couple de morphismes (f,g).L'est la donde d'un objet Z et d'un morphisme u : Z » X
possédant les pronriétés suivantes
(i) & w o= s
(i1) pour tout objet Z' et tout morphisme u' : Z' » X tel que £ u' = g u',
il existe un norphisme w:ique v de Z' dans Z tel que u factorise uf.

u £
T —5X — 2%

= |
=, 8
N A
N
Z

t

Le @morphisme u(quelquefois aussi 1l'objet Z) “era noté Ker(f}g)

Remarque : u est un monomorphispe.

e

u
Un diagremme du type 2 » X E Y  est dit examct s'il fait de u le noyau du

couple (f,g)n
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Proposition : Le diagramme 2 -» X 5 Y est cuact si et sculement si pour tout objet
o

M,le diegranne Hom(M,Z) » Hom(M,X) % Hom(M,Y) de Ens  est oxact,c'est-a~dire
U

la premiere fléche est injective et son imag. est le sous ensemble de Hom(M,X) des

cOincidences de &« et B.

(6-3-3) Soit le type de diagramme I : 2

"

- X\‘fi
La limite projective d'un diagramme de type T dans C : ‘giz ;51 elle existe est
g
Y-

appelée produit £ibré de (X,f) et (¥,g) au dissus de Z ; il est noté (X,#) 0 (¥,g)
./

C'est la lonnée d'un objet P et de deux(*) morphismes , u : P+ X, v : P> ¥ vérifiant

les propridtes suivantes
(i) v BT
(1i) pour tout objet P' et tout coup ¢ de morphismes u' : P' » X,v' : P%s Y,
tels que £ u' = g v' 1l existe 142 norphisme et un seuwl w de P! dans P

tel que le diagramme suivant soif comnubatif

ul e /’/7/-‘\ \\uf
o P Y
i : 5P £
i .,\ /—i
'""~»nmr\4 T g//

Remarque : 8i f(resp.g) est un monomorphisme, 7(resp.u) est un monomorphisne.

(6=l) Soit C une catégorie,telle que pour tou: couple d'cbjets (X,Y),Hom(X,Y) soit

L

élénment d'un univers U.

(*)I1 est inutile de se domer r : P+ Z tel gee - = il B F.
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(6-4=1) Soit (Ia)a une famille de type de diagramnes,Ia appartenant & U pour tout

a,on dit que dans C les limites projectives (e type (Ia>a existent si,pour tout «,

tout ¢ : Ia » C admet une limite projective.

Cette définition donne un sens aux locutions : Dans C les limites projectiypes

existont (la fanille (Ia)aeSt forade de tous les types de diagrarmes appartenant & U ),

les linites projectives finies existent(la foaille (Ia)a est fornée de tous les types

de diagramies finis,c'est~a-dire tels que 1'ensenble ObIa soit fini),les nroduits
existent (la fanmille (Ia)a est fornde de tous les types de diagrarmes discrets...),les

a g Lyt - 5 o
noyaux existent ((Ia)ase réduit eu type de diagrarme suwivant : . | .)setc......

(6=4=2) On vérifiera les assertions suivantes :

Dans la catégorie C les linmites projectives finies existent si et sculement si les

deux conditions suivantes sont vérifides :
(a) Les produits finis existent
(b) Les produits fibrés existent.
La condition (a) est équivalente & la conditin (a!') les deux~produits existent et il
existe un objet final,
De plus le couple de conditions (a)(b) est équivelent au coupls {(a)(®') avece
(b') les noyaux existent.

Dans la catégorie G,les linites projectives existent si et seulenent si les conditions

suivantes sont vérifides :
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(aﬁ) Los produits existent

(b) Les produits fibrés existent.
Le couple de conditions (a1)(b) est équivalent zu couple (a1)(b').
Evoquons la ddénonstration de 1'dquivalence de (2)(b) et (2)(b').
Supposons (&) et (b') vérifiés et considdrons deux morphismes, £ : X > Z,
g + Y~» Z,Soient XII Y le produit de X et de Y,pX Lol Yo N, Py * T ¥ ¥ lais
norphismes canoniques,et k : K » XI1 ¥ le noyau du couple de norphisme (pr,ng);

(K, u = Dy, V = ka) iéfinissent le produit fibrd de (X,f) et (Y,g) au dessus de

Z .En effet
(i) Par définition du noyau ,f u = g 7.
(ii) Soient un objet K' et deux morphismes, u' : K' » X, v' : K' » Y tels que
f u' = g v'. Par définition du proluit il existe un morphisme unique
&' T E' = I T Wel guw u! = ,kx’,v' = ka'.Puisque - pXk' = 5 ka'
par définition du noyau il existe un unique morphisme w : K' » K tel

que k' = k w,done te€l que uw' =uw gt v' & v w,

u' _ )X
= t S
K':_—\-.._ e )X\\\\:g
“\\ﬂf“w>K;}?ﬁgny 7
SN
Y

Réciproquerent supposcas (a) et (b) vérifiés,et considérons deux morphisics

f:X»>Y, g: X~ Y,Soient le morphisne ¢ : X+ YII Y de composantes (f,g),et le
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norphisne diag : Y= YII Y ; on onsitére alc.s le produit fibré, (K,k,k'),de (X,cp) et
(Y,diag) au dessus de YII ¥ et 1 on vorifie q = k : K+ X posséde les propriétés

du noyau du couple dc¢ nerphisnes (f,g).

(6-4=3) Soient un tyre de diagrarne I,un norpri.sne de type de diagremmegp : I =+ C et

un foncteur F de la catégorie € cans wne caté orde C!.8i (¥,(u,)

1/i¢ ObI) est une

o At 5 - : . (D \/ 3 - ?". L =
giillle adnissible pour ¢ alors kho(Y_,(Fﬁ(ui )ieObI) est une fanille admissible pour

PR o 0-%"CY,

8i la linite projective de ¢ existe,lin ¢ = | :‘.,(vi ‘)i) et si la limite projective de
i
Fe existe,lin Fo = (X’,(vf)i) il existe alo.; un unique morphisme § : FO(X) » X!
1
il
tel que vpour tout éléient 1 de 0. I le diagrar 1e suivant soit comnutatif :

FQ(X>'—"*’ ‘i——"f* F %)(i)
N ./2

On dit que le foncteur~ ® comnube aux linites ; ojectives de type I,si pour toute

¢ : I » C admettant vae linite projective,et - 21l que F ¢ : I » C! admettc ume
linite projective,le 1orphisne ; gst un isorirphisne .Ce qul se traduit par ia

formule
Mlim ¢)~ 1
“~ -
.

in B &
o ;
i
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Soit (Iu>a une fanille de type de diagranie,Ia appartenant a U powr tout & ,on dit

gue le foncteur F conmute aux linites projectives de types (Ia)asi pcar tout a_ P

cormute aux linites projectives de type Ia'

Ces définitions donnent un sens aux locutions : le foncteur F gcomaute aux linites

projectives, comiute aux limites projectives finies,comnute aux produl :s,connute aux

noyaux,cte..ca.
Exenple : Si C est une catégorie définie par des espéces de structur s algébrigues,

ou topologiques,ou algébro-topologiques,on définit wn foncteur oubli e structure

noté Oub de C dans Ens,qui & un objet de C associe 1l'enserble scus-ja ent,et & un
norphisie de C associe l'application d'ensembles sous-jacente .Pour ce catégories,le
foncteur Oub comaute généralenent aux limites projectives.Par exenple consilérons la
catégorie notée Top,des espaces topologiques,un type de diagramne I e un morphisme de
type de diagramme, ¢ , de I dans C.On sait que 1im Oub,.® existe,c'es un sous-ensemble
I
de I Oub ¢b(i),lequel peut &tre nuni canoniquenent d'une structur tonologique
ie0bl
(topologie initiale).On vérifie alors que le sous=-espace topolcgigue | im Oub ¢
satisfait & la propriété universelle de la linite projective de ¢ da:s Top.On en
déduit gue dans Top,les limites projectives existent et que de par lei - construction
néme,le Toncteur Oub commute aux linites projectives.

(6-4=k) boient C et C' deux catégories et F un foncteur de C dans C'.0: foncteur F

est dit =xect & gauche,s'il commute sux limites projectives finies,oh :e qui est
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équivaient lorsque dans C les limites projectives finies existent,s'il vérifie les
deux coenditions suivantes :
() P comute aux produits finis.
(b) P comrute aux produits fibrés,
La condition (a) est équivalente &
(a‘) F comiute aux deux-produit et transforme objet final cn objet final.
Le couple de condition (2)(b) est dquivalent au cogple (a)(b') avec

(b') F comaute aux noyaux.

De plus si dans C les limites projectives exisbent,F commute aux linites projectives
si et soulenent si les deux conditions suivantes sont vérifides;

' -

\ad) I' commute aux produits

(b) F comsute aux produits fibrés (ou aux noyaux)

(6-5) Limite inductive :

Soit un type de dicgranme I, une catégorie C,et un morphisme de type de diagramme
R e

¢

(6-5—1) Une fanille de morphismes de C est dite coadmissible pour ¢ si elle est

N 0
adnissinhle pour @

(6-5-2) On appelle linite inductive de ¢ s, une limite projective de 9°,

Une linite inductive de @,(X,(ui) sest dene "universelle" au sens suivent : pour

1€0 I>
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toute fanille coadmissible pour (P’(Y’(vi)ieobl )il existe un morphisme unique

u: X~ Y tel que pour tout éldment i de .ObI le diagramne suivant soit comautatif :

<
¢ (1/
V. //’ &\u.

3 LT
A N

Y ¢ Z=SE I, 1

Deux linites inductives de ¢ é&étant canoniquenent isomorphes,si 1'ensemble des
linites inductives de ¢ ,n'est pas vide on en choisit une que 1l'on note lgm‘P .

I
& 5 3 ¥ O
On peut alors dcrire : 13@ Q ~ Lim o]

I I

(6-6) Exenples de linites inductives

(6-6=1) Soit I un type de diagramne discret,et ® : I » C,8i la limite inductive de

¢ existe,lin ¢ = (S’(Oi)iedbl on dit que la fanille (ei)i reprisente S comme
i
sonne directe des X, = (i) .On note S :_ll B &
L 1 h -
1E’O ]

Le somme directe vérifie donc la propridété sulvante

Pour tout objet Z 1l'application de Hon(_Ll X.,%2) dans I Hom(X.,7) qui k £ Pais
ieobI * i€ ObI .y

corrcspondre (fei) est une bijection,

ielpl
Dans le cas particulier ou le type de diagramne I est vide,le limite inductive est

appelée objet initial de la catigorie C.Donc £ est un objet initial si et seulement si

pour tout objet ¥ de C,Card-ﬁom(S,Y) =

initial et final est appelé un gbjet nul il est souvent noté Oo'
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(6-6-2) 8i I est le type de diagramie : em—=2.,12 limite inductive d'un diagraame de
f
type I dans C : X - >Y s'appelle,lorsqu'elle existe,le conoyau du couple de
8

morphisme (f,z).C'est la donnée d'un objet Z et A'un morphisme u : Y » 2 tel gue
(L) = = ulg
(ii) pour tout objet Z' et tout morphisme u' : Y -» Z' tel que u'f = u' g,il

existe un morphisme unique v de Z dans Z' tel que v factorise u! :

I LY/

= Y

r

l:} v

Le morphisme u,(et quelquefois par abus de langeze 1'objet %) sera noté Coker(f,g).
Remarque : u est un eplmorphisme.

S
R
(6-6-3) Soit le type de diagramme I " ,la limite inductive d'un diagramse
de type I dans C : g: si elle exisfe est appeldée somne amalganée de (X, f) et
v L

(Y,g) au=dessus de Z,elle est notée (X, f)lJ(Y,b),u est donc la donnde d'un objet S et
de deux morphismes uw : X+ S, v : Y » 8§ vérifiant les propriétés.... que le
lecteur précisera .

Remarque : 51 f(resp.g) est un épimorphisne,v(resp.u) est un épimorphisme.

Exenple

Dans la catégorie des annsaux comnutatifs avec &lément unité,on considére trois

anneaux X,Y,Z et les morphismes f : Z» X, g : 2 » Y.Grace & f on munit X d'une

structure de Z nodule,l'application de Z x X dans X ¢tant définie par (x,y)pwy;f(x)gy.
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On procéde de néme pour Y avec g,et Z avec 1l'application identique.On nontrera que

le Z nodule X ® Y nuni de la multiplication (x & y).(x'®@ y') =x x' @ y y' et les

Z
hononorphisnes dlanneaux u : X » X @ ¥ tel que u(x) = x @ ey (o1 & est 1'¢1énent
Z
unité dey)et v : Y>> X @Y tel que v(y) = eXQ y,ddfinissent la somie analgamée

Z
(X:f> —u (Y,S)-
Z

(6-6=4) Dans les catégories définies par des espéces de structures algébriques,les

limites inductives existent,mais l'exenple qui précéde montre gue leur construction

n'est pas aussi simple gquc dans le cas projectif .Cependant dans le cas pgrbiculier
de la catégorie Top,on constate que le foncteur Oub comute aux limites induetives,
Soit ¢ : I -» Top un nmorphisme de type de diagramme,on oonsidére la linite inductive

=1

de Oub. ¢ : I = Ens ,(E,(u.) ).On nunit E de la topologie la plus fine rendant

11 €0bpl

les u, continues; il suffit de prendre pour ouverts de E,les &léments U de ?1 (E) tels

1 i ' ; ai e, .
que pour tout i ¢ (U) soit un ouvert de P (1).0n vérifie que 1'espace topologique
E est bien la linite inductive cherchée.Mals cette construction n'est valable
qu'exceptiommellenent,on nontrera par exemple qu'elle est en échec dans le cas de

Top comp ,catégorie des espaces topologiques compacts.

(6=7) On ‘noncera les ddfinitions et propridtés duales de celles développées dans
le paragraphe (6-i).0n &tablire des conditions nécessaires et suffisantes d'existence

des linites inductives (resp.finies) dans une catégorie C.On définire un foncteur F
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de C dars C' comuutunt aux limites incuctives de type IT..cva.e On définira un foncteur

exzct & droite.

(6=7-1) Un foncteur exact est un foncleur exact & gauche et exact & d cite.

(6-7-2) Bien qu'il r'y ait théoriquemint rien & ajouter pour un fonct :ur contravariant

F de C dans C',il feut cependant remaiquer gnue F commute aux limites srojectives
(resp.irductives) de type I,si pour trut ¢ :” - C admettent une limit inductive
(resp.projective) et tel que F¢ adme’te une linite projeetive(resp.i ductive) on a
lin(Fe )~ F(l_%m ‘P)(resp.ﬂ._i)m(i‘@)'_\ F(l{_im‘P T

I I i I

(6-8) Propriérés gérérales des limites induc’ives et projectives.

(6~8-1) Soit C une catégorie,I un type de di~gram-es.les diagrammes d: type I dans C gui
qui admettent une linite projective fcrment 1mne scus catégorie strictrnent pleine
de Diag (I,C),notée Diag p(I,C).L'application qui & ® fait correspo dre Lim ¢ ,de

I
de plag (I,C) dans 2b C,définit un forcteur de Diag p(I,C) dans C.En effet si ¢ et

¥ sont leux objets le Diag p(I,C),u vae fléeche de ¢ dans {,par défirition de lim ¢,
iim ¥ et de u,pour tout couple (i,j) d'cbjet: de I et toute fléche £ - i » J on a le

diagramn: comautatif suivant

o~ Llin ¥
N Tl EE) W\(‘) A
y 1‘91(f> Yy ﬁ)
o (3) vy (3
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La famille (lim ¢ ,(u(i)ui) est adnis .ible pour ¥,1il existe doac une fléche

iGGDI)
unique de l@; ¢ dans lin ¥ ,que 1'on note .}m u, et telle que vilij u o= u(i)ui pour

tout 1 € 0 I.

Le foncteur ainsi défini se note lim(I,C)ou 'im : Diag p(I,C) = C

Proposition Pour tout type de diagramne I,et toute catégorie C,le foicteur lim(I,C)

commute aux limites projectives.

Dualement on définit un foncteur de Diag i(I C)dens C,noté 1im(I,C) i commute aux
-

limites inductives.

Il n'y a szucun énoncé,valable pour toute cat: zorie,sur la comautativi'é entre les

limites projectives et injectives.

(6=8-2) Proposition : Soit I un type de diag: ume ,C' une catégorie o' les limites
projectives (resp.1injectives) de type I exitc sent./lors pour tout typc de diasgramme

D,(resp2 toute catégorie C) les linmites proj: :tives (resp1 injectives  de types I

existent dans Diag(D,C') (resp2 Hom(C,C') ).

Soit ¢ un disgramme de type I dans Di&gﬁD,C') A tout objet 4 de D,1l'ar>lication
i~~~y ¢(1)(d) assoecie un morphisme B - C'(8 (1) =@ (i){a)).80it Xg = 1ljm @4

l'application 4 fu’\ﬁrxd définit un nmorphisne & de D dans C' :

3 3 &y
4

5| '8 5) = 1in o (1)(6)
\L ~L ' I

R = = >»X t
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Soit une famille admissible (Q,(v,)

i iEObI) pour le norphisme ¢ ,Pour tout objet d de

D,il existe alors un norphisme v, unique de Q(d) dons X, tel que pour tout i de ObI

d d

le diagramie sulvant soit commutatif :

Done ¢ = lim P
&

(6~6-3) Dans Cat U,pour tout type de diagramnme I ¢léument de U ,les limites projectives
(resp.inductives) de type I existent.Si I est discret on retrouve le produit

(resp.a somme) de catégories,

7 = Catdeorie filtrante :

(7-1) Définitions :

(7=1=1) Une catégorie I est pseudo=filtrante & gauche si les deux propridétds suivantes

sont vérifides :

(24
\\\ﬂz il existe un objet M et deux

e

a) pour tout diegranme de I du type
norphismes, £ : M» X, g : M~» Y,

b) Pour tout diagranne de I du type X Y 1l existe un norphisne

44 4 o

h :T-»> X %l gue t h = v h.
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Une catégorie I est psgudo filtrante & droite ol 1° est pseudo filtrante & gauche

on éerira les conditions a'),b') correspondantes.

(7-1-2) Une catégorie I est connexe si la propriété suivante est vérifide :
¢) Pour tout couple(P,§) d'objet,il existe une suite finie d'objets :
P =P,y ByuesesBpPocas =@ belle qud Bon(B P, , ) # ¢,ou

Hom(Pi+1,Pi Y # e pour 4 = 0, «i0spl = 9

(7-1=3) Une catégorie I est filtrante & gauche (resp.k droite) si les conditions

a),b),c) (resp.a'),b'),c )) sont vérifides.

Remarque :

On considére la condition suivante

a) Pour tout couple d'objets (X,Y) de I,il existe un objet M et deux norphismes
F ol X B o =T,
La condition a) est équivalente au couple de conditions (a),c))

Donc une catégorie I est filtrante & gauche (resp, & droite) si les conditions a),b)

(resp.a') b')) sont vérifides.

Une catdgorie I est filtrante si elle est filtrante & gauche et & droite,



39

(7-2) Bxemples
(7-2=1) Si dens une catégorie C,pour tout couple d'objet le produit (resp.la somme)
existe,et si pour tout couple de morphismes le noyau(resp.le conoyau) existe,alors G

est filtrante & gauche (resp. filtrante & droite).

(7=2-2) La catégorie associde & un enserble priordonné I est filtrante si ot

seulenent si I est filtrant.

(7-2=3) Dans la catdgorie les enserbles,des groupeszdes modules sur un BYICE W wn sk

Les limites jnductives f£ilurantes,clest-a~dire les linmites inductives de foncteurs

d'une catégorie filtrante lans la catégorie en question,sont des foncteurs exacts

o]

a4 gauche,done exacts,puisqu’on szit gqu'ils sont exacts & droit
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Chapitre 2

{ Catégorie abdlienne

1. Catégorie additive

On peut donner deux versions de la définition d'une catégorie additive,l'une consiste
&4 se donner sur les ensembles Hom(X,Y) une structure de groupe abélien,cette struebure
supplémentaire étant soumise & certaines conditions ; l'autre consiste & construire
canoniquenent une loi de groupe sur tout Hom(X,Y) en terme d'axiomes convenables sur

la catégorie C.

(1-1) VYersion 1

Une catégorie additive est une catégorie C ou pour tout couple d'objets (X,Y) de C
est .donnée une structure de groupe abélien sur Hom(X,Y),les axiomes suivants étant
vérifiés,

c Aq.Pour tout triplet d'cbjets (X,Y,Z) de C,1l'application (u,v)fx»gqv u de
Hom(X,Y)X Hom(Y,Z) dans Hom(X,Z) est bilindaire,

C AQ.Les somnes directes finiep existent, ou ce qui est équivalent il existe un

objet initial et pour tout couple d'objets la somme existe.

L'axiome C 4, est équivalent & 1'axiome C A,'.Les produits finis existent ou ce qui

2 2

est équivalent il existe un onjet finsl et pour tout couple d'objets le produit

existe.
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(1-1-1) Tout objet initial est finnl.En effet si € est un objet initial,Hom(e,X)
se réduit & un seul &lément noté 0 (puisque c¢'est 1'élément neutre pour le groupe
Hom(e,X) en particulier Hom(e,e) = 1, = 0 ,donc pour tout élément f de Hom(Y,e),
£ =11F =0 ; Hom(Y,e) se réduit,a 1'élément O.
I} y a donec équivalence entre les propositions suivantes

& est un objet initial

€ est un objet final

1S = @
Dans une catégorie additive il existe donc un gbjet nul ,deux objets nuls Stant

canoniquenent isomorphes,parmi les objets nuls on en choisit un que 1l'on note aussi

Ol

Remarque : Dans une catégorie C & objet nul O,pour tout couple d'objet (X,Y) on définit

un morphisme nul de X dans Y qui est le composé de X - 0 et 0 » Y.Dans le cas ou ¢ est

additive ce morphisme nul est évidemment 1'élément neutre du groupe Hom(X,Y)

(1-1-2) 8i pour tout oouple d'objets (X,¥),la sorme X M Y existe,alors le produit
exisgte ot XHUY T IN ¥Y,on pewt chodair X0 ¥ = XU T, on note cet cbjet X @ 1. 81

(ex,eY) représentent XUY comme somme de X et Y le diagramme suivant
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nontre qu'il existe un unique norphisme Py ° XUY-»> X tel que PXeX = 1X et

®
It

0 . De nméme il existe un unique norphisne Py ¢ XU Y~ Y tel que

Py &y = ﬂY et Py e = 0 . On vérifie que les applications ey Py *+ &y Py et 1X.U.Y

ont les nénes composantes done ey Py + &y Py = 1XJlY . fAlors Py et Py représentent
X 4 ¥ comme produit de X et de Y , en effet pour tout objet Z de C et tout couple

de norphismes u ¢+ 2> X, v :Z->Y , l'applicatione, u+ e, v : 2+ XY rend

X Y

le diagramme suivant commutatif, et c'est la seule.

X
T S—— 3{11 Y
T gy oy

(1=2) Version 2 :
Soit C une catigorie sabisfaisant aux axiomes suivants :
; : T1 existe un objet nul
C Aé : Pour tout couple (X,Y) d'objets de C , le produit et la somme existent.
La catégorie C admettant un objet nul, il existe un unique morphisme

CXY : XU Y- XY tel que les diagrammes suivants soient commutatifs.

£
) ol f;?x L s .
TN oy SN
' = 'd F " J
A e S TN e Y P X0y, Xny < r Xdy

\"b - T - O 67\

. 5 _1 .- f

g =T Y il i -
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¢ A% Pour tout couple d'objets (X,Y), C

Xy est un isomorphisme.

i tout couple (u, v) de norphismes de X dans Y on fait correspondwe alors
un norphisme de X dans ¥ défini par le diagramme suivant :

{u; ) e Codiag

g ey, T 1Y, Jey - SR TN e T
On obtient ainsi sur Hom (X,Y) une structure de noncide commutatif avec élément

unité. L'application naturelle de Hom(X,Y) X Hom(Y,Z) dans Hom(X,Z) est bilindaire.

C Al'l_ Pour tout couple d'cbjets (X,Y), le monofde Hom(X,Y) construit ci-dessus est

un groupe.
On montre le lemme suivant : Soit C une catégorie s 11 existe au plus une

fonction qui & tout couple d'objets (X,Y) de C associe une structure de monofde

associatif sur Hom(X,Y) tel que la composition des morphismes soit bilinéaireg*)

On en déduit que les définitions (1-1) et (1~2) d'une catégorie additive sont équi=-

valen’ss .

61-3) Novau et conoyau d'un morphisme

Dens une catégorie avec objet nul on considére un morphisme

I = ¥

(%) Ce lemme est un cas particulier d'une proposition que 1l'on trouvera dans :

Eckmann- Hilton. Group-like structures in genmeral categorios-iath.inn. (62-63)
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(1=3=1) Le noyau (resp. conoyau) de £ est, lomsqu'il existe, le noyau (resp.

conoyau) du couple de morphismes (£,0).

Le noyau de f est donc un morphisme u : K+ X tel que : (i) fu=0
(1 1) Pour tout morphisme
u' : k' > X, tel que £ u' = 0 , il existe un morphisme unique v : K' - K tel que

le diasgramne suivant soit commutatif :

2
<

f m— SX
A

- "‘u_,-'

._\

kv

. Le morphisne u (et quelquefois aussi 1'objet K) est noté Kerf. On rappelle gue

le noyau de f est un mopomorphisne.

Dualement on éorira la définition du conoyau de f , noté cokerf , qui est un épi-

morphisme .

Sous la seule hypothése de l'existence d'un objet nul dans une catdgorie C , tout

monornorphisme (resp. épimorphisme) a un noyau (resp. un conoyau) nul.

(1-3-2) Dens une catégorie rdditive , la réciproque est vraie , et 1'on a la :

Proposition : Un morphisme est un monomorphisne (resp. wn (pinorphisme) si et

seulement si son noyau (resp. conoyau) est nul.
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(1=4) Foncteur additif :

(1=l4=1) Soient C et C! deux catigories additives, F un foncteur de C dans C', les
conditions suivantes sont dquivalentes
(a) Pour tout couple d'cbjets (X Y) de C , 1'application

Fol

Hom(X ¥) ° Hom(¥,v) » Hon(F(X), F(Y)) est un morphisme de groupe abélien .
(b) Le foncteur F commute aux sonmes finies.

(c) Le foncteur F conmute aux produits finis,

On appelle foncteur additif un foncteur vérifiant 1'une de ces conditions.

(b2 Exemples :

Soit C une catdlgorie additive ; pour tout objet X de C , le foncteur
Homgxz.) de C dans le catigorie des groupes abéliens ib , défini par Y ~— Hom(X,Y)
et le foncteur contrariant Hon(.,X) , sont additifs.

Soit ﬂggi la catégorie des modules & gauche sur un anneau & , pour tout
nodule & droite X sur A le foncteur X(®, . de.Mod; dans Ab défini par
Y N X 8, Yet f ~r— 1X ® f est additif.

Plus généralement un foncteur exact & droite ou & gauche, d'une catlgorie additive

dans une zutre est additif.

1=5 Image, coimage d'un morphisme.

Dans une catégorie avec objet nul, soit f un morphisme admettant un noyau
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et un conoyau. Si le oconoyau de Kerf (resp. le noyau de Cokerf') existe, on l'appelle

coimage de f, on le note Coim f(resp. image de f , Imf).

8i Imf, Coimf existent, soit f 1l'unique morphisme de X dans K' tel que

Tuf' f = £ , Inf est un momo, done f Kerf = 0 et il existe un unique morphisme ¢

de X! dans C' tel que f = Inf.f.Coinf,

Rerf f Coker £
Cohnfé Kw%x E ;Imf
| N
C 0= f Ki

2, Catégorie abélienne

(2.1) Une catégorie abdlienne est une catégorie additive qui vérifie les axiomes

suivants

A.B,i Pour tout morphisme, le noyzu et le conoyau existent

AB, Pour tout morphisme f : X-» Y , f : C!' » K' est un isomorphisme.

Une consiquence de ces axiomes est que tout morphisme f se décompose de fagon
canonique en un nonomorphisme et un dpimorphisme f = Inf.Coimf,

On remarque dgalement que pour tout couple (f,g) de morphismes de métie but (resp.
de méume source) A le produit fibré‘(resp. la somme analgandée) existe.

On virifie par exemple que (X,# ) I (Y,g) = Ker(f Py = 8 PY)

A
ol £ « P , F=ulp):
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(2,2) Axiomes supplimentaires dans une catdgorie abdlienme

Pour une catiégorie C appartenant & un univers U il est quelquefois utile

d'ajouter certains des axiomes suivants

(ZEA) LB, Pour tout objet I de Diag , les diagramnes de type I dans C possédent
N

iU

une limite inductive.
Remarque.Pour qu'il en soit ainsi il suffit que les sommes indéxdes par tout I

appartenant a U existent.

(z22) A th[ -4 B}U est vérifié et pour tout objet I de Qiggh s la somme directe

o Uy d'une famille (ui) de nmonomorphisne est un nonomorphisme.,

ieI iel

Remarque. Cela revient & dire que la somme directe commute aux noyaux, et se trouve

donc &tre un foncteur exact.

s AR est virifid et

(est strictement plus fort que A B 3 U

(2.2:8) 4 B

5 U LU

pour toute catligorie filtrante I, élément de U , le fonoteur Lio : Hom(I,C) » C

I
esgt exact.

On énonce de fagon duale des axiomes notés A Bgu A BZ‘U s A B;U . I1 serait dérai~

sonnable de pritendre imposer simultaniment & une catégorie les axiomes AB5U et

%

ABBU

s car aleors tout objet de € est nul....



(2.2.4) Fanille génératrice

Soit € une catigorie . On dit qu'une famille (4 i)ieI d'tobjet

une famille géndratrice si pour tout objet X de C et tout monomorphis

qui n'est pas un isomorphisme, il_existe 1  appartenont & I et un mc
u_: Al » X, tels que u ne se factorise pas par f.
Un cbjet de C est un générateur si 1o famille rdéduite & ce se

est une famille génératrice.

Proposition  Soit (Ai)iel s une femille d'objets de C telle que la s
A = ééi Ai existe, La fanille (Ai)ieI est une famille génératrioce

ment si & est un générateur.
En effet, soient un objet X et un mononerphisme £ ; ¥ » X ;
pour gu'un morphisme u : A =+ X se factorise par f il faut et il suffi

tout 1 &ldément de I la composante u, se factorise par f.

Une catigorie additive C admet toujours une famil

A savoir la famille de tous les objets. Mais pour une "grosse catégor
ple la catégorie de tous les groupes appartenants & un univers donné
famille o le tort de ne pas &tre indéxée par un I ¢lément de U . Aus

t-on l'dxiome : AB., : Il existe unc famille générotrice (Ai)ie 1s de

élément de U,

Exemple : Soit A un anneau appartenant & un univers U, la catdgorie

;de C,est
ef 1 ¥+ X

phisme

L &lément

si et seule=

gus Fowur

> génératrice,
3", par exeme
L , cette

L s'impose=

7 avec I

s
quA de tous



T

es modules & gauche sur A admet A , considéré comme A module & gauche, comme geéné-

[}
rateur.

On définit duslement les notions de famille cogénératrice, de ocogénérateur,

3

on ¢noncs vn axiome AB dual de AB,,, .
6 6l

U

et = R [ al ; I
(2.2.5) IT1 sera bon de viérifier cue la catégorie Mod™ A U est abélienne et satisfait
- ’ z ” Fd ~ » a &
aux axiones précédemment énoncés, & ceci prés que AB 5% est faux et que ABg n'est

pas ¢évident.....

3. Bxactitude dans une catésgorie abélienne.

(3-1) gnide emmcte :

Une suwite de morphismes (ui) ] [a,b] € Z telle que s(ui)= b(ui~1)

iefa,b

est "prile" (resp. 953933) gl pour tot 1 , a< i< b , u = 0 (resp. Ker uy

iy L

est isomorphe & Im u,

5.1 & Ouce gui est dquivalent Coker U est isomorphe &

Coin ui°>
Cn appelle sulie pxacte courte une suite exacte du type °

0= A' - A» A" » 0 , Une telle suite est aussi appeldée une extensicn de A' par A",
Par diéfinition méme d'une suite exacte, un norphisme £ : X > Y est un

monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si la suite O+ X - Y

(regp. X+ Y-> 0)est crrote.



II11

(3=2) Suite seindde.

i
On dit qu'une suite exacte courte 0 -» A' » . £ A" 5 0 se scinde si elle posséde 1'une
des propriétds Squivalentes suiventes

(2) £ est rétractable,ctest & dire il existe r : A > A' tel que r.f = 1A‘

(b) g est gectionnable,c'est=a=dire . existc s : A" » A,tel que g s = 1A"

(¢) il existe s : A" » A (resp. r : i » A') tel que (f,8),(resp.(g,r))
représente A comme somme directe .rep.produit direet) de A' et A",
(d) I1 existe r : A» A' et 5 : A" » & tels que fr + 8g = i

On dit aussi que A' ou A" est facieur direct de A.

(3—3) Foncteur exact.

(3=3-1) Propogition : Soient C et C' deux ce:égories abdliennes T un foncteur de C

dans C'.Les propositions suivantes sont d¢quivalentes

() T est exact & droite (resp.h gaucae)

(b) T eat additif et pour toute suite exacte A' » A - A" > O (resp.0 » A' »
> A+ A") la suite T(A') » T(A) = T(A") » O (resp.0 » T(4A') » T(4) » 7(a"))
est exacle.
Remarque : Si 1l'on considére un foncteur cor.ravarient T de C dans C',la proposition
se traduit ainsi :

Les propositions suivantes sont dquivalentes



12

(') T est exact & dredte (resp.i gauche)

(') T est additif et pour toute suite exacte 0 - A' » A > A (resp. A's
+ A= A" > 0) la suite T(a") » T(4) » P(4') » O (resp.0 ~ T(A") » T(4a) »
+ T(A')) est exacte.
On en déduit qu'un foncteur T (resp.un fonctcur contravariant) est e:nct si et

seulement si T est additif et pour toute suite exacte O - A' » A » 4" -+ 0,la suite

0+ T(A') » T(4) = T(A") » O (resp. O » T(A") = T(A):=> T(A') » O est exacte.

(3-3-2) Exemples
Si C est une catégorie sbélienne,pour tout objet X de C,les foncteur: Hom(X, .) et
Hom( ., X) sont exacts & gauche.

Pour tout module & droite X sur A,le foncteur X & , : ModéA - Ab agt samet & dneite.

A

(3-3—3) On dit qu'un foncteur T(resp.un foncteur contravariant) est r2mi exact s'il
est additif et si pour toute suite exacte 0 ~ A' » 4 > A" » 0 la suite T(A') » T(A)

> T(A?) (resp.T(A") » T(4) » T(A')) est exacue.

L - Diagrammes dans une catégorie abdélienne

(4=1) Deux théorémes vont nous permettre de iransposer certains résulsats connus
sur les catégories des groupes abéliens,ou de nodules,dans une catégc-ie abélienne

quelconque,
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(4=1-1) * Théoréme .Pour toute catégorie abliienne C appartenant & w. univers U,il

existe un foncteur exact et fidéle de C dans Ab i§®

(4=1-2) * Théoréne de Freyd

Pour toute catdgorie abllienne appartenant & un univers U,il existe in anneau A

appartenant & U et un foncteur exact et pleinement fidéle de C dans NodAu

Ce résultat implique le théoréme pricédent.

(hr?—}) Lemmc : Soit C et C' des catégories sbéliennes et F un foneteur exact de C
dansg C'.Les conditions suivantes sont dquivelentes :
(a) F est fidéle
(b) Pour tout cbjet X de C,F(X) = 0 inplique X = 0
(¢) F est conservatif ,c'est-a-dire pour toute fldche u de C,F u) est
inversible implique que u est inversible,
(d) Pour toute fléche u de C,F(u) est un nonomorphisme (resp.u: épimorphisme)

implique que u est un moncmorphisme (resp.un épimorphisne )

(L-2) Applications
(4-2-1) Lemme des 5
Dans une catégorie abllismne C ,on considére le diagramme commutatif :ulvant,ol les

lignes sont exactes
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b~ A, — %Aﬁ - — A, - >4,
’ ! ! ' !
- 3 £ £ £, s
\i/ NG ~/ W A/
B, " g i T >8y s,

51 f‘_1 Za f1 sont des monomorphismes (rusp.dbs épimorphismes) et si f_2 est un
épimorphisme (resp.f2 un monomorphisme ),alors £ est un monomorphisne (resp.un
épimorphisme).

On en déduit que si f_j et f1 sont des isomorohismes,si f_2 est un épimorphisme,et
f, un monomorphisme,alors f_ est un isomorphisme.

Ce résultat est bien connu dans Abu et se transpose dans C & 1'aide du thioréme

L-i-1 et du lemme L4~1-3

(4=2=2) On appelle carré cartésien le diagramue commutatif suivant

= —3 B
i d
v iv
| |
B~ — &'
U.'

dans lequel B' est lc¢ produit fibré de (A,u) et (4',v) au dessus de B.
Dans une catégorie abdlienne si v est un monororphisme (resp.un épimorphisme) v' est
un monomorphisme (resp.un ¢pimorphisme),on a ia méme propriété pour u.

On écrira la propridété dusle dans le carré cocgrtdsien,
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(4=2-3) Par les mémes méthodes on montrera de1s une catégorie abélienne la propriété

== sh -
connue dang Mod , sous le nom de "lemme du se pent".

L

(4-3) Le résultat suivant sers fort utilisé:

(4=3-1) Proposition .Soit C' une catégorie a.ditive (resp.abéliemme) pour tout
type de diagramme D la catégorie Diag(D,C') cst additive (resp.abélienne).De plus
si C' vérifie 1'un des axiomes # B, 1 & A B. ou 1'un des axiomes duaux A B*US A

U

A B¥, 6 il en est de méme de Diag (D,C')

5 = Objet injectif.Objet projectif

(5-1) Soit C une catdégorie zbdélienne.
(5-1-1) Proposition :
Pour tout objet @ de C les assertions suivant s sont équivalentes :
(a) Le foncteur Hom(.,Q)(exact & gauchs) est exact
(b) Pour tout monomorphisme : X - Y et pour tout morphisme u : X » Q,il

existe un morphisme v : Y » Q te: que v £ = u.

: o

Y &

(¢) Toute suite exacte 0 » Q - A » A" » 0 ge scinde.

La proposition 3-3-1 montre que les assertion. {(a) et (b) sont Cquivalentes.
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Considdérons wne suite exacte 0 » @ Lasams O,s0it u =1, : @ » Q,81 (b) est

Q

vérifiée il existe un morphisme r : & » Q tel que r £ = 1.,f est rétractable.

03
Supposons que toute suite exacte 0 -» Q » A~ .." > 0 se scinde, On considére un
nonomorphisme f : X » Y et un morphisme u : K- Q , soit 8, f!' , u' , la somme

amalgamnée de (Q, w) &t (¥, f) au dessus de X . comme f est un monomorphisme, f' est

un monomorphisme (4=2~2).

' |
u il'
< N
e T
Q étant facteur direct de S , il existe r : S » Q tel que r.f*' = 1 . Le morphisme

Q

v=ru' : Y= 0 est tel que v £ = u.

(5~1-2) Définition

Un objet de C est appelé objet injectif,s'il virifie 1'une des propositions équivalen-

tes pricddentzs.Un objet de C est appeld objet nrojectif si c'est un objet injectif

de CO.On explicitera cette définition en écriv.nt la preoposition dusle de 5-i-1,

{5~1-3) Proporition
Dans une catirorie abdliemne soit (Aa)aeJ’J ¢l ment de U ,une fanmille d'objets.
Le produit [ Aa (resp.la somme 1l Aa)supjozé existant est un objet injectif

a €.l aed

(resp.project:f) si et seuloment si pour tout u,Aa est un objet injectif (resp.projece

i)
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(5-1~4) Corollaire

Tout facteur direct d'un objet injectif (resp projectif) est injectif (resp .projectif)

. e T ; :

(5=1~5) Dans iod “U’A éliment de U on virifie a les résultets suivants :
Fatl

Les modules libres sont projectifs.

Un module est projectif si et seulement si il est facteur direct d'un module libre,

(5-2)

(5-2-1) Lemme

Soit (Ak)keK;i appartenant & un univers U,une famille géndiratrice d'uie catdigorie C
dans laquelle les produits fibris existent et telle gue pour tout couple d'objets
(X,Y),Hom(X,Y) appartient & U .alors pour tout objet Y de C les sous oujets de Y

forment un _ersemble dont le cardinal est &ldm af de U

Si les produiss fibrds existent,tout couple ( ,1i),(X',i') de sous objrts de Y admet
une borne inf irieure & savoir le sous objet du Y,(X,i) O(X',i')

¥
A tout scvs carjet (X,i) de Y on fait correspo dre la famille (Hik)keK_oﬁ pour tout

k . :
£, Hi est 1: sous ensemble (s Hom(uk,Y) for: o par les morphismes qul se factorisent

par i.Supposcas gqu'il existe un autre sous ol jet (X',i') de Y tel que pour tout k

k K ; ' i - : -
Hi = H,y J4lors pour tout k et tout morphisme fk P A X,11 existe un morphisme
&, tel que 1 ,k il gk,et par définition du produit fibré,il existe un morphisme
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unique Ak - X AX' griace auqu:l fk {resp 5k) se factorise par le monomorphisme
canonique X A X' » X (resp. XA X' - X').0n e déduit que X = X', I1 y a donc une
correspondance biunivoque entre les gous obje.s de Y et un sous ensemvcle de
n ¥ (Hom(A ,Y)).0r Hom(ﬁk,Y) appartient & U par hypothése,?i(Hom(Ak_Y) appartient &

keK k

U en vertu de l'axiome u;des univers ,et I ?3(Hom(ﬂk,Y) appartient & U puisque K
= ke K

est un &ldment de U,donc les scus objets de Y forment un ensemble dont le cardinal

cppartient & U,

Soit u,v deux morphismes de méme but,on dit que v prolonge u si

(1) s(u) < s(v),soit i le morphisme injection cancnique de s(ua) dans s(v)

fEL) = v 4.

(5-2-2) Thiorine

Soit C une catdgorie abdlienne telle que pour :out couple d'objets (X,7),Card Hom(X,Y)
appartienne & U et vérifiant A B5 u ’(Ak)kéK’K ¢lément de U,une famill - géniratrice.

Un objet @ de C est injectif si et seulement s!. pour tout k appartenan & K,pour tout
sous objet V de 4, ,et pour tout norphisme u : ™" » Q,il existe un morph .sme v : A= @

qui prolonge u,

Soit un cbjet Y de C,un sous objet X de ¥ et w morphisme £ : X - Q.0: considére
1l'ensemble E des morphismes de but Q,dont la scurce est un sous objet (e Y et qui
prolonge f ; cet emsemble ordonné par la relat:ion : f' < f£" si et seu ement si £

prolonge f' est inductif.Soit (fi). une partie totalement ordonnée 4 E,I {tant un

iel
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¢lément de U (5-2-1) ,L = lin s(fi) existe et c'ust un sous objet de Y en vertu de

A
A4 B U ,de plus il existe un morphisme 1 : L - Q qui prolonge fi pour tout i.L'ensembl

5

b

E adnet donc un €lément maximal fo : XO - .
Mcontrons que XO = ¥, ,Pour cela supposons que Xo solt différent de Y et montrons

qu'il existe un sous objet X1 de Y, XO < X, et un norphisme 1 : X, » Q qui prolonge

1 1

e

S5i le monomorphisme canonique io : XO - Y n'est pas un isomorphisme,il existe k
appartenant & K et o : Ak - ¥ qui ne se factorise par par io.Soit V 1l'inage inverse
de Xo par a,c'est-a~dire Ker(coker io.a),il existe un morphisme B : V » Xo unigue
tel que ioﬁ =aj avec j = Ker(coker io.a).On oonsidére X1,a,b la somme amalgamée de
(XO,B) et (Ak,j) au dessus de V,c'est un sous objet de Y,en effet X1 est isomorphe
a Xav Im a,.Comme J est un mono,a est un mono et XO est un sous cbjet de X1,de plus
XO est diffirent de Xq,oar @ se factoriserait alors par iO au noyen de b, Par
hypothése le morphisne fOB : V » Q se prolonge en un morphisme g : Ak - @ ,Comne

E J = fOB il existe un morphisme £, : X1 - Q tel gue fo = f a.

1 1
0 e 7
| f‘(-.)_ ,-\Xq
B a /'/ F : O(.
. erﬂ b 5
Y, & - ;
i e g NG
v J F .hk

On dnoncera le théoréme dual,
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; e ’ = e : ; :
(5-2*5) Dans la_catégorie Mod.fL g un objet Q cst injectif si et seulement si pour
tout idéal & gauche V de A et tout morphisme uw : V » § il existe un élément x de Q

tel que u(h) = A x pour tout A appartenant & V.

(5-3) On dit qu'une catégorie abélienne C posséde assez d'objets injectifs (resp.

ascez d'objets projectifs) si pour tout objet X d: C il existe un objet injectif @

(resp.un objet projectif P) et un monomorphisue X + § (resp.un épimorphisme P - ki

(5-3-1) Théoréme
Scit C une catigorie vérifiant A B5U et telle que pour tout couple d'objets (X,Y)
Hom(X,Y) appartient & U.

S'il existe un générateur,la catégorie C posside assez d'objets injectifs.

T e

Soit X un objet quelconque de G,A le générateur,(Bk)ke K l'ensemble de tous les

sous objets de 4,K appartient & U enwrtu du lemne (5-2-1),on pose 7(X)= 4 Hom(B, ,X)

kek

P X
Soient B = LI Bk(HOJ(Bi’X)(*), le morphisme de B dans X dont les composantes sont
keK

k’

tous les morphismes de tous ls =us objets de A dans X,et i le monomorphisme de B

(%)

o . . . s ’
dans A somne diren~te des monomorphismes cancniques de Bi dans A,1i est bien un

monomorphisme dlaprés A B.U.

-

. On considére Tq(X) = () 11 (i,AJ(X>)
B

(Z)

(*) 81 Y est urn objet de C,I un ensemble appartenant & U,on note Y~/ la somme

Ll ¥, =t gonr o 4,¥. =
1€] *
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B e (X))

fj ‘f

- J
g i, =7l (x)

Puisque i esl un monomorphisme,j1 est mono,mais T (X) n'est pas en géndérael injectif,

Bk " — . 2 L
On définit psr récurrence transfinie,une suite d'objets T (X) et pour tout couple

t
(A',A) tel que A< A un nenomorphisme TK (x) » TK(X),de la fagon suivante
: ' ) A = [l A 1, A=1
Si A r'est pas un crdinal limite on pose T (X) =T (T (X))
: , A o e i -
Si N est un ordinal limite on pose T (X) = lim T (X),on remarque qu'on ne
A
sortira pas de l'univers si 1l'ensemble des A'< N\ appartient & 1l'univers.
Pour tout covple (A',A),A'< A on cbtient par cette construction un monpnorphisme
canonique i (X) = TK(X).
B .
On pose T (2] %
Soit & le plus petit ordiual dont le cardinal est strictement plus grand gue Card X.
Montrons que fa(X) est injectif.
Soit Cv,i) un sous objet dz A et u : V=~ Ta(X),Pour tout A < @ ,on note S?t 1'inage
inverse par u de TR(X), « 25t un ordinal limite,T"(X) = 1lim TK(X) et en vertu de
—9

Al
i Bl V =din Sh JLe cardinal de l'enszoble des sous objets de V est inférieur a

>
o = el
Card K et 1l'ensemble des ovdinaux inférieurs & « a un cardinal supdrieur & Cerd K,donc
il existe lo< & a partir duquel la suite SK est stationnaire.Donc u se factorise par
3 KO Ko+1
Hy ¢ Tax o(%) et par définition de T1(T (X)) il existe un morphisme W: A>T (x)

tel gque le disgramme sulvant soilt commutatif ,Donc u se prolonge en un morphisme
& 8
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A
e
v v &+ F(x) A i
'Llo‘ / v
A
R o]
v Pl A+ o
i} (/X._) S o] (—X) y_ _____>'T (X)

On énoncera le théoréeme dual.

(5-3-2) Dans Mod®

Al o4& appartenant & U, qui vérifie £ B.U et dont i est un zénérateur,

¥

il existe assez d'injectifs.On déduit de (5-1-5) gu'il existe assez de projuctifs.
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Chapitre 3

(goncteurs représentables |
e i

1. Gén . .alités :
{ Fid ) Icfinition :

Soit U un univers,C une catégorie telle que pour tout couple (X,Y) 4°chjevs da ¢,
Hon(X,” ! appartient & U .On rappelle que Hom{,,.) est un bifoncteur de C x C dans

Ens ¥ . contraveriant par rapport & la premiére variable,coveriant pe: rapport & la

second

= g ! e . : o)
(1-1-1" On appelle catégorie des préfaisceaux sur C,la catégrorie Egp(c ,Ensz),que

i'on n ie C.

A

On déf::it un foncteur & de C dans C.A tout objet Y de C,e fait cor:cspondre le

foncte  : contravariant de C dans Ens“ : Hom(.,Y),que 1'on note hY.

Tout mc phisme £ : ¥ » Y',e associe le morphisme fonctoriel naturel ie Hori( .,Y) dans

A =
L]

Hom .,

(1=1=2  0On dit qué le foncteur hY est le foncteur représenté par Y.

On dit u'un nréfaisceau F est reprdésentable,s'il existe un cbjet Y ce € et un iso

isomort isme ¢ de hY sur P,On dit alors que F est représenté par le couple (Y,p ) ou

encore ue le couple (Y,¢) est une donnde de représentation de F,
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(1=2) Propriétés
(1~2-1) Théoréme :

Si F est un préfaisceau sur C,Y un objet de C,il existe une bijectio: de Hom(hY,F)

sur F(Y),fonctorielle en Y,F,

a. Scit u un morphisme de h, dans F.On rappelle (Chap.t,3-L) qu'ad tout objet X de C

¥

u fait correspondre une application u(X) de Hom(X,Y) dans F(X) que 1 on notera Uy«

Boit o : Hom(hY,F) -+ F(Y) telle que au) = uY(1Y)

b. Bois B > F(Y) » Hom(hY,F),qui & tout élément v de F(Y) fait correrpondre le
morphisue B(v) : hY » PF,tel que pour tout objet X et tout morphisme I : X = Y on ait
Q(v)x(f) = F(£)(v).0n vérifie en effet que pour tout morphisme g : X > X' le

diagramne suivant est commutatif :
b.(g)

Hon(X'Y) = py (X'
ety Blx),

F(g)

PP, SO . (=57

‘>Hom(X?Y) E hY(X)

¢ . Pour tout morphisme fonctoriel u de hY dans F et tout morphisme f ; X » Y on a
uXhY(f) = F(f)uY,en particulier F(f)uY(1Y) = uX(f),donc 8 a (u) = u.l wersenent pour

tout élément v de F(Y), a f (v) = @LE)Y(ﬁY) = F(1Y)(v) = 1F(Y)(v) Y

(1-2—2) Corollaire
Si F est un préfaisceau représentable,représenté par (X,¢) Y un objet de C,il existe

une bijection de Hom(¥,X) sur HOm(hY,hX)
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Clest di-e que le foncteur canonique € est pleinement fidéle,ce qui permet de "plonge

a~

canoniquement toute catégorie C dans la catdgorie C des préfaisceaux sur C.

Aussi nous arrivera-t-il d4'identifier un objet Y de C a hY,un norphisme fonctoriel
de hy deas F A 1'élément de F(Y) correspondant.Une donnde de représentation de F est
définie A un isomorphisme unique prés : en effet,si (X,¢ ) (X',9!') sont deux données

de repriésentation de F,h, et hXl sont iscmorphes,comme & est pleinenent fidéle X et

X

X' sont isomorphes ainsi gue ¢ et ¢'.

(1-2-3) “roposition

Soit F v . préfaisceau sur C.

Le coupl: (X,a),ot X est un objet de C,a un élément de F(X) définit ine donnée de
représer ;ation de F si et seulement si pour tout couple (Y,B) oiv Y ¢st un objet de
C,B un ¢ldment de F(Y),il existe un unique morphisme v : ¥ » X tel que B = F{v)a,
Si (X,x) définit une donnde de représentation de F,a s'identifie & 1n isomorphisme
de hX su: F,B s'identifie & un morphisme de hY dans F,et un morphisme v s'identifie

&4 un morphisme de h, dans h_.Pour tout cbjet Y,et tout morphisme f : h, » F ,il

b X i
existe blen un unique morphisme hY - hX tel qgue B =0 u ,a savoir u = a”! B
By B L R ——
F A
u p:s
\\ . 4
o
h
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Réciprocasneat si (X,a) jouit d'une telle pronriété universelle,pour tout Y il existe
une bije stion de Hom(Y,X) = hX(Y) sur Hom(hY,F);: F(Y),donec @ est un isomorphisme

fonctoricl,et (X,a) définit une donnde de représentation de F.

2.Application

De nombreuses notions peuvent s'interpréter aventageusement en lengage de foneteurs
représentables.,

(2-1) Scit C une catégorie ,0 un type de diagramme et ¢ : D -» C.,Pour tout objet Y de

C,on définit le diagramme constant C,, : pour tout objet i de D CY(i) = Y,pour toute

Y

fléche f de D CY(f) = .Pour tout objet Y de C,l'ensemble des systémes admissibles

1Y
(Y,ui)ie_,!bD ie ¢ est 1l'ensemble Hom(CY,@).

Soit F 1¢ préfaisceau sur C défini par F(Y) = Hom(CY,¢).En appliquant (1-2-3) on

obtient 7.

;
W

(2-1=1) sropogition :

La limite projective de ¢ existe si et seulenent si le foncteur F est représentable.

Si ¢ ne posscde pas de limite projective dans C,on utilise souvent le procédé suivant

Y

on plonge C dans C au moyen du foncteur & et on appelle linite projective de v la

linite projective de & ¢,qui existe toujours puisgue C = Hom(CO,Ensz)
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(2-2) On considére la catégorie des modules sur un anneau comnutatif A,Mod. .Soient
43
M et N deux modules,le foncteur de Modﬁ dans Ens gqui & tout module P falt correspondr
1'ensemble Bil (M x N,P) des applications bilindaires de M x N dans P est
4

représentable,et le module qui le représente est le produit tensoriel M @ N ,
A

(2-3) On peut définir dualement un foncteur e' ; (% Hom(C,Ens).On définira alors
un foncteur représentable et 1l'on vérifiera que cette notion recouvre celle de limite

inductive.

3.5tructures algébriques dans les catégories,

On se propose de définir une structure algdbrigue par exemple une structure de groupe
sur un objet X d'une catégorie C.On peut procéder de deux fagens .

(3-1) La plus naturelle consiste & généraliser dans la catégorie C,1a notion habituell
de structure algébrigue sur un ensemble.

Supposons gque dans C le produit X I X existe,une loi de composition interne sur X est

la donnée d'un morphisme n X0 X=X,

X

Les axiomes définissant sur X une structure de C-groupe vont s'exprimer en terme de

commutativité de diagrammes.Supposons que X II X I X existe,on a les isomorphisnmes

canoniques : (MIX) I X~ XTI XI X~ XI(X1 X)



III6

(3-1=1) La loi est gssociative si l¢ diagranme suivant est commutatif :

4
X [TXTX R B SRRRES. & 5

l
1XHUX

N TR

Supposons de plus qu'il existe dans C un objet final E,il existe alors un unique

morphisne e : X » E.

(3-1-2) Il existe un morvhisme ® : E » X tel que les diagrammes suivants soient

commutatifs
w I 1 1
' g——" ? X1 X xng g% E—>y 1
™ / i) /
(8,1)() IJ.X <1X’e> 1’_’]_X
X X

On nontre que w est clors déterminé de fagon unique.

(3-1-3) I1 existe un uorphisne s : X » X tel que le diagramie suivant soit commutatif

e | S )

| Py
N &
B X

W 7

ainsi que celul obtenu en permettant s et 1X.On n~ntre que le morphisme s est déterminé

de fagon unique,
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On pourrait de fagon duale définir une structure de C-gogroupe.

(3-2) Sans faire d'hypothéses sur la catégorie C, on peut définir une structure sur

L

X en se ramenant au cas ensenbliste.lLes limites projectives existent dans C,ainsi pov
A

deux éléments F,F! de C,pour tout objet X de C, F I F'(X) = F(X) I F'(X).

Une loi de composition interne sur X est la donnée d'un morphisme MX g hXH hxf hX'

Cela revient & se donner pour tout objet Y de C,une loi de composition interne sur
1'ensemble hX(Y) qui soit fonctorielle,c'est-t~dire telle gue pour tout u : ¥ = ¥,

hX(u) - hX(Y') - hX({) soit un morphisme au sens de la structure considérée,

(3=3) Dans le cas particulier ol le produit X II X eriste dans C, hxﬁ hX est

canoniguement isomorphe & h sune loi de composition interme sur X peut donc &tre

XX

considérée comme un morphisme MX 8 hXﬂX > hX il lui est donc canoniquement associé

(I11,1-2~2) un morphisme m, : X1 X > X tel que a(mx) =h =N

X

X .

(3—3—1) 51 1'on suppose que X1 X N1 X existe, X1 XII X étant canoniquenent identifié

a2 (X0 X0 X 1'application MX(Y) 0 s'identifie pour tout objet ¥ de C &

h (Y)
X

(Y).I1 est done équivalent de dire que la loi M, est associative,c'est~a-dire

que pour tout Y le diagramme suivant est commutatif :



T

MX(Y)m A 8
hxwmhxumh)ﬁm e L
M ULY) g %MX(Y)
W/
% M (Y) —
BATH RS — e S

ou gue le diagramme (3-1-1) est comautatif,
(3-3-2) 8'il existe dans . C un objet final ...
E,hE est objet final de C,le morphisme 0 : hE - hX induit un morghisme o E » X

qui vérifie la propridété (3-1-2)

(3-3=3) Pour tout ¥ de C il existe un morphisme S(Y) : hX(Y) - hX(Y) fonctoriel
par rapport a Y,soit S : hX = hX ¢st un morphisme auquel est canoniquement associé

un morphisme s : X » X tel que =(s) = h, = S,et tel que le diagramme (3=1-3)

corresroadant soit commutatif,

(3=4) I1 faut remarquer qu'il y & des structivrss que 1'on ne peut définir de cette
fagon,par exemple si leur définition fait intervenir des limites inductives,car

A
£ : C » (necomnute pas aux linites inductives,
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