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1 Definition des Lebesgueintegrals

Wir haben in der Analysis I das Regelintegral fiir reell- (oder komplex-)wertige Funktionen
auf einem Intervall kennen gelernt. Es diente unter anderem zur Fldchenberechnung. Will
man auch Volumina berechnen, so scheint eine Erweiterung der Integration auf Funktionen
von mehreren Variablen wiinschenswert. Das werden wir jetzt in Angriff nehmen, gleichzeitig
aber das Regelintegral verallgemeinern.

Es gibt verschiedene Integralbegriffe,

e eben das Regelintegral, welches Sie im ersten Semester kennengelernt haben,

e das Riemannsche Integral, das lange Zeit in den Lehrbiichern der Analysis Standard
war, und

e das Lebesguesche Integral, das wir in diesem Semester betrachten wollen.

Fiir Treppenfunktionen, ja fiir alle ,,anstindigen“ Funktionen, liefern diese Integrale densel-
ben Wert. Sie unterscheiden sich aber hinsichtlich der jeweiligen Menge der ,integrierbaren*
Funktionen; diese Menge vergroflert sich bei den obigen drei Integralbegriffen in der ange-
gebenen Reihenfolge.

Aber es ist nicht das Ziel, moglichst ,,exotische Funktionen auch noch integrieren zu kénnen,
es geht um andere Vorteile: In vielen Anwendungen der Analysis moéchte man Grenzwertpro-
zesse in Funktionenrdumen, zum Beispiel im Raum der integrierbaren Funktionen, durch-
fiihren. Ein Beispiel aus der Theorie der Differentialgleichungen haben Sie im letzten Seme-
ster beim Beweis des Satzes von Picard-Lindelof gesehen, andere Beispiele im Zusammen-
hang mit der Fourier-Entwicklung von Funktionen gaben Lebesgue (um 1900) den Anlass
zur Entwicklung seiner Integrationstheorie. Ziel ist, dass unter méglichst allgemeinen Vor-
aussetzungen

n—oo n—o0

lim [ f, = / lim f,
gilt, und hier gewinnt das Lebesgueintegral um Léngen!

Der wesentliche Unterschied in den Definitionen kommt (jedenfalls bei unserem Zugang)
folgendermaflen zustande:

Zunéchst definiert man das Integral fiir Treppenfunktionen auf die offensichtliche Weise.
Dann erweitert man es auf Funktionen, die sich durch Treppenfunktionen ,,gut approximie-
ren“ lassen. Der Unterschied liegt in der Definition von ,,gut approximieren®.

e Bei den Regelfunktionen betrachtet man Grenzwerte von Folgen von Treppenfunktio-
nen im Sinne gleichmdfSiger Konvergenz.

e In der Riemannschen Theorie betrachtet man Funktionen, die sich zwischen zwei
Treppenfunktionen mit beliebig klein vorgegebener Integraldifferenz einsperren lassen
(Sandwiching).

e In der Lebesgueschen Theorie schliefllich betrachtet man Grenzwerte von monotonen
Folgen von Treppenfunktionen.

Es gibt verschiedene Zugénge zum Lebesgueintegral. Der hier gewéahlte basierend auf Hir-
zebruch/Scharlaw und Weir geht zuriick auf Riesz-Nagy (vgl. Literaturliste). Er zielt direkt
auf das Integral im R™ und stellt die Monotonie in den Vordergrund. Das ist jedenfalls fiir
die Analysis angemessen und nach meiner Meinung verstéindlicher als der (sehr elegante)
Zugang iiber eine axiomatische Mafitheorie.



1.1 Intervalle und Mafle

e Wir lernen ein Axiomensystem fiir Mafle auf der Menge aller Intervalle des R™ kennen.
Diese Definition hat allerdings nur provisorischen Charakter. Spéter werden wir den
MafBbegriff auf eine viel grofiere Familie von Teilmengen des R™ erweitern.

e Schon im eindimensionalen Fall war die Definition des Integrals fiir Treppenfunktio-
nen nicht ganz einfach, weil man die Unabhéngigkeit von der Darstellung der Trep-
penfunktion zeigen musste. Den Beweis haben wir damals nur skizziert. In hoheren
Dimensionen ist das noch viel komplizierter. Wir formulieren und beweisen mit dem
Zerlegungslemma ein fundamentales Hilfsmittel fiir solche Probleme.

Wir beschranken uns nicht auf Flachen- oder Volumenberechnung, sondern betrachten allge-
meinere Mafle. Stellen Sie sich etwa vor, dass Sie fiir einen Kérper im R3 nicht das Volumen,
sondern durch Integration einer Dichte seine Masse ermitteln mochte.

Definition 1.
(i) Wir bezeichnen mit

I(R™) := {I Cc R" ’I =1 x...x I,, I beschrinktes Intervall in R}

die Menge der beschrdinkten Intervalle im R™. Dabei lassen wir auch leere Intervall zu.

Bemerkung: Der Durchschnitt zweier beschrénkter Intervalle ist wieder ein beschrénktes
Intervall.

(ii) Eine Abbildung ¢ : I(R™) — R heifit ein Maf, wenn sie additiv, monoton und regulir
ist, d.h. folgende drei Eigenschaften besitzt:

o Additivitit: Fiir alle I, I, I, € I(R™) gilt
I=0L UL = ¢(I) = ¢(I1) + ¢(L).

Dabei bezeichnet U die disjunkte Vereinigung.
e Monotonie: Fiir alle I, J € I(R™) gilt

IcJ = o) <o(J).
° Regularitétﬂ
Vieirn) Veso Jyerrn) (J offen) A (I C J) A (¢(J) < o(1) +¢).
Aus der Additivitét folgt ¢(@) = 0 und mit der Monotonie dann ¢ > 0.

Beispiel 2 (Lebesguemafl). Das Lebesguemafl auf R ist definiert durch

0 fiir I = 0,

p1:I(R) — R, T py(I) := {sup(f) —inf(I) fiir I #0 .

Jedem Intervall wird also seine ,, Lange“ zugeordnet.

O

1Der Begriff der Regularitét stellt eine Verbindung zur Topologie des R™ her, der fiir die Analysis sehr
bedeutsam, in der abstrakteren Maflitheorie aber nicht erwiinscht ist und dort deshalb nicht auftritt.




Beispiel 3 (Produktmaf). Sind ¢, ¢ Mafle auf RP? und R?, so definiert

(11 x I2) := ¢1(I1)¢2(12)
fir I x Iy € I(RPT9) = [(RP) x [(RY) ein MaB, das Produktmafs ¢ = ¢1 X pa.
Insbesondere erhilt man das n-dimensionale Lebesquemaf p,, rekursiv durch g, = pry—1 X 1.

Beweis der Majeigenschaften. Wir zeigen nur die Additivitdt, die beiden anderen Eigen-
schaften sind sehr einfach.

Sei I = JU K mit I = I x I, und entsprechend fiir J, K. Wir setzen voraus, dass J # 0 # K.
Dann gilt insbesondere
JUK,=I, q=1,2 (1)

1. Fall: Sei J; N K1 # (. Wir zeigen zuniichst, dass dann

Ji =K. (2)

Aus Symmetriegriinden geniigt der Nachweis, dass J; C K. Sei also xy € J; C I;. Nach
Voraussetzung gibt es y; € J1NK7, und dazu ein yo € Ky C I, so dass also (y1,y2) € K C I.
Nun ist (z1,y42) € [ = JUK. Wire (z1,y2) € J, so also y2 € Jy und (y1,y2) € J im
Widerspruch zu J N K = (. Also ist (z1,y2) € K und daher z; € K; und bewiesen.

Nun folgt wegen J N K = (), dass Jo N K3 = (). Damit ist

o(I) = ¢1(11)d2(I2) = ¢1(11) (P2(J2) + P2(K2))
= ¢1(J1)p2(J2) + ¢1(K1)p2(Ka) = ¢(J) + ¢(K).

2. Fall: Jo N Ky # 0. Beweist man wie den ersten Fall.

3. Fall: 1N K; =0=JyN K. Seien x1 € Jy,y2 € Ks.
Nach ist dann (z1,y2) € I, also z.B. (z1,y2) € J. Dann ist aber yo € Jo. Widerspruch!
Dieser Fall kommt nicht vor.

O

Beispiel 4 (Diracmaf3). Sei M C R” eine diskrete Teilmenge, d.h. #(M N K) < oo fiir
jedes kompakte K C R™. Dann definiert

op(I) :=#(MNI)

ein Maf. Fiir M = {0} heifit § := d5; das Diracmaf in 0.

Satz 5 (Additivititssatz fiir Intervalle). Seien I, 1,..., I € I(R"™) und I,..., I}
paarweise disjunkt. Dann gilt:

I= U L = )= Y o).

j=1,...k j=1,...k

Das Problem beim Beweis verdeutlicht die folgende Vereinigung von 5(!) Intervallen:



Keine zwei dieser Intervalle bilden vereinigt ein Intervall. Deshalb kann man nicht einfach
das Additivitdtsaxiom mehrfach anwenden.

Die Losung bietet eine Zerlegung in
kleinere ,atomare” disjunkte Interval-

Erst Uber der linken unteren Ecke,

le, in der Abbildung die vier Ecken, die l l
vier offenen Seiten und die offene Recht- )
eckﬂéiche Daraus kann man erst ver- dann Gber dem offenen mittleren Intervall,

tikale ,Spalten“ und daraus dann das
ganze Intervall so aufbauen, dass man
jedesmal das Additivitdtsaxiom anwen- dann Uber der rechten unteren Ecke einen "Turm" aufbauen.

den kann. Das Maf3 des ganzen Inter- l [
valls, aber auch das Maf} jedes der obi-
gen fiinf Teilintervalle ist jeweils die
Summe der Mafle der beteiligten ,, Ato-

[44

me”.

SchlieBlich die Tirme zusammensetzen.

Wir nennen eine Familie (J,)1<,<m von paarweise disjunkten Intervallen aus I(R™) eine
Intervallkette, wenn
T
U
p=1

fiir jedes r € {1,...,m} ein Intervall ist. Nach vollstindiger Induktion ist dann fiir jedes
Maf ¢
m m
Qb(U Jp) = Z¢('Jﬂ)
p=1 p=1

Der Beweis des obigen Satzes wird im wesentlichen reduziert auf das folgende

Lemma 6 (Zerlegungslemma). Seien I',... I™ € I(R™). Dann gibt es eine Familie

(Jp1...pn)1<pi <dm—1

von (dm—1)" (zum Teil vielleicht leeren) Intervallen in I(R™) mit folgenden Figenschaften:

(i) Die J,, .. ,, sind paarweise disjunkt.

(i) Fir alle q ist

I = U JP1-~Pn .
anJm---rJn?é@

10



(#ii) Definiere fir g € {1,...,m}

S =10 Ty

(Nach (i), (ii) ist das leer oder = J,, ,,.) Definiere weiter fir 1 < j < n und
]-Spla"'apj §4m*1

4m—1

q — q
Jp1-~Pj - U Jpl~~Pij+17~~;Pn'

Pjt15sPn=1

Dann ist fir alle 1 < j <n und alle 1 < py,...,pj—1 <4m —1 die Familie

Tirs,)

( PLPi ) 1<p;<am—1
eine Intervallkette.

(iv) Ist ¢ ein Maf auf R™, so gilt

4m—1

s = > (T,

P1ypn=1

Beweis. Wir beweisen (i) - (i) durch vollstdndige Induktion iiber die Dimension n.
n = 1. Seien a4 :=inf 19, b, := sup I? und

{CLq |q€{1,,m}}U{bq |q€{1,...,m}}:{J17J37...,J2T_1}

J1 < J3 < ... < Jop_q.

Das sind r < 2m Punkte, weil ja Endpunkte der Intervalle zusammenfallen kénnen. Wir
bezeichnen die r — 1 offenen Intervalle dazwischen mit Jo; =]Jo;—1, Jo;+1[- Wenn wir die
Joi—1 als einpunktige Intervalle verstehen, haben wir also eine Folge von 2r —1 < 4m — 1
aneinander anschliessenden disjunkten Intervallen. Wenn es weniger als 4m — 1 sind, fiillen

wir durch leere Intervalle auf, setzen also Jo, = ... = Jym—_1 = 0.
m=3, n=1 .J10,J11 =ﬂ
yo o oy, b Js Yo Jg Jg
—_— - - - ——
|2 |3

Dann ist offenbar (J,)1<,<am—1 eine Intervallkette, und es gelten (¢) und (7). Fiir jedes ¢
ist weiter (Jg)1§p§4mf1 eine Intervallkette, die in der Regel mit einigen leeren Intervallen
beginnt (und endet), und es ist

4m—1
= J g
p=1
Damit gilt ().
n —n+ 1. Sei
19 =179 % J4

mit 79 € I(R") und I € I(R). Wir wihlen dazu

11



o J gemaf der Induktionsvoraussetzung und
~p1.--pn

° jp wie im Fall n = 1.

Damit setzen wir

Jprecpnpnir = X Jpis
~p1-pn

Diese Intervalle erfiillen die Behauptung: Sie sind paarweise disjunkt, weil ihre Faktoren
disjunkt sind. Es gilt

Iq:£qXIq: U { X U Jpn+1
g 190y, 70
- U {p 0 X Jppi = U Jpr.pnia
Iq N J 75 @ 1--Pn Iqm‘]91~-~ﬁn+17£®
I n JP +1 7& @

Die Kettenbedingung (iii) folgt fiir den letzten Index p,41 aus dem Fall n = 1 und fiir die
anderen aus der Induktionsvoraussetzung, weil eine Intervallkette eine Intervallkette bleibt,
wenn man das Kartesische Produkt ihrer Glieder mit einem festen Intervall bildet.

Damit sind (%) - (i) bewiesen.

SchlieBlich gilt (vi) wegen

SRR i (L B o S

Pn

O
Beweis des Additivitdtssatzes. Wahle zu I, 11, ..., I; eine Familie (J,,. ,,) wie im Zerle-
gungslemma. Weil I = I}, ist ohne Einschrénkung
I= U Jp1~~-p11,'
1<p1,.c,pn<4k—1
Dann gilt
k
S o)=Y X 6 = ol
Jj=1 J=1p1,sPn
O

Wir formulieren die Ergebnisse aus Zerlegungslemma und Additionssatz noch einmal in einer
“griffigen” Kurzform:

Lemma 7 (Zerlegungslemma, Version 2). Zu I,..., I € I(R™) gibt es paarweise
disjunkte Jv, ..., J. € I(R™) mit folgenden Eigenschaften:

Fiir alle j € {1,...,k} und Mafle ¢ : I(R™) — R ist

Uqund¢ Zfb

I;NJ,#0 I;NJ,#0

12



Bemerkung. Fiir [((R") gilt

(i) 0 € I(R™).
(i) I1, I € [(R") = I, NI, € I(R).
(iii) Sind I,J € I(R™) mit J C I, so gibt es (nach dem Zerlegungslemma) paarweise
disjunkte Menge Jy, ..., Jy € [(R™) mit 1\.J = JJ_, J.

In der Mafitheorie nennt man I(R™) dann einen Semiring und fragt, unter welchen Voraus-
setzungen sich eine additive und monotone Funktion auf einem solchen fortsetzen ldsst zu
einem Maf auf der von dem Semiring erzeugten o-Algebra - was auch immer das genau
bedeuten mag. Vergleiche dazu den Abschnitt [5}

13



1.2 Treppenfunktionen. Nullmengen

e Die Definition fiir das Integral von Treppenfunktionen beziiglich eines gegebenen Ma-

Bes ist nun kanonisch.

e Mit den Nullmengen eines Mafles lernen wir einen zentralen Begriff der Lebesgueschen

Integrationstheorie kennen.

e Wir beweisen ein erstes Lemma iiber die Integration monotoner Folgen.

Sei ¢ ein Maf} auf R”™.

Definition 8 (Charakteristische Funktion und Treppenfunktion).

(i) Fiir eine Teilmenge A C R™ bezeichne
X4 R*"—R
die charakteristische Funktion mit

(2) 1 firx e A,
T) =
Xa 0 sonst.

Beachten Sie:
XAuB=XaTXp~XanB
und insbesondere

XauB = XA T Xp:

(ii) Eine Funktion der Form
/= Z apXp,
pn=1

mit a, € R, I, € I(R™) heifit Treppenfunktion.

Bemerkungen:

e Die Darstellung ist nicht eindeutig!

e Nach dem Zerlegungslemma [6] gibt es immer eine Darstellung mit paarweise dis-

junkten I,,.

e Treppenfunktionen sind beschrinkt und haben kompakten Triger. (Der Triger
einer reellwertigen Funktion ist die abgeschlossene Hiille der Punktmenge, auf der

die Funktion # 0 ist.)
(iii) Das ¢-Integral von f wie in (3|) definiert man als

m

[ do=>" a.001,).
p=1

Unabhdngigkeit von der Darstellung. Sei

m n
/= Z AuXp, = Zbl'XKu'
pn=1 v=1

Nach dem Zerlegungslemma existiert eine Familie disjunkter Intervalle J,, so dass

L= 7 K= J.

JpNI, #0 JoNK, #0D

14



Es folgt

m
IEDIUID SRV S I ST PR S D SEN 7 FYRNC)
w=1l " J,NI,#0 P \JpNI,#0 P \J,NK,#0

und nach Satz [l

)= Y o), oK)= Y. ()

JpNI,#0 JpNK, #0

Weil die J, paarweise disjunkt sind, sind die Koeflizienten von x ;. in den beiden letzten
P
Termen von (4) gleich. Es folgt

m m

Z%@(IM):ZCLM Z ¢(JP):Z Z ap | ¢(Jp)

=1 J,NI,#0 P JoNI 70

=30 D0 b e(n) =D bo(K,).

p JoNK,#0

Satz 9. Die Treppenfunktionen auf R™ bilden einen Vektorraum T (R™). Das Integral
T®) =R £ [ fds

ist linear und monoton: [ fd¢ < [gde, falls f < g.

Beweis. Die Vektorraumeigenschaft und die Linearitéit sind klar nach der Definition.

Zur Monotonie: Sind f und g zwei Treppenfunktionen, so gibt es nach dem Zerlegungssatz
eine endliche Menge beschrinkter, paarweise disjunkter(!) Intervalle I, ..., I,,, so dass sich
f und g schreiben lassen als

m m
fzzaiX[iv g:ZﬁiX]i-
=0 =0

aus f < g folgt a; < 3; fiir alle ¢ und daraus [ fd¢ < [ gde. O
Definition 10 (Nullmengen). N C R" heiit ¢-Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 eine
Folge (1)) in I(R™) gibt, so dass
NclJ wd Y o) <e
k=0 k=0
Bemerkung: Wegen der Regularitéitseigenschaft gibt es dann auch immer eine solche Folge
(Ix) von offenen Intervallen. (Beweis?)
Beispiele 11. (i) Einpunktige Mengen sind p,,-Nullmengen.
(ii) R™\ {0} ist eine 0 -Nullmenge, aber {0} ist keine § -Nullmenge.

15



Beispiel 12 (Cantormenge) Die Cantormenge C entsteht aus dem Intervall [0, 1], indem
man das mittlere Drittel ]3, 3[ herausnimmt, aus jedem verbleibenden Intervall wieder das
mittlere Drittel herausnimmt usw. Durch die Konstruktion ergeben sich endliche Folgen von
Intervallen der Gesamtlinge

1,2, =, ...

[SCI )
O =~

Zu gegebenem € > 0 148t sich C also sogar durch nur endlich viele Intervalle einer Ge-
samtlinge = (%)k < e iiberdecken. Die Cantormenge ist daher eine p1-Nullmenge.

O

Satz 13. Abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beweis. Seien (N;);ecn eine Folge von ¢-Nullmengen und N = [J N;. Sei € > 0. Dann gibt es

zu jedem i € N eine Folge (I;;)jen, fir die N; C UjeN I;; und
Z ¢ 2z+1
7=0

Wir bezeichnen mit (Ji)xen die “Diagonalfolge”

Ioo, 1o, o1, 120, 111, L2, 130, 121, 112, Io3, . . .

N:UNiC U Iij:UJk-

ieN i,jEN keN

Dann ist

Andrerseits ist
m

kzzod)']k SZZ 1] <22l+1

i=0 j=0
Also ist Y 7 o d(Jg) < e. O

Beispiele 14. 1. Weil einpunktige Mengen p1-Nullmengen sind, ist die abzidhlbare Menge
Q C R eine p1-Nullmenge.

2. Die Cantormenge ist eine iiberabzihlbare p;-Nullmenge. Stellt man nédmlich die Zahlen
in C im ,, Trialsystem® dar, so erhélt man genau die Zahlen der Form 0.a1a2a3 ... mit a; # 1
fiir alle j. Diese Menge ist aber offensichtlich gleichméchtig zur Menge [0,1] C R dargestellt
im Dualsystem, also iiberabzéhlbar.

O
Definition 15. Sei ¢ ein Mafl auf R™.

(i) Zwei Funktionen f, g : R™ — R heiflen ¢-gleich, wenn es eine ¢-Nullmenge N gibt, so
dass

f

RP\ N = 9|R"\N-

Wir schreiben das als
f=¢9
Analog definiert man f <4 g etc.
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(ii) Eine Folge (f;) von Funktionen heifit ¢-konvergent gegen eine Funktion f, wenn es
eine ¢-Nullmenge N gibt, so dass lim f;(x) = f(x) fiir alle x ¢ N. Wir schreiben das
als

hHLﬂ1:¢ f.

(iii) Man sagt f : R™ — R ist eine ¢-definierte Funktion, wenn f auf dem Komplement
einer ¢-Nullmenge N definiert ist, eigentlich also eine Abbildung f : R\ N — R ist.

Wenn klar ist, von welchem Mafl die Rede ist, sagt man auch einfach ,,f und g sind fast-
iiberall gleich®, (f;) ist ,fast-iiberall konvergent‘“, f ist ,fast-iiberall definiert* etc.

In unserem Aufbau der Lebesgueschen Integrationstheorie spielen monotone Funktionen-
folgen eine wichtige Rolle. Eine einfache Situation beschreibt das folgende Lemma, dessen
Beweis erstaunlich schwierig ist.

Lemma 16 (Monotone Nullfolgen von Treppenfunktionen). Sei (h,,)men eine Folge
von Treppenfunktionen mit

(i) hpm >0 fiir alle m € N,

(ii) hpm(x) > hpyr(x) fir alle m € N und © € R™,

(i) 1My — o0 i =g 0.

Dann gilt
lim [ h,,d¢=0.

m—00

Beweis. Wegen der Monotonie geniigt es zu zeigen: Zu jedem € > 0 gibt es ein mg mit

/hmodq’) <e.

Sei also € > 0. Wir wiihlen ein kompaktes Intervall K € I(R"), auf dessen Komplement hg
und damit jedes h,, verschwinden, und ein M > 0 mit hg < Mx .

Zu jedem h,,, wihlen wir endlich viele paarweise disjunkte Intervalle J,,,, C K (1 < p < rpp,),
so dass

T
hop, = Z amprmp
p=1

und U;;’”l Jmp = K. Das ist moglich nach dem Zerlegungslemma angewendet auf K und die
Konstanzintervalle von h,,.

Damit definieren wir
Si={(m,p) |amp <e€}.

Sei N eine ¢-Nullmenge, auf deren Komplement lim,, oo Ay, = 0 ist, und sei dazu (Ji)ren
eine Folge offener Intervalle mit

N C U Jj, und Zqﬁ(jk) <e.

keN k=0
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Wir wollen auch die J,,, durch offene Intervalle ersetzen, um die Kompakheit von K aus-
nutzen zu kénnen. Wir wihlen dazu fur jedes (m, p) eine Zahl €,,, > 0 mit

00 Tm
g g €mp < 1,
m=0 p=1
etwa €, = 2+71,1+1, und ein offenes Intervall J,, mit

jmp D Jmp und qﬁ(jmp) — O(Jmp) < €mpe.

Ist limh,,(xz) = 0, so gibt es ein m mit hp,(z) < €, d.h ein (m,p) € S mit z € Jpp),.
Andernfalls ist x € N, also enthalten in einem J. Daher ist

we (i) o (Us)

Weil K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge Sy D S und ein [ € N, so dass

KC(Ujmp>U U :(LSJJmp>u<ngp\Jmp>u Uil ®

So k<l k<l

Sei mg das grofite der in Sy vorkommenden m’s und sei z € K.

o Gibt es (m, p) € Sp mit & € Jy,p, 50 ist hypy (2) < hin(2) = iy < €.

e Ist z in einer der beiden letzten Teilmengen von (B]), so ist jedenfalls hy,,(z) < M.

Also ist
hmg <€) x5, MY X5 g TMY X,
So So k<l
——
SXK

Mit der Monotonie des Integrals erhalten wir

/hmoqu < ed(K) + MY €mp)e + Me < (¢(K) + 2M)e.

Als Folgerung erhalten wir

Lemma 17. Fir I € I(R™) gilt

I ist ¢-Nullmenge <= ¢(I)=0.

Beweis. Zu (<). Trivial: Uberdecke I durch sich selbst und eine Folge leerer Intervalle.

Zu (== ). Die Folge (A, := X[)men ist eine monoton fallende Folge nicht-negativer Trep-
penfunktionen, die fiir alle z ¢ I gegen 0 konvergiert. Nach Voraussetzung ist sie also
¢-konvergent gegen 0. Daher gilt

o(I) = / B dp — 0.
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Lemma 18. Sind f,g € T(R™) mit f =4 g, so ist fir jedes Maf ¢
[ #do= [ gao.

Beweis. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass
f= Z%Xw 9= Zbﬂxlu
I I
mit denselben paarweise disjunkten Intervallen. Dann ist

[ 0= 0,01, [ odo =3 b.o(1,).

Aus a, # b, folgt nach Voraussetzung, dass I, eine ¢-Nullmenge ist, nach dem vorstehenden
Lemma also ¢(I,,) = 0 gilt. Damit folgt die Behauptung.

O

Im Zusammenhang mit der Monotonie werden wir es im folgenden héufig zu tun haben mit
dem Supremum von zwei (oder mehr) Funktionen:

Definition 19. Wir definieren

sup(f, 9)(x) := sup(f (), g())-

(Man kénnte das auch das Mazimum nennen, ist aber nicht iiblich).
Machen Sie sich klar, dass fiir reelle Zahlen(folgen) gilt
a>0 = sup(a+b,0) <a+sup(d,0),

sup(a, b) < sup(a,0) + sup(b, 0),
lima; =aund limb; =b = limsup(a,,b;) = sup(a,b).

—~ o~
x® N D
= —

Lemma 20. Das Lemma[16 gilt auch ohne die Voraussetzung (i).

Beweis. Definiere g,,, := sup(h,, 0). Die Treppenfunktion g,, entsteht also aus der Treppen-
funktion h,,, indem man auf den Konstanzintervallen mit negativem Funktionswert diesen
durch 0 ersetzt. Ist h,, < 0 auf einem Intervall I € I(R"), so konvergiert h,,(x) wegen der
Monotonie fiir kein x € I gegen Null. Weil aber lim A, =¢ 0, ist I eine ¢-Nullmenge, d.h.

Im =¢ o,

/ gmdd = / B do.

Dann erfiillt (g, )men die Voraussetzungen (i)-(iii) des Lemma [16] und daher ist

und

0= lim gmdd = lim hdo.

m—00 m—0o0
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1.3 Das Integral auf £ (¢)

e Wir erweitern nun den Integralbegriff auf Grenzwerte monoton wachsender Folgen von
Treppenfunktionen. Weil die Integralfolge dann ebenfalls monoton wachsend ist, muss
sie beschrénkt sein um zu konvergieren.

e Die so erhaltene Klasse £ (¢) von Funktionen ist sehr groB, sie umfasst insbesondere
alle stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger und im Fall vo ¢ = u alle Regelfunk-
tionen.

e Wir untersuchen die elementaren Eigenschaften des Integrals auf der Klasse £} (¢).

Sei ¢ ein Maf} auf R”™.

Definition 21. Wir bezeichnen mit £} (¢) die Menge aller Funktionen f : R" — R mit
folgender Eigenschaft:

Es gibt eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen (f;);en ()
mit beschréinkter Integralfolge ([ fi d¢)ien, so dass lim f; =4 f.

Wegen der Monotonie des Integrals auf Treppenfunktionen ist die beschréinkte Folge ( [ f; dp)ien
konvergent. Wir zeigen, dass der Limes nur von f abhéingt und bezeichnen ihn mit

/fd¢.

Wir nennen der Einfachheit halber (f;);en eine (integral)definierende Treppenfunktionsfolge
zu f.

Lemma 22. Seien (f;), (g;) monoton wachsende, ¢-konvergente Folgen von Treppenfunk-
tionen mit beschrdankten Integralfolgen und

f=1m f; <4 lim g; =: g.
11— 00 11— 00

Dann gilt
lim [ f;d¢ < lim / g; do.

Steht links Gleichheit, so auch rechts, und daraus folgt die gewiinschte Unabhéngigkeit der
Integraldefinition von der Wahl der definierenden Treppenfunktionsfolge.

Beweis. Wegen der Monotonie der Folgen ist
fi<¢ [ 9i <4 9,
Wir wéhlen ¢ € N und definieren
hj =sup(0, f; — g;).

Dann ist (h;);en eine monoton fallende Folge nicht negativer Treppenfunktionen, und weil
fi S¢ f §¢ 9, ISt
lim hj =4 sup(fi —¢,0) =4 0. (10)
j—oo

Nach Lemma [16] ist daher

0= tim [ hsdo> lin [ (7~ gy)do = [ fido~ i [ g5d0

J—0o0
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Also ist fiir alle ¢
[ fito < tim [ g0
j—o0
Daraus folgt mit ¢ — oo die Behauptung. O

Weiter gilt folgendes

Lemma 23. Ist f € L1(¢) und g =4 f, so ist g € LY (¢) und
[odo= [ ras

Beweis. Ist (f;) eine definierende Treppenfunktionsfolge fiir f, so ist es auch eine solche fiir
g. Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 24. Weil Q eine p1-Nullmenge ist, gilt fiir die charakteristische Funktion
f= XQ Tm 0€e £}§—(U1)-

Also ist f € LY (p1) und [ fdps = 0. Dagegen ist fj,1] keine Regelfunktion und nicht
Riemann-integrierbar.

O

Satz 25. Seien f,g € L} (¢) und a > 0. Dann gilt
(i) f+g€LL(¢) und [(f +g)dd = [ fdo+ [ gd.
(ii) af € LY(¢) und [afdp =a [ fdo.

(iii) f <o 9 = [ fdo < [ gdg.

(iv) sup(f,g) € LL(9).

Beweis. Zu (i) und (it). Folgen sofort aus der Definition des Integrals fiir £} (¢) und den
entsprechenden Aussagen fiir Treppenfunktionen.

Zu (iii). Das ist Lemma
Zu (). Sind (f;); und (g;); definierende Folgen von Treppenfunktionen zu f und g, so ist
Sup(fo,go) < Sup(fl?.gl) <...

eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen(!) mit
lim(sup(fi, 9:)) =4 sup(f, 9)-

Ist die Integralfolge beschrinkt?
sup(fi, gi;) < sup(fi,0) +sup(0, g;) = sup(fi — fo +fo,0) + sup(0, g — go +9o0)
7D — —
>0 >0

— fo +sup(fo,0) + g — go + sup(0, go)

I @A

fi
fi +9i — (fo+ g0 — sup(fo,0) —sup(0,g0)) = fi + gi — ho-

:Zho
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Daher gilt nach der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen

[suwtsignis < [ sao+ [ado— [ nodo,

und mit ([ f;d¢);, ([ gid$); ist auch diese Integralfolge beschriinkt. O

Beispiel 26. L (¢) ist kein Vektorraum:

Sei I; := [+, 4. Dann definiert
k 8
fu= Z 2xi; :
Jj=0 s f,
eine monoton wachsende Folge von Treppen- 4
funktionen mit beschréankter p-Integralfolge s
2
k 1
-3 3
/fkdul = 22] FrES] < 3 0.2 0.4 06 0.8 1
j=0

Also ist -
f=lmfi = 2x; € LL(n).
j=0

Dagegen ist —f ¢ £ (1), weil jede Treppenfunktion nach unten beschréinkt und deshalb
auf einem Intervall ]0, 4%[ grofler als f ist. Daher gibt es keine monoton wachsende Folge

von Treppenfunktionen, die p;-fast-iiberall gegen f konvergiert.

O

Satz 27. Sei f : R™ — R beschrinkt mit kompaktem Trdgeﬂ. Ist die Menge der Unstetig-
keitsstellen von f eine ¢-Nullmenge, so ist f € E}r(qﬁ). Insbesondere sind stetige Funktionen
[ :R™ — R mit kompaktem Triger in LY (¢) fir jedes Mafi .

Beweis. Sei K = [-R, R]"] € I(R™) ein kompakter Wiirfel, der den Triger von f enthilt,
und sei diam(K') der Durchmesser von K.

Durch i-fache Halbierung in jeder Koordinatenrichtung erhilt man 2™ Intervalle vom Durch-

messer )
1 i

die sich an den Réndern iiberlappen. Durch Anwendung des Zerlegungslemmas auf die In-
tervalle der i-ten Stufe erhilt man paarweise disjunkte Intervalle

Jioy - Jir,

mit folgenden Eigenschaften

2Der Triger einer Funktion f ist die abgeschlossene Hiille der Punktmenge {xz ‘ f(z) #0}.
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L
K=JJ; . . o
j=0
(ii) Fiir alle j ist
. 1\
diam J;; < (2> diam K.

(iii) Jedes Jj41); ist enthalten
in einem J; ;.

Wir setzen

ogj =1inf {f(z) |z € J;; } und f; == ZainJij'
=

Dann ist (f;) eine Folge von Treppenfunktionen. Wegen (i) und (iii) ist die Folge monoton
wachsend. Weiter gilt fiir alle 4

fi < sup f(z) x -
Deshalb ist die Integralfolge ([ f; d¢) beschriinkt durch sup,, f(z) ¢(K).

Aus der e-0-Definition der Stetigkeit folgt schliellich mit (i), (ii), dass lim; . fi(z) = f(z)
in allen Stetigkeitspunkten « von f. Also ist nach Voraussetzung lim; . fi =¢ f und (fi)ien
eine definierende Treppenfunktionsfolge fiir f. O

Beispiel 28. Der Rand eines Intervalls I € I(R™) ist die Vereinigung von endlich vielen
(n — 1)-dimensionalen Intervallen, also eine u,-Nullmenge. Ist daher f : I — R stetig und
beschrankt, und setzt man

0 sonst,

{f(m) firzel

so ist nach dem vorstehenden Satz f € £} (un).

In diesem Sinne sind also stetige Funktionen auf kompakten Intervallen in £1+ (t4n). Vergleiche
auch Beispiel [67]

O

Satz 29 (Regel- und Lebesgueintegral). Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Wir
setzen f(x) =0 fir x ¢ [a,b]. Dann gilt f € L (p1) und

[ i = /  fla)de.

Beweis. Sei (€;)ien eine positive Nullfolge. Nach Definition der Regelfunktionen gibt es dazu
eine Folge (f;)ien von Treppenfunktionen, so dass

fi— €iX[a,b] sf=fi+ €iXa,b]’
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Wir definieren Treppenfunktionen

gi = fi — Eix[a,b}’

hi = Sup(QOv ) 791)
Dann ist (h;);eny monoton wachsend, und offenbar
gi < hi < f <sup(|f)x, 4
Fiir alle x € R ist
lim g;(z) = lim f;(2) — lim €iX[q,b] = f(x)

und daher

lim h;(z) = f(z).

11— 00

Die Integralfolge der h; ist durch sup(|f|)(b— a) beschréinkt. Also ist f € £ (y1), und nach
Definition des Regel- und des Lebesgueintegrals ist

[ i = / ' fla)a.
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1.4 Das Integral auf £!(¢)

e Die Klasse £1+ (¢) ist zwar sehr grof, aber noch nicht grofl genug: Sie ist, wie das Bei-
spiel 26| gezeigt hat, nicht abgeschlossen beziiglich Differenzbildung. Dieses Manko ist
leicht zu beheben. Damit ist dann die Definition des Lebesgueintegrals abgeschlossen.

Sei ¢ ein Maf} auf R”™.

Definition 30. (i) Wir nennen
L) :={f—g|f,.9€Li(9)}
die Menge der beziiglich ¢ (Lebesque-)integrierbaren Funktionen.

(ii) Fiir h € £LY(¢) und f,g € L1 (¢) mit h = f — g definieren wir das Integral von & als

/ hdg = / fdo - / gds.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definition unabhiingig von der Wahl von (f, g) ist:
Sind f,g,f,j € L% (¢) und gilt )
f=F<49—3:
so folgt f +§ <4 f + g. Nach Satz [25{ist dann [ fd¢ + [ gd¢ < [ fdo + [ gd¢ und daher

/fd¢—/gd¢g/fd¢—/gd¢.

¢-Gleichheit der Funktionen impliziert die Gleichheit der Integrale.

Satz 31. (i) L'(¢) ist ein R-Vektorraum und

/ do: L1(¢) — R
ist linear.

(ii) Fiir f,g € L'(¢) gilt
f<og — /fd¢§/gd¢-

(iii) Fiir f,g € LY(¢) gilt
sup(f,9), inf(f, g) € L(¢).

(iv) Mit f € LY(p) ist auch |f| € L(p), und es gilt

[ sas1 < [ 15146

Beweis. Zu (i). dass £L1(¢) ein Vektorraum ist, ist klar. Die Linearitit ergibt sich leicht
aus Satz

Zu (ii). Siehe oben
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Zu (iii). Fir f = fi — fo mit f1, fo € L1 (¢) zeigt man durch Fallunterscheidung nach dem
Vorzeichen von fi; — fa:

sup(f,0) = sup(f1, f2) = J2,
eLi(9)  Li(9)

Also ist sup(f,0) € L1(¢). Daraus folgt fiir f,g € L(¢)

sup(f,g) = sup(f —g,0) + € L'(¢).

g
—_——— ~~

eLY(9)  eLY(9)

Weiter folgt
inf(f, g) = —sup(—f, —g) € L(¢).

Zu (). Aus (i) und
|f| = sup(f,0) + sup(—f,0)
folgt | f] € L1(¢). Aber —|f| < f < |f|, und die Monotonie liefert

- [1nias < [ sa0 < [ 11140

Korollar 32. Seien f € L'(¢) und g =, f. Dann gilt g € L'(¢) und
[ o= [ gao.

Beweis. Sei f = f1 — fo mit f; € L} (¢). Dann folgt
fir=g+fo=g f+fo=f1.
Nach Lemma [23]ist f; € £1 (¢) und daher
g=FH—f2€ L)

Die Gleichheit der Integrale folgt dann aus Punkt (4) im vorstehenden Satz. O
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2 Die Konvergenzsitze

Die meisten ,in der Praxis“ vorkommenden Funktionen sind integrierbar beziiglich aller
giangigen Integralbegriffe. Der Vorteil des Lebesgueschen Integrals gegeniiber dem Riemann-
schen oder dem Regelintegral ist sein angenehmes Verhalten bei Grenzwertprozessen im In-
tegranden. Das ist zum Beispiel wichtig, wenn es um die Konvergenz von Approximations-
oder Iterationsverfahren geht.

2.1 Der Konvergenzsatz von Beppo Levi

e Der Satz von Beppo Levi iiber die Integration monotoner Funktionenfolgen ist die
erste “Belohnung” fiir die miihevolle Integraldefinition.

e Als Anwendungen erhalten wir ein Kriterium fiir Integrabiltit und den Beweis, dass
alle Riemann-integrierbaren Funktionen auch Lebesgue-integrierbar sind.

e Das Lemma von Fatou ist ein Grenzwertsatz ohne Monotonievoraussetzung.

Sei ¢ ein Maf} auf R”™.

Das folgende Lemma besagt, dass £!(¢) und £} (¢) ,nicht so stark von einander abweichen®.
Wir werden spéter beweisen, dass beziiglich einer sehr natiirlichen Norm auf dem Vektorraum
L(¢) der Unterraum L4 (¢) dicht ist: die abgeschlossene Hiille von £ (¢) ist £(¢). Im
Augenblick bendtigen wir das Lemma, um Eigenschaft von £ (¢) auf £!(¢) zu iibertragen.

Lemma 33. Seien f € L'(¢) und e > 0. Dann gibt es g,h € L1 (¢) mit folgenden Eigen-
schaften:

(Z) f:gfhﬂ
(i) h >0,
(i) [hdg <.

Beweis. Nach Definition von £'(¢) gibt es g1, € L1 (¢) mit
f=91—hi.

Sei (s;) eine definierende Folge von Treppenfunktionen zu hy und k € N, so dass fiir das im

Lemma vorgegebene e gilt:
0§/h1d¢—/skd¢<e.

Dann gilt mit Ay = h1 — S, g2 = g1 — Sk
ha, g2 € LL(®), [ =g2— ha, /hz do < e.
Weil die Folge (s;) monoton wachsend und lim s; =4 hq, ist

ho Z¢ 0.

Das ist fast die Behauptung des Lemmas, nur ist hs moglicherweise auf einer ¢-Nullmenge
negativ. Wir setzen daher h := sup(hs,0) € L (¢) und g := f + h. Da diese Funktionen nur
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auf einer ¢-Nullmenge von hy und g, abweichen, sind sie ebenfalls in £} (¢) und erfiillen die
Behauptung. O

Satz 34 (von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz). Sei

fo<lo fi <o f2 <o ..o,

eine ¢—monoton wachsende Folge in L'(¢p) mit beschrinkter Integralfolge: Es gibt A € R
mit

/fid¢ < A fir alle i € N.
Dann gibt es f € L(¢) mit

f =9 hm fz’7

/ fdo = lim / fido.

Analoges gilt fiir ¢-monoton fallende Folgen: Betrachte (— f;)ien.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass

O=fH<fi<fa< ..

mit iiberall geltenden Ungleichungen. Die Folge

fi = sup(fo — fo. fr = fo. fo = fos- -, fi = fo)
hat ndmlich diese Eigenschaften, und es gilt fz =4 fi — fo fiir alle 4.
Den Beweis fithren wir entsprechend der Definition des Integrals in drei Schritten.

1. Schritt. Seien die f; Treppenfunktionen. Weil monotone beschrinkte Folgen konvergent
sind, miissen wir nur zeigen:

N :={z ‘ (fi(x)); unbeschréinkt } ist eine ¢-Nullmenge. (11)

Dann ist (f;)ien ¢-konvergent, und aus der Definition von £ (¢) folgt der Rest der Behaup-
tung.

Sei € > 0. Wir suchen eine Intervallfolge (I;), die N iiberdeckt und fiir die Z;io o(I;) <e.

Mit der oberen Schranke A fiir die Integralfolge setzen wir

E; := {x filx) > M}

€
Weil fo =0, ist Ey = 0. Wegen der Monotonie von (f;) ist

E; C Eiqq,

und nach Definition von N ist -
N C U E;.
i=0
Nun ist f; eine Treppenfunktionen, und E; deshalb Vereinigung endlich vieler disjunkter
Intervalle. Also sind die y B und damit die Funktionen x B\E_1 = XE, ~ XE,_, Treppen-
funktionen. Daher gibt es eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen (r;);en und eine
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Folge paarweise disjunkter Intervalle (I;);en in I(R™), so dass

T
XEN\Eioy — Z XI]-'

j=ri—1+1
Es folgt

E; = UOSJ,S”IJ- und N C L%Ij.
J

Weil f; > 0, ist nach Definition von E;

24 24
fi> ~ XB, T o Zoxlf
J:

i

und daher
oder

Damit ist bewiesen.

2. Schritt. Seien nun die f; € £ (¢) mit f; < fi41. Nach Definition von £} (¢) gibt es dann
zu jedem 7 eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen (s;;) en mit

lim s;; =4 f; und lim /sij do = /fZ do.
j—o0 j—o0

Die Funktionen
Sk ‘= Sup Sjj.
i,j<k
sind Treppenfunktion. Offenbar gilt
Sk < Sk41-
Aus der Monotonie und ¢-Konvergenz von (s;;);en sowie der Monotonie von (f;);en folgt
sij <¢ fi < fr fir alle i,j <k,
und daher
su <o fuund [sdo< [ frdo<a (12)

Nach dem 1. Schritt ist die Folge (s3) daher ¢-konvergent gegen eine Funktion f € £(¢)
und lim [ s d¢ = [ f d¢. Es bleibt zu zeigen, dass

e <q f, (13)
dann folgt aus die Behauptung. Fiir ¢+ < k ist
Sik < Sk <¢ [
Fiir £ — oo geht die linke Seite aber fast iiberall gegen f;, und damit folgt .
3. Schritt. Seien nun die f; € £(¢). Wir schreiben mit Hilfe von Lemma

F=Y (fi—fim)=> (g —h)=>_g—> h.

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Dabei seien g;, h; € L1 (¢) mit

1
fi—fi-=1=9; —hj, h; >0, /hjd@béﬁ_

Weil die f; — fj—1 wegen der vorausgesetzten Monotonie nicht negativ sind, sind mit den

h; auch die g; > 0. Dann sind aber (g;);en und (h;);eny monoton wachsende Folgen von
L (¢)-Funktionen mit beschréinkten Integralfolgen

/Bid¢<§:2jl+1 =1, /gid¢:/ﬁid¢+/fid¢< 14+ A
j=1

Nach dem 2. Schritt sind sie ¢-konvergent gegen g € £L1(¢) bzw. h € L!(¢), und die Integrale
konvergieren gegen [ gd¢ bzw. [ hdg.

Damit ist f; = §; — h; fiir i — oo fast iiberall konvergent gegen f := g — h € L1(¢) und die
Integrale konvergieren gegen [ fde. O

Korollar 35 (Integrierbarkeitskriterium). Seien f : R" — R und (I;)jen eine Folge
von Intervallen mit folgenden Eigenschaften

(i) f>40.
(i) I C I CIa C... und UjeNIj = R".

(i4i) Fiir alle j € N ist
Fx, € £19).

(iv) Die Integralfolge ([ fXde¢)jeN ist beschrinkt.

Dann gilt f € LY(¢) und

[ o=t [ 1, do.
Zusatz: Ist die Integralfolge unbeschrinkt, so ist f ¢ LY(¢).

Beweis. Die Folge (fx I-) jen erfiillt die Voraussetzungen des Beppo Levi, und sie konvergiert
J

iiberall gegen f. Daraus folgt die Behauptung. Den Zusatz beweisen Sie selbst. O

Beispiel 36. Konkret betrachten wir

1
J= X, iR R

beziiglich ¢ = p1 und die Intervallfolge I; := [—j, j]. Dann ist fx, eine Regelfunktion und
J
nach Satz 29 ist

7 dx 1
/fXIj:/1 2z

Es folgt f € £(py) und
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Korollar 37. Sei f € LY(¢), f >4 0 und [ fdp = 0. Dann ist f =4 0.

Beweis. Die Folge (if); ist wegen f >, 0 monoton wachsend und hat eine beschrénkte
Integralfolge: [(if)d¢ =i [(f)d¢ = 0. Also ist (if) fast-iiberall konvergent. Das ist aber
nur der Fall, wenn f =, 0. O

Beispiel 38 (Lebesgueintegral und Riemannintegral). Sei f : R — R. Zu jedem € > 0

gebe es Treppenfunktionen g, h, so dass

g<f<h und /(h—g)d,u1<e.

Dann hat f kompakten Tréger in einem Intervall [a,b], und die vorstehende Bedingung
bedeutet gerade, dass f dber [a,b] im Sinne von Riemann integrierbar ist.

Man findet (mittels sup- und inf-Bildung) Folgen (g;), (h;) von Treppenfunktionen mit
1
9i < git1 < f <hiy1 <h; und /(h1 —gi)dur < T
Diese sind nach dem Satz von B. Levi u;-konvergent gegen g, h € £!(p1) mit

g Slh f SMI h  und /(h_g) dﬂl =0.

Nach dem Korollar ist g =,, h, also f =,, g und daher f € L£'(u;). Weiter folgt

/fdm :/gdul :hm/gidﬂl /;f(@dm

Folgerung: Ist f : [a,b] — R integrierbar im Sinne von Riemann, so ist die auerhalb von
[a, b] mit 0 fortgesetzte Funktion f integrierbar beziiglich pq. Kurz: Riemann-integrierbare
Funktionen sind Lebesgue-integrierbar und ihr Riemannsches Integral ist gleich dem Lebes-
gueschen.

Das gilt mit derselben Argumentation auch auf dem R™.

O
Aber das Grenzwertverhalten fiir Folgen integrierbarer Funktionen ist in der Lebesgueschen
Theorie viel besser als beim Regel- oder Riemannintegral:

Beispiel 39. Wir betrachten die Folge (f;)ien mit
fi i =X0,11n 1z

Also ist fi(z) =1, wenn 0 < x < 1 und ilz € Z, und sonst = 0. Offenbar gilt
fi = firn < X q)

und
fro=tm fi =Xp 1 no

Die f; sind Treppenfunktionen, insbesondere also Regel- und Riemann-integrierbar. Ihr
Grenzwert f ist zwar beschrinkt, aber keine Regelfunktion und nicht Riemann-integrierbar.
Nach dem Satz von Beppo Levi (oder weil f =,, 0) ist f aber beziiglich p1 Lebesgue-
integrierbar und [ fdpy = lim [ f;duy = 0.

O
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Wenn man im Satz von Beppo Levi auf die Voraussetzung der Monotonie verzichtet, wird
die Behauptung falsch, wie das Beispiel der Folge f; = (fl)ix[(x 1])i€N in £1(uy) zeigt. Setzt
man aber schon voraus, dass die Folge (f;)ien von L!(¢$)-Funktionen fast iiberall gegen eine
Funktion f konvergiert, so kann man fragen, unter welchen Voraussetzungen f € L£1(¢) ist
und was man iiber | fd¢ wei. Eine Antwort darauf gibt das folgende Lemma von Fatou,
eine andere der Konvergenzsatz von Lebesgue im néchsten Abschnitt.

Um diesen Themenkreis aber wirklich gut zu verstehen, miiffite man Beispiele haben, in
denen die Grenzfunktion nicht integrierbar ist. Nichtintegrierbarkeit kann grob gesprochen
drei Ursachen haben:

e Die Funktion ist “zu unbeschréankt”, ihre Werte werden zu grofl.
e Die Funktionswerte fiir groles ||z| gehen nicht schnell genug gegen 0.

e Die Funktion ist zu “zappelig”, zu irregulér.

Die Folgen (% X )ien oder (X[,iyi])ieN liefern Grenzfunktionen, die aus dem ersten oder

1]
417

zweiten Grund nicht p;-integriebar sind. Nicht integrierbare Funktionen der dritten Art, also
nicht integrierbare beschrdnkte reelle Funktionen mit kompaktem Triger sind auflerordentlich

schwierig zu finden. Vergleichen Sie dazu Beispiel

Satz 40 (Lemma von Fatou). Sei (f;)ien eine Folge nicht negativer Funktionen in
LY(p) mit beschrinkter Integralfolge

/fi dop < A.
Sie sei ¢-konvergent gegen f : R™ — R. Dann ist f € L*(¢) und

/qusg liminf/fid(bgA.

Beweis. Zunéchst ist die Folge

g ‘= inf(anflw"?fi)

monoton fallend und g; >4 0. Also ist die Integralfolge beschrankt, und nach dem Satz von
Beppo Levi ist die Folge ¢-konvergent gegen die integrierbare Funktion

hO = inf(anf17"') € L"l(gb)

Nach demselben Argument sind die Funktionen

hi = Hlf(fl7 fi+17 .. )

integrierbar, und sie bilden eine monoton wachsende Folge. Wegen h; < f; ist die Inte-
gralfolge der h; durch A nach oben beschrinkt, und nach dem Satz von Beppo Levi ist h;
¢-konvergent gegen eine Funktion h € £1(¢) mit [ hdp < A. Andrerseits ist auBerhalb einer
¢-Nullmenge

f(z) =lim f;(x) = liminf f;(z) = h(x).
Also ist f € L'(¢) und [ fd¢ < A.
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Ist weiter B := liminf [ f; d¢, so gibt es eine Teilfolge (f;,), fiir die B = limy, [ f;, d¢.
Also gibt es zu jedem e > 0 eine Teilfolge (f;,) mit [ f;, d¢p < B + € fiir alle k. Weil auch
limy, f;, =¢ f, folgt nach dem oben Bewiesenen

/fd¢§B+e

fiir jedes € > 0 und daraus

/fd¢ <B= hminf/fi do.

Beispiel 41. Betrachten Sie (f; = X ien beziiglich p;.

z‘,i+1])
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2.2 Der Konvergenzsatz von Lebesgue
e Dieses ist neben Beppo Levi und Fatou der dritte wichtige Konvergenzsatz der Lebes-
gueschen Theorie.

e Als Anwendung erhalten wir einen oft benutzen Satz iiber die Differentiation von Inte-
gralen nach einem Parameter im Integranden. Wir untersuchen auch die Notwendigkeit
der dabei gemachten Voraussetzungen.

e Fine Anwendung des Differentiationssatzes ist die “Gliattung” stetiger Funktionen
durch Faltung mit einer geeigneten “Kernfunktion”. (Gleitender Mittelwert)

Sei ¢ ein Maf§ auf R™.

Satz 42 (von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz). Sei (f;)ien eine Folge in
LY(¢), die durch eine Funktion g € L1(¢) dominiert wird:

|fil <o g fir alle .
Weiter sei die Folge ¢p-konvergent gegen eine Funktion f:R™ — R:
f=¢ lim f;.
11— 00

Dann folgt
fe£i(o) umi{/ﬁ%iﬁ@&/fﬂ¢

Beweis. Die Folgen (g + f;)ien und (g — fi)ien in L£(¢) erfiillen die Voraussetzungen des
Lemmas 40| von Fatou (mit A =2 [ gdg).

Nach dem Lemma ist g + f € L1(¢), also auch f € £!(¢), und es gilt
tmin [(g+ £)do> [(g+ £)do und timint [(g- £)do> [(g- do

Daher ist
liminf/fi do > /fd(b (14)
und
—limsup/fi do = liminf/(—fi) d¢ > —/fd¢.
oder

mmw/ﬂws/&w. (15)

lim/fidQS:/fd(ﬁ.

Auf die Majorante kann man nicht verzichten:

Aus und folgt

Beispiel 43. Die Funktionenfolge ((i + 1)2X]0 1 })ieN von pi-integrierbaren Funktionen
]

konvergiert iiberall gegen 0, die Grenzfunktion ist integrierbar, aber die Integralfolge kon-
vergiert nicht. Die Funktionenfolge ist nicht £!(j;)-dominiert.

O
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Satz 44 (Differentiation unter dem Integral). Sei
FiR ] a,b[o R, (@8) — fo,t) = (@),
Es gelte:
(i) Fiir alle t €] a,b[ ist f; € L1().
(i) Fir alle x € R™ ist t — f(x,t) differenzierbar.

(iii) Es gibt g € L1($), so dass |%{ (,t)] <¢ g fiir allet €] a,b [

Dann ist
F:la,b[—> R, t — /ftd¢> differenzierbar,
g—{(.,t) € LY(¢) fiir jedest €]a,b]
und

G [ o= [ i oo

Beweis. Wir setzen

F(t) = /ft dg.
Sei (t;) eine gegen ¢ konvergente Folge in |a, b[\ {¢}. Dann ist
1 o
L (P() - P = [T (16)
(2 2
eL(¢)
Nun ist fiir fast alle «
Je. — fi flx,ti) — f(z,t) of . .«
i _ _ |97 o | < '
L=t ti—t wiws |3 @] < 9(@)
Also ist nach dem Satz von Lebesgue
mlm_ﬁ—fﬁgﬂeﬁw)

i—oo t; —t Ot

und

d =
éﬁpmm @_f@:/%@mw

71— 00

Konvention. Wir schreiben

[ P = | s,

falls die linke Seite existiert. Das ist sinnvoll, weil das Lebesgueintegral das Regelintegral
erweitert.

3Das ist zum Beispiel erfiillt, wenn |%| < My fiir ein M € R und kompaktes K € I(R™).

35



Beispiel 45. Wichtige Beispiele, in denen die Differentiation nach einem Parameter unter
dem Integral eine Rolle spielen, liefern

e die Gammafunktion I'(z) := [.°

ot letdt, x> 0,

e die Laplacetransformation F(s) := [;° f(t)e™*!dt.

(Beachten Sie hier die (traditionelle) Namensgebung fiir die Variablen.)
O

Aber nicht immer kann man die Ableitung nach einem Parameter in das Integral hineinzie-
hen:

Beispiel 46 (Boris Springborn).
Wir betrachten eine stetig differenzierbare

nicht negative Funktion h : R — R mit kom-
paktem Tréger und ¢ := [ hdu; > 0. Dazu be-

trachten wir die “von rechts kommende Welle” h
1 X
flz,t) :==th(z — ¥)7 f(z,0):=0.

Dann existieren

/f(.,t)d,ul = tc fir alle t € R

und

of h(z — 3+ in/(x — 1) fiir t #0,
O R A

ot 0 fir t = 0.

Fiir den zweiten Fall beachte, dass

aof . flzt) =0 I
ot @ 0) = i == = lim Al = 5) =0,

weil h kompakten Triger hat. Die partielle Ableitung ist fiir alle ¢ beziiglich x integrierbar,
und es ist
of

d
Lo = [odu =0 =5 [ 160

Also kann man die t-Ableitung nicht in das Integral hineinziehen.

O

Beispiel 47 (Gliattungsoperator, Faltung). Sei p : R — R nicht-negativ, stetig diffe-
renzierbar mit Tréiger in einem (kleinen) Intervall [—§,d] und [ pdus = 1. (Vergleichen Sie
den Abschnitt 4.3 im Skriptum zur Analysis I. Zum Beispiel kann man definieren

plz) = fof(x)

oo T
wobei 7(z) 1= exp(zzr5z) fiir 22 < 6 und 7(z) = 0 sonst.)

Der besseren Ubersicht wegen benutzen wir im folgenden die oben gemachte Konvention

/abf(l“)dx = /f(x)x[mb]dm-
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Fiir f € £Y(p1) definieren wir dann die Faltung mit p als

. t+6
f(t) = f=p(t) / f(z)p(t —x)de = f(2)p(t — z)du.

t—4&

Wir erhalten also f aus f durch gleitende, gewichtete Mittelung der Funktionswerte um jede
Stelle t.

Das setzt natiirlich voraus, dass x — f(x)p(t —x) € L' (u1). Wir werden spiiter sehen, dass
das wahr ist, vgl. Beispiel [51] und Satz

Offenbar ist ¢ — f(x)p(t — x) fiir jedes x differenzierbar und es gilt

0

o f(@)p(t — )

ot < (sup | (ONIf (@) € L (m)-

Daher ist f nach dem Satz differenzierbar und

/ F(@)pl(t - v) da

Bemerkung: Ist f gleichmiiflig stetig und € > 0, so gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(t)] < €,
falls |t — x| < 6. Wéhle zu § ein entsprechendes p. Dann hat man fiir alle ¢

/Oop(t—x)dx—l also f(t) / f)p(t — z)dx

— 00

Weil p(t — ) = 0 fiir [t — x| > § gilt weiter, dass

| f( |‘/ f(t) tfzdxf/ f(x)p(t — x)dx

< / () — F@)lplt — z)de

t+6
< / () — F@)|o(t — z)dx

—d
< €.

Gleichméfig stetige Funktionen lassen sich also gleichmé8ig durch differenzierbare Funktio-
nen approximieren.

O
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3 Messbare Funktionen

e Wir lernen mit den messbaren Funktionen eine Klasse von Funktionen kennen, die
gegeniiber algebraischen Operationen wie gegeniiber der ¢-Konvergenz abgeschlossen
ist, in der man also erstaunlich sorglos rechnen kann, die andererseits aber ganz nah
an der Klasse der integrierbaren Funktionen liegt:

e Die Nichtintegrierbarkeit einer Funktion kann zwei Griinde haben: Die Funktion ist
“zu grof}”, so dass das “Integral” unendlich wird. Oder die Funktion ist so “zappelig”,
dass das “Integral” vollig sinnlos ist. Messbare Funktionen sind solche, die nur aus
dem ersten Grund nicht integrierbar sind. Wenn man sie geeignet “kupiert”, werden
sie integrierbar, vgl. Satz

Definition 48. f : R™ — R heifit ¢-messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen
gibt, die ¢-konvergent gegen f ist.

Beispiel 49. £!(¢)-Funktionen sind ¢-messbar.

Im Gegensatz zur Integrierbarkeit ist Messbarkeit eine ,lokale* Eigenschaft:

Satz 50. Sei f:R™ — R. Dann gilt

J messbar <= Viciwn) f x; messbar.

Beweis. Zu (=). Ist lims; =4 f, so folgt lims;x; =4 fx; fiir jedes I € [(R").

Zu (). Sei (I;)jen eine Folge disjunkter beschrinkter Intervalle mit R™ = (J;Z, ;. Weil
J X, messbar ist, gibt es eine Folge (sjk)ken von Treppenfunktionen und eine ¢-Nullmenge
J

kli_)nolo sjk(a:)xlj(x) = f(a:)xlj(a:) fir alle ¢ N;.
Definiere die ¢-Nullmenge N :=J N; und

k
Sk «— Z SijIj.
7=0

Ist x € ;\ N und k >, so ist
skp(x) = si(x) — f(x).
Damit ist f ¢-mefbar. O

Beispiel 51. Ist f : R"™ — R auf dem Komplement einer ¢-Nullmenge stetig, so ist f
¢-messbar.

Beuweis. Sei W € I(RR™) ein beschriinktes Inervall vom Durchmesser A. Nach Satz[50|miissen
wir nur zeigen, dass fx - ¢-messbar ist. Wir zerlegen W durch sukzessive Seitenhalbierung
und Anwendung des Zerlegungslemmas in paarweise disjunkte Intervalle Iy1, ..., Ix,, vom
Durchmesser < QA,C und wéhlen z; € I;. Dann definiert

fi= ) Flawg)xy,

j=1
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eine Folge von Treppenfunktionen, die in allen Stetigkeitspunkten von f gegen f konvergiert.
O

Beispiel 52. Ist f : R — R monoton, so existieren in jedem Punkt der links- und der rechts-
seitige Funktionslimes, d.h. alle Unstetigkeitsstellen sind Sprungstellen. In dem kompakten
Intervall [a,b] hat f hochstens n Sprungstellen mit Sprung > W, also in dem kom-
pakten Intervall und dann auch auf ganz R hochstens abzéhlbare viele Unstetigkeitsstellen.
Also sind monotone Funktionen f: R — R beziiglich ;11 messbar.

O

Die folgenden Sitze 53] und [56] zeigen, dass der Begriff der Messbarkeit flexibler ist als der der
Integrierbarkeit. Weil andrerseits diese Begriff aber eng zusammenhéngen (vgl. Sitze |54 und
57), sind die messbaren Funktionen ein hilfreiches Instrument in der Integrationstheorie.

Satz 53. (i) Die ¢g-messbaren Funktionen bilden einen R-Vektorraum.

(i) Der Raum der ¢-messbaren Funktionen ist abgeschlossen beziiglich endlicher Produkte
und endlicher inf- bzw. sup-Bildung.

(iii) Der Quotient von ¢-messbaren Funktionen ist ¢p-messbar, wenn der Nenner nur auf
einer ¢-Nullmenge verschwindet.

(iv) Ist f : R™ — R ¢-messbar und h : J — R stetig auf dem Intervall J mit f(R™) C J,
so ist h o f ebenfalls ¢p-messbar.

Beweis. Zu (i) und (ii). Esist klar, dass die Treppenfunktionen einen gegen Multiplikation,
inf und sup abgeschlossenen Vektorraum bilden. Daraus folgt unmittelbar dasselbe fiir die
¢-messbaren Funktionen.

Zu (iii). Sei f : R™ — R fast-iiberall # 0. Sei (s;) eine Folge von Treppenfunktionen, die
fast-tiberall gegen f konvergiert. Definiere

() = {S%I), falls s;(z) # 0, .
0 sonst.

Dann ist (¢;);en eine Folge von Treppenfunktionen, die fast-iiberall gegen % konvergiert.
Zu (iv). Ich fithre den Beweis nur fiir den Spezialfall
J =[a,b[ mit a,b € R, a < b.

Es ist dann klar, wie die anderen Félle gehen. Sei also (s;) eine Folge von Treppenfunktionen,
die auf dem Komplement der ¢-Nullmenge N gegen f konvergiert. Beachten Sie, dass zu
jedem x ¢ N ein ig existiert, so dass s;(x) < b fiir alle ¢ > 5. Wir wihlen ein b’ €]a, b[ und
definieren
si(x), falls s;(z) € J
Si(x) ==V, falls s;(z) > b
a, falls s;(z) < a.

Das liefert eine Funktionsfolge, die ebenfalls auf R™\ N gegen f konvergiert, und deren
Werte in J liegen. Die Funktionen h o §; konvergieren wegen der Stetigkeit von h dann auf
dem Komplement von N gegen ho f, und sie sind ,, beinahe“ Treppenfunktionen, nur haben
sie im allgemeinen keinen kompakten Triiger. Aber die Funktionen

fi = X[-Li}” ho 51
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bilden eine Folge von Treppenfunktionen, die iiberall dort gegen ho f konvergiert, wo (s;)ien
gegen f konvergiert,. O

Satz 54 (Messbarkeit und Integrierbarkeit 1). Seien f,g: R™ — R Funktionen.
f sei g-messbar und g € L1 (¢). Dann gilt

(i) 1fl <o 9 = f€LYP).
(ii) f beschrinkt = fg € LY(¢).

Beweis. Zu (i). Wir nehmen zunéchst an, dass f > 0. Sei f =, lims; fiir eine Folge von
Treppenfunktionen (s;). Wir konnen o.E. annehmen, dass die s; > 0. Dann ist

f ¢ hm(lnf(slag))a
mit inf(s;,g) € L1(¢),0 < inf(s;, g) < g. Also ist nach dem Satz von Lebesgue f € L1(¢).
Ist f beliebig, so gilt

f = sup(f,0) — sup(-f£,0),

wobei beide Summanden durch g dominiert werden. Weil sup(f,0), sup(—f,0) > 0 sind sie
nach dem vorstehenden Beweis in £1(¢), also ist auch ihre Differenz ¢-integrierbar.

Zu (ii). fg ist messbar und |fg| < sup|f]| |g|. Mit g ist auch |g| € £!(¢), und deshalb folgt
E— ——

<oo

die Behauptung aus Teil (7). O

Beispiel 55. Die Aussage (ii) liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Integrierbarkeit
des Produktes zweier integrierbarer Funktionen.

Beachten Sie dagegen, dass f(x) := ﬁx]o, 1 € LY (1), aber f2(x) = %X]o, K LY ().

O
Satz 56. Seien (f;) eine Folge ¢p-messbarer Funktionen und f : R™ — R. Dann gilt
(i)
f=plimf; = f ist p-messbar.
(i)
f=sup(fo, f1,...) = [ ist p-messbar.
(iii)
f=1if(fo, f1,...) = [ ist p-messbar.
Beweis. Es geniigt, die Behauptung (i) zu beweisen, weil z.B.
inf(fo, f1,...) = kli_{roloinf(fov"wfk)
Das Infimum endlich vieler messbarer Funktionen fy, ..., fx ist aber nach Satz [53| messbar.

1. Fall: | f;| <1 fiir alle i. Wegen Satzmiissen wir nur zeigen, dass fx fiir jedes I € I(R")
messbar ist.
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Sei also I € I(R™). Nach Satz [54] (ii) gilt fiir alle 4

fiX]€£1(¢) und |fiX[|§X[€£1(¢)-

Nach dem Satz von Lebesgue ist daher
Fxp = lim (fix;) € £(9)-

Insbesondere ist fx; messbar.

2.Fall: f; beliebig. Nach Satz[53|ist (tanh f;) eine Folge messbarer Funktionen, die ¢-konver-
gent ist gegen tanh f. Nach dem 1. Fall ist tanh f messbar. Dann ist aber auch f =
tanh ™! o tanh o f messbar. O

Bemerkung. Langsam sehnt man sich nach einem Beispiel einer nicht messbaren Funktion.
Solche sind sehr schwer anzugeben, vgl. Beispiel[74] Alle “halbwegs anstéindigen” Funktionen
sind messbar.

f

Durch ,vertikales und horizontales Stutzen“ : / ) \

wird aus einer messbaren Funktion f eine in-
tegrierbare Funktion f, und das ist charakte-
ristisch fiir messbare Funktionen:

NS

Satz 57 (Messbarkeit und Integrierbarkeit 2). f: R" — R ist genau dann ¢-messbar,
wenn fiir jedes A > 0 und jedes K € I(R™) die “gestutzte” Funktion

f=inf(sup(f, —Ax ), +Axx)

in L1(¢) ist.

Beweis. Zu (=). Nach Satzist f ¢-messbar. Weiter gilt

fl < Axy € £1(9),

und daher ist f € £'(¢) nach dem Satz

Zu (<). Es gilt
= leH;o inf (sup(f, *kX[_hk}n)aJrkX[_k,k]n)'

Die Behauptung folgt daher aus Satz [56] O
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4 Sukzessive Integration: Fubini und Tonelli

e In diesem Abschnitt lernen wir, wie man mehrdimensionale Integrale auf niedriger-
dimensionale reduzieren kann. Das ist insbesondere von Bedeutung fiir die Integration
beziiglich des Lebesguemafles p, = p1 X ... X puq.

Satz 58 (Fubini). Seien ¢1 und ¢ Mafe auf R™ bzw. R™, und sei ¢ = ¢1 X ¢o das
Produktmap auf R™m*72. Sei f € L1(¢).
Dann gilt:

(i) Fiir ¢1-fast alle x1 ist f(x1,.) € L (¢2).
(i) Die (fiir ¢1-fast-alle x1 definierte) Funktion

F:a H/f(l”l»-)d(/b

/ Fdg, = / fdo.

Die Rollen von ¢1 und ¢2 lassen sich dabei vertauschen.

ist in L' (¢1) und

Kurzform:
/qub = / (/ qubg) dop, = / (/ fd(bl) doo, falls die linke Seite existiert.
Beweis. Vorbemerkung. Gilt der Satz fiir Funktionen fi,..., fx, so auch fiir deren Linear-

kombinationen. Das folgt unmittelbar aus der Linearitét des Integrals.

Teil 1: Der Satz gilt fiir Treppenfunktionen.

Nach der Vorbemerkung kénnen wir uns auf den Fall f = x, mit / € I(R") beschréinken.
Sei I = I; x I, die offensichtliche Zerlegung. Dann ist also fiir alle (x1,z2) € R™ x R™2

flar,m2) = xp, (21)xp, (22).

Es folgt
f(21,.) = X]l(xl)X[Q € Ll(¢2)
und

Fan) = [, o0)x, 02 = 62(Ta)xy o).

Damit ist F eine Treppenfunktion und € £'(¢;). SchlieBlich ist
[ Fdor=oa(ta) [y, don = oatyon(t) =60 = [ o,

Teil 2: Kin Lemma. Zum weiteren Beweis brauchen wir das folgende

Lemma 59. Unter den Voraussetzungen des Satzes sei M eine ¢-Nullmenge. Dann ist fir
¢1-fast alle x1 die Menge
]\4'951 = {1’2 | (1’1,1'2) c M}

eine ¢o-Nullmenge.
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Beweis des Lemmas. Fiir k € N sei (Iy;); eine Folge von Intervallen mit

= 1
M C Uy und > ¢(I)) < ST (17)
j=0
Definiere
@= X1,
k,j<l

Offenbar ist (g;);en eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, und nach
ist die Integralfolge beschrinkt:

l

/gl dp=> o(I;) <Y leﬂ <L

ki<l k=0

Fiir 1 € R™ definieren wir
Gi(z1) == /gl(xla-)d¢2~

Dann ist (G));en eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf dem R™*, und
nach dem Teil 1 unseres Beweises ist die Integralfolge beschrankt:

/Gld@ - /gldqs <1.

Nach dem Satz von Beppo Levi gibt es daher eine ¢1-Nullmenge N1, so dass (G(21))en fiir
alle 1 ¢ Ny konvergiert. Wir wollen zeigen, dass M, fiir z1 ¢ N; eine ¢o-Nullmenge ist.

Sei also 21 ¢ N;. Wir betrachten eine weitere monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen, nimlich (g;(x1,.))en. Die zugehorige Integralfolge ist wegen

/91(3317 Jdp2 = Gi(z1)
konvergent und damit beschrinkt. Nach dem Satz von Beppo Levi gibt es also eine ¢o-
Nullmenge Na, so dass (gi(71,22));cy fiir alle 22 ¢ Ny konvergiert.

Aber: Fiir (z1,22) € M, d.h. fur 9 € M,,, gibt es zu jedem k ein j mit (z1,22) € Iy;. Daher
liegt (21, x2) in unendlich vielen der Iy; und (g;(21,22))en ist divergent. Ist also z; ¢ Ny,
so ist My, C Ny und damit eine ¢o-Nullmenge. O

Teil 3: Der Satz gilt fiir f € £ (¢). Fiir welche z; ist f(21,.) € L' (¢9)?

Sei (s;)ien eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit

lim s; =¢ f, lim /si dop = /fd(b
1— 00 1— 00
Dann haben wir also eine ¢-Nullmenge
M := {(z1,32) | (si(21,22))ien konvergiert nicht gegen f(z1,22) } .

Nach dem Lemma aus Teil 2 gibt es eine ¢1-Nullmenge Ny, so dass M,, fiir alle 1 ¢ Ny
eine ¢o-Nullmenge ist. Das heifit, fiir alle z; ¢ Ny gilt

Zlgglo Si(xla ) =2 f(xla )

Nun ist (s;(x1,.)):en eine monoton wachsende Treppenfunktionsfolge. Wir untersuchen fiir
x1 ¢ Ny die Integralfolge

i) = [ sitor, o,
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Das ist aber (fiir beliebiges 21 € R™) eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,

fiir die nach Teil 1
[ sidor = [ sido [ fao. (18)

Die (S;)ien bilden also eine “Beppo-Levi-Folge”: Es gibt eine ¢;-Nullmenge Ny, so dass
(Si(x1))ien fur alle 1 ¢ Ny U Ny konvergiert, also beschriinkt ist.

Dann ist auch (s;(x1,.));en eine “Beppo Levi-Folge”, ihr ¢o-Grenzwert ist ¢o-integrierbar
und die Integrale konvergieren:

11}& si(w1,.) =g, f(x1,.) € L1 (P2)

K3

und

hm Si(llil) = hm Sz'(l‘l, )d¢2 = /f($17 ) = F(.Tl)

1— 00 1— 00

Weiter liefert Beppo Levi fiir die Folge (S;);en, dass F' € £(¢1) und

/ Fdg, = lim / Siden / fdo.

Teil 4: Schluss des Beweises: f € £'(¢). Die Behauptung folgt in diesem Falle aus Teil 3 und
der Vorbemerkung. O

Beispiel 60. Die Funktion f : R?2 — R mit

F(,y) = (= + y")xpg, 12, )

ist stetig auf einem kompakten Intervall, also nach Beispiel 28| uo-integrierbar. Nach Fubini

gilt
/fduz = / (/ f(%y)dm) dm = / (/(x2 +yQ)X[O,1](y)x[0,1](w)du1> dp.

Die pq-Integrale sind aber nach Satz[29) dasselbe wie die entsprechenden Regelintegrale. Wir
erhalten
1 1 1 3 |1 1 1 9
/fdug z/ (/ (m2+y2)dy) dazz/ (ny—&—y—) da::/ (2 + 2)dr = =.
0 0 0 3o 0 3

O

Bemerkung. Oft ist es nicht so schwer, die Existenz eines oder beider iterierter Integrale
J ([ fder)des und [([ fdpa)dpy zu zeigen. Leider folgt daraus im allgemeinen aber nicht,
dass f € L' (¢ X ¢2), so dass man den Satz von Fubini nicht anwenden kann. (Ein Beispiel
konnen Sie in den Ubungen konstruieren.) Man muf3 dazu etwas mehr verlangen:

Satz 61 (Tonmelli). Seien ¢1 und ¢o Mafle auf R™ bzw. R™2, und sei ¢ = ¢1 X ¢o das
Produktmaf auf R"T72. Sei f : RMT"2 — R ¢-messbar. Ferner existiere eines der beiden

folgenden Integrale:
/ </ |f|d¢2> d¢y  oder / (/ |f|d¢1> dos.

Dann ist f € LY(¢), also nach dem Satz von Fubini

s ] (s = ()
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Beweis. Sei Iy, := [—k, k]™ und
hi == inf (| f|x; , kxp,)-

Mit f sind nach Satz auch |f| und die hj messbar. Die Funktion hj wird durch die
integrierbare Funktion ky I dominiert und ist deshalb nach Satzintegrierbar. Also kénnen
wir den Satz von Fubini darauf anwenden:

fuso=  (fe) = (i)

Wir nehmen o.E. an, dass [ ([ |f|dp2)dpy existiert. Weil 0 < hg(21,.) < |f|(z1,.) und nach
Voraussetzung | f|(x1,.) € L' (¢2) fiir ¢1-fast alle x1, erhalten wir

/hkdqﬁﬁ/(/ﬂd%) dos. (19)

Die hy, bilden eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen, die iiberall gegen
| f| konvergieren. Die Integralfolge ist nach beschréinkt. Also ist | f| nach dem Satz von
B. Levi integrierbar. Nach Satz |54]ist damit auch f integrierbar. O

Beispiel 62.

Die Funktion g := inf(1, 2) ist z;-integrierbar (Satz
von Beppo Levi und Regelintegral mit Stammfunk-
tion). Sie dominiert die stetige und deshalb pu;-
messbare Funktion e*“"z, die daher nach Satz
ebenfalls in £ (u;) liegt.

Daher existiert das iterierte Integral

(e (o e
(fera) ([ ()

(Wir haben dz und dy anstelle von du; geschrieben um anzudeuten, auf welche Variable
sich die Integration bezieht.) Weiter ist e~ (@ +v?) stetig, also po-messbar. Damit folgt aus
dem Satz von Tonelli, dass
2 2
e~ (@ +y7) ¢ L (12)

2
/6*(m2+y2)dlu2 — </ ez2dx>

Wir werden spéter sehen, dass mit Hilfe mehrdimensionaler Integration die linke Seite leicht
zu berechnen ist. Das gibt dann eine Auswertung des in der Wahrscheinli;:hkeitstheorie
wichtigen und eindimensional nicht so leicht zu berechnenden Integrals [ e™* dy,.

und

ist.

O
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5 Messbare und integrierbare Mengen

e Wir betrachten messbare Mengen und ihr Maf}, und damit ein fundamentales Pro-
blem der Geometrie: Was st eigentlich der Flicheninhalt einer Teilmenge des R?, die
“krummlinig begrenzt” oder noch komplizierter ist? Was das Volumen eines Korpers
im R3? Und wie berechnet man das? (Beim axiomatischen Aufbau der Maf- und Inte-
grationstheorie steht der Begriff messbare Menge ganz am Anfang.)

e Wir kldren Zusammenhéinge zwischen Messbarkeit und Topologie.
e Wir berechnen das Volumen der n-dimensionalen Vollkugel.

e Wir lernen ein Beispiel einer nicht-messbaren Menge kennen.

Sei ¢ ein Maf} auf R”™.
Definition 63. Sei A C R".

i) A heifit ¢p-messbar bzw. ¢-integrierbar, wenn die charakteristische Funktion x , von A
A
¢-messbar bzw. ¢-integrierbar ist. Im letzteren Fall definiert man das Mafl von A als

o) i= [ x o

(ii) Fiir f:R" D B — R bezeichnen wir mit f : R” — R die triviale Erweiterung von f
durch f(z):=0 fir z ¢ B.

Ist A C B ¢-messbar, so nennen wir f ¢-messbar auf A bzw. ¢-integrierbar diber A,
wenn fx 4 ¢-messbar bzw. ¢-integrierbar ist. Im letzteren Fall schreibt man

feLl(A9)

/A fdo = / Fx 4o,

Beispiel 64. Jedes I € I(R") ist ¢-integrierbar, und die neue Definition von ¢(I) ist mit
der Maf3-Definition vertréglich.

und

O

Satz 65 (Die o-Algebra der messbaren Mengen).

(i) Komplement, abzihlbare Vereinigungen und abzihlbare Durchschnitte messbarer Men-
gen sind messbar. Die messbaren Mengen bilden eine sogenannte o-Algebra oder ein
Borelsystem.

(ii) (o-Additivitit) Ist (A;); eine Folge ¢-integrierbarer, paarweise disjunkter Mengen, so
gilt
A= UAi ist p-integrierbar <~ Z d(4;) < 0.
i=0

In diesem Fall ist

B(A) =D d(Ay).
=0
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Beweis. Zu (i). Fiir das Komplement C'A := R™\ A ist x4 = 1 — x 4. Die 1-Funktion ist
¢-messbar. Deshalb ist C' A mit A messbar.

Weiter hat man fiir U :=J A;, D :=[) 4;
Xy =S Xy, Xp = by,
?

WEeil inf und sup abzéhlbar vieler messbarer Funktionen messbar sind, sind mit den A; auch
U und D messbar.

Zu (#). Sei fr:= Zf:o X 4,- Dann ist (fx)ren eine monoton wachsende Folge in £*(¢) mit
k
fin o= [ fuds = 3" 0(4).
§=0
Ist x4 € L), so gilt wegen |fi| < X 4 nach dem Satz von Lebesgue

o) = [ xudo=tim [ fudo =3 o(4))
=0

Ist umgekehrt die Reihe konvergent, so folgt aus dem Satz von Beppo Levi, dass x 4, € L(9).
O

Beispiel 66 (Messbarkeit von Borelmengen). Sei A C R™ offen. Um zu zeigen, dass
A beziiglich eines jeden Mafles ¢ messbar ist, geniigt nach Satz [50| der Nachweis, dass AN [
fiir jedes I € I(R™) messbar ist. Durch fortgesetzte Halbierung in jeder Koordinatenrichtung
erhilt man zu jedem k € N eine Familie (Ij;)o<j<on beschrénkter Intervalle mit

> diam(I
Ulu=1 &mnam):4E§¥l.
j=0

Zuxz € ANI gibt es ein k € N mit Uaiams (2) C A und ein j mit & € Ii;. Dann ist aber
2k
I; C A, und wir haben gezeigt, dass

ANI = U I
ijCA

die Vereinigung von abzihlbar vielen beschrénkten Intervallen ist. Also ist A beziiglich eines
jeden Mafles ¢ messbar. Das gilt dann auch fiir alle Mengen, die man aus den offenen durch
Komplementbildung, abzihlbare Vereinigung und abzéhlbare Durchschnitte erhilt, also fiir
die sogenannten Borelmengen.

O

Beispiel 67 (Kompakte Mengen). Kompakte Mengen sind integrierbar beziiglich ei-
nes jeden Mafles: Als abgeschlossene Mengen sind sie messbar, und ihre charakteristische
Funktion wird dominiert durch eine Treppenfunktion.

Ist K C R™ kompakt und f : K — R stetig, so gibt es nach einem Satz der Topologie
(Tietzescher Erweiterungssatz) eine stetige und beschrinkte Erweiterung f : R" — R von f.
Nach Satz [54ist dann fx . € L1(¢), also f € L' (P, ¢) fiir jedes MaB ¢, stetige Funktionen
auf kompakten Mengen sind integrierbar beziiglich eines jeden Mafes.

O

47



Satz 68. Sei f: R" — R ¢-messbar. Dann sind die Mengen
A= {z|f(z)>0}

und

B:={z|f(z)>0}

¢-messbar.

Beweis. Zunichst ist g := sup(f,0) messbar. Weiter sind die Funktionen
hj(x) := inf(jg(z), 1)
messbar und konvergent gegen x 4. Also ist A messbar. Folglich ist auch die Menge
{z| - f(z)>0}

messbar. Schliefflich ist dann aber auch B als deren Komplement messbar. O

Satz 69. FEine Menge N C R" ist genau dann eine ¢-Nullmenge, wenn sie ¢-integrierbar
und ¢(N) =0 ist.

Beweis. Ist N eine ¢-Nullmenge, so ist x, =¢ 0. Daher ist N nach dem Korollar
integrierbar und ¢(N) = [ x yd¢ = [0d¢ = 0.

Ist umgekehrt x 5, ¢-integrierbar mit Integral = 0, so folgt aus dem Korollar @ zum Satz
von B. Levi, dass x ;y =¢ 0, also N eine ¢-Nullmenge. O

Satz 70. Fir i = 1,2 seien ¢; ein Maf§ auf R™ und f; : R™ — R nicht negativ. Wir
definieren ¢ := ¢1 X ¢o und f: R" = R™T"2 - R durch

f(z1,22) := fi(21) fa(22).

Dann gilt
(i) Ist fi € LY(¢;) fiiri=1,2, so ist f € LY(¢) und

[ o= [ ndon [ fadon.

(ii) Sind die f; beziglich ¢; messbar, so ist f beziiglich ¢ messbar.

Beweis. Vgl. Hausaufgaben.
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Korollar 71. Seien ¢1,¢2 und ¢ wie im Satz. Dann gilt

(i) Fiir ¢;-integrierbare Mengen A; C R™ ist A; x Ag ¢-integrierbar und
P(Ar X Az) = ¢1(A1)¢2(A2).

(ii) Fiir ¢;-messbare Mengen A; C R™ ist A; X Ag ¢-messbar.

(i4i) Ist Ny eine ¢1-Nullmenge, so ist Ny x R™ eine ¢-Nullmenge.

Beweis. Vgl. Hausaufgaben. O

Satz 72. Sei f : R™ — R eine nicht-negative integrierbare Funktion und
G = {(a:l, ey Tpgt) ‘ 0<zpy1 < f(xl,...,a:n)} c Rt
die Menge unter dem Graphen von f. Dann gilt
felt(p) <= Xa € L (pin11)-

In diesem Falle gilt
Nn+1(G) = /fd,un

Beweis. Zwei Vorbemerkungen: Setzen wir

91, Tng1) = T (f(T1, - T0) — Tpg)

S0 ist

G:{x |g(x)20}.
Nach den Sitzen [70] und [68]ist G daher messbar beziiglich pi,41 = i X p1.

Zum anderen ist

1 fiir 0 <zpi1 < fz,...,20)

T1yeensTny & =
XG( ! m Tn+1) {O sonst

= X[, f(a1, ... ,zn)](xn—i-l)

und
/X[O,f(:vl,...,.’ltn)]d’ul = f(xla cee ,.’I}n)-

Zu (<). Tst x € L' (pint1), s0 liefert der Satz von Fubini

tnt+1(G) = /XGd,un+1 = / (/X[O,f(ml,...,xn)](x"Jrl)d'ul) dpn = /fdﬂn- (20)

Zu (=). Ist f € LY(uy), so existiert die rechte Seite von (20). Wir kénnen den Satz von
Tonelli anwenden und erhalten die Integrierbarkeit von x.. O
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Beispiel 73 (Das Volumen der n-dimensionalen Vollkugel). Sei

Dr = {xeR"

foﬁrQ}.

die n-dimensionale Vollkugel vom Radius r. D) ist als kompakte Menge p,-integrierbar
Der Fall n =1 ist trivial:

p(Dy) = pa([=r, +7]) = 2r.
Fiir hoheres n versuchen wir nun,

Vn(r) = l‘n(Df)

mit dem Satz von Fubini zu berechnen, indem wir die Identitét

XD?(xl, R XD:L/:’—ix%((Eh . ,xn,l)x[_ﬁ +r](x")
benutzen. Wir schreiben wieder
dpin = d(pn—1 X p1), dpy =: doy,
und erhalten:

Vn(T) = /XD;L dpty,

— [ [ xpn s

/r2 2
I T

d:un—l)d-rn
:/X[,nr](xn)vn—l( 7"2_33%) dx,,.

Wir nehmen nun an, wir hiitten schon gezeigt, dass das Volumen der (n — 1)-Kugel propor-
tional zur (n — 1)-ten Potenz des Radius ist, also V;,_1(r) = vp_17r"~

L mit
vg = V(1) fur alle k.
Fiir n = 1 stimmt das ja. Dann folgt weiter

Va(r) = /X[,T r}(mn)vnfl V2 — x%nil dry, = vp_1 /X[_r 7,](ﬂt‘n)\/TQ — a2 " dx,

r n—1 r n—1
= vn,l/ V2 —t2 dt = vn,l/ "1 — (t)r)? dt
—r —r

" -11 1 -1
= s [T L= [ VT ar
. r 1

Also ist dann V,,(r) proportional zu r"

Vo (r) = o™,
Setzen wir

NE

1 n—1
I, = / V1—-72  dr = / cos™ t dt,
_1 Substitution

so haben wir weiter gefunden, dass

INE

Up = Up_1lp = Vp_olpnln_1.
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Durch partielle Integration folgt

-1
L,="""1,, firn>2,
n
mit I; = 5, I = 2. Dann ist aber
—1)(n—2 -2
I, 1= wln72ln73 = n I, oI, 3=...
n(n —1) n
2 .
B LY fiir gerades n on
%Ilfo fiir ungerades n.
Damit gilt
T 2m+1ﬂ.m
Vam = P T g T 2m ot 1)

Mit Hilfe der Gammafunktion (vgl. Beispiel kann man das einheitlich so schreiben:

(vm)"
L(g+1)

Un =

Es ergeben sich die folgenden Volumina der Kugeln und daraus durch Differentiation die
(n — 1)-dimensionalen Volumina der zugehorigen Sphéren:

n 1 2 3 4 ) 6 7
Volumen(D?) || 2v | wr? | gwr® | In?rt | S | dxdeb | Ao qdpT
Oberflache(D}) 27 | dmr? | 2n%r3 | Sart | w3pS | 036

Nicht-messbare Mengen sind auflerordentlich schwer zu finden:

Beispiel 74 (Nicht-messbare Menge). Durch  ~ y <= z —y € Q wird auf ]0,1]
eine Aquivalenzrelation definiert. Sei M C]0,1[ eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element enthélt. Dann ist M nicht p1-messbar.

Beweis. Ist x €]0,1][, so gibt es ein dazu dquivalentes y € M. Dann ist r := x — y rational
und liegt offenbar in | — 1,1[. Also ist

jo1[cM:= |J (+M)c]-12[
reQn]—-1,1]

Weil M aus jeder Aquivalenzklasse nur ein Element enthilt, sind die r + M paarweise
disjunkt.

Annahme: M ist p;-messbar.

Wegen 0 < x;, < X 1,9 ist M dann sogar p;-integrierbar und (Beweis ?) auch r + M fiir
jedes r € Q@ N] — 1,1] integrierbar mit

pa(r+ M) = pn (M).
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e Wire pg (M) = 0, d.h. M eine p;-Nullmenge, so wire auch die abzéihlbare Vereinigung
M eine pq-Nullmenge im Widerspruch zu 0,1 [C M.

o Wire p1 (M) > 0, so wire nach der o-Additivitét
pr(l = 1,20) = (M) =D pin(r + M) = oo.
Widerspruch!

Also war die Annahme der Messbarkeit falsch.
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6 Der Transformationssatz

e Hiufig hat man Integrationsprobleme mit gewissen Symmetrieeigenschaften des Inte-
grationsbereiches. Dann sind andere als die Euklidischen Koordinaten sehr hilfreich.
Wir lernen in den folgenden Abschnitten, wie man dafiir die Integrale umschreibt. Der
Kernpunkt ist die Volumenverzerrung durch die Koordinatenabbildung.

Wir betrachten in diesem Kapitel

das Lebesguemaf p,, auf R".

Integrierbarkeit, Messbarkeit und Nullmengen beziehen sich stets darauf. Wir wollen folgen-
de Frage untersuchen:

Seien A C R™ integrierbar und h : R™ — R™. Wie verhalten sich u,(A4) und p,(h(4))
zueinander? Wie wird also das n-dimensionale Volumen einer Menge durch eine Abbildung
h verzerrt?

6.1 Nullmengen und Verzerrung durch lineare Abbildungen

e Was passiert mit Nullmengen unter C'*-Abbildungen?

e Lineare Abbildungen bilden Wiirfel oder Quader in Parallelotope ab. Die elementar-
geometrische Volumenverzerrung wird dabei durch die Determinante beschrieben. Wir
lernen, dass das auch fiir die Volumenverzerrung messbarer Mengen zutrifft.

Zwei Vorbemerkungen:

1. Fast-disjunkte Intervalle. Der Rand eines Intervalls aus I(R™) ist die Vereinigung von
endlich vielen niedriger-dimensionalen Intervallen und deshalb eine u,-Nullmenge. Darum
ist u, additiv (sogar o-additiv) auch fiir nicht notwendig paarweise disjunkte Intervalle,
wenn sie sich allenfalls an den Réndern iiberlappen. Das ist sehr angenehm zum Beispiel
bei Argumenten mit Intervall-Halbierung. Wir geben dieser Situation der Einfachheit einen
Namen:

Definition 75. Eine Familie (I;);cs beschrankter Intervalle, die sich allenfalls am Rande
iiberlappen, d.h. deren offene Kerne I JQ paarweise disjunkt sind, nennen wir fast-disjunkt.

Ist also (I;);en eine fast-disjunkte Folge in I(R™) und |JI; beschrénkt, so gilt

pn(J 1) =Y i (T).
jeN jEN
2. Wiirfel. Der Schrankensatz
[A(y) — h(z)|| < (sup || DA|) ly — =||

gibt eine Abschétzung fiir die lineare Verzerrung und damit fiir die Verzerrung von Kugeln.
Wenn wir

statt der iiblichen Euklidischen Norm auf dem R™ die sup-Norm ||.||« verwenden,
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sind die Kugeln achsenparallele Wiirfel, d.h. spezielle beschrénkte Intervalle in I(R™). Die
Methoden der Analysis II werden damit auch fiir unseren Aufbau der Integrationstheorie
verfiigbhar.

Allerdings miissen wir uns erst noch klarmachen, dass es an vielen Stellen der Integrations-
theorie geniigt, mit Wiirfeln statt mit Intervallen zu argumentieren. Dem ist ein Teil dieses
Abschnittes gewidmet.

Definition 76. Fiir p € R™ und r > 0 sei

W(p,r) = {(ml,...,mn)

o= plle = sup s pi <7

1<i<n

die abgeschlossene Vollkugel um p vom Radius r in der sup-Norm.

Lemma 77 (Ausschopfungslemma). Seien G C R™ offen und r > 0. Dann gibt es eine
Folge fast-disjunkter, kompakter Wiirfel (W;);en mit Kantenlingen < r und

G=Jw.

€N

Beweis. Fiir k € N sel

T ‘ (2m; + 1)r
=

Wk:{W((lEl,...,xn)72kH) 2k7+1 mit mZEZ}

Die Wiirfel aus W, bilden dann eine Zerlegung des
R™ in fast-disjunkte Wiirfel der Kantenlénge 5, und
zu jedem W € Wy gibt es ein W € W, mit
W c W. Die Wiirfel von W41 erhélt man, wenn

man die Wiirfel von Wj, in jeder Koordinatenrich- H

tung halbiert. T
Sei W& :=0) und sei W fiir k € N die Menge aller

W € Wy, die ganz in G liegen und die nicht schon in

einem Wiirfel aus W,?_l enthalten sind.

Dann ist WY := (J;=, Wy, abzihlbar, die W € W¢
sind fast-disjunkt und Uy cppe W =G.

Lemma 78 (Nullmengen und Wiirfel). Seien r > 0 und N C R™.

N st genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 eine Folge (W; = W (ps,7i))ien
von kompakten Wiirfeln gibt, so dass

N C U Wi, Z,un(Wi) <e, und firallei r; <.
iEN iEN

Beweis. Die Bedingung ist offenbar hinreichend.
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Ist andrerseits N eine p,,-Nullmenge, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Folge (I;);jen offener
Intervalle aus I(R™), die N iiberdeckt, und fiir die

Zﬂn(-rj) <€

jEN

Zu jedem I; gibt es nach Lemma [77| eine Folge fast-disjunkter kompakter Wiirfel (WZJ )ieN
mit Kantenldngen < r und Vereinigung I;. Fiir diese gilt

> (W) = pn(I).

i€EN

Die als Folge numerierten WZJ iiberdecken dann N und haben ein Gesamtmaf} < e. O

Lemma 79 (C!-Bilder von Nullmengen). Seien G C R™ offen, h : G — R" stetig
differenzierbar und N C G eine Nullmenge. Dann ist auch h(N) eine Nullmenge.

Bemerkung. Das gilt nicht fiir stetige Abbildungen. Peano hat 1890 ein Beispiel fiir eine
stetige Abbildung der Nullmenge {(m, 0) ’ 0<z< 1} C R? in den R? gegeben, deren Bild
das Einheitsquadrat ist. Vgl. z.B. Barner-Flohr, Analysis II, p. 40.

Beweis. Nach dem Ausschopfungslemma gibt es eine Folge kompakter Wiirfel (W) en mit
G={ jeN W;. Weil die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, geniigt
daher der Nachweis, dass h(N N W) fiir jeden kompakten Wiirfel W C G eine Nullmenge
ist. Zu einem solchen W = W (p,) gibt es ein R > r mit W = W (p, R) C G (Beweis?). Weil

f stetig auf dem kompakten W ist, existiert

M = max{||Dmh|| ‘x = W}.

Sei nun € > 0. Nach Lemma [78] gibt es eine Folge von Wiirfeln W; = W (p;, r;) der Kan-
tenlinge < R —r mit NNW C JW; und > p,(W;) < e. Wir kénnen o.E. annehmen,
dass (NN W)NW; # 0 fiir alle i € N. Dann liegen alle W; in W. Daher ist nach dem
Schrankensatz

h(Wl) = h(W(pz, 7’1)) C W(h(pl), MTl)

Damit ist
h(N W) C W (h(p:), Mry) and > pin (W (h(ps), Mri) = M™> " i (W;) < M"e.

Also ist h(N N W) eine p,-Nullmenge. O

Wir betrachten jetzt das oben angesprochene Problem der Volumenverzerrung zunéchst fiir
(lineare) Isomorphismen h : R” — R"™.

Nach linearer Algebra (vgl. Fischer, p.94, Satz 2.7.3) ist jeder Automorphismus von R” das
Produkt endlich-vieler elementarer Automorphismen. Dabei heifit ein Automorphismus h
elementar, wenn er von einem der folgenden drei Typen ist:

e h multipliziert eine Komponente mit A\ # 0.
e h vertauscht zwei Komponenten

o h(xy,...,xn) = (1 + X2, 22,...,2,).
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Lemma 80 (Verzerrung durch elementare Isomorphismen). Sei h : R" — R" ein
elementarer Automorphismus und W ein kompakter Wiirfel. Dann ist h(W) kompakt, also
integrierbar, und es gilt

Ha(h(W)) = | det h | o (W). (21)

Beweis. Fiir die beiden ersten Typen elementarer Isomorphismen ist die Behauptung klar,
weil h(W) ein Intervall ist, dessen Volumen sich elementar errechnet.

Sei also h vom dritten Typ und
W =W, x...x W,.

Dann gilt
Xh(W)(Ih R ,wn) = X(:ch + Wl)(xl)XWQ N Wn(xg, R ,xn).

Dabei bezeichnet zo + W das um zo verschobene Intervall W7, fiir das offenbar

pi(re + Wi) = i (Wh).

Nach dem Satz von Fubini existiert

/X(xg +W1)(')XWQ % ...Wn(xQ’ s Tp) dpn = pa (22 + VVl)X{/V2 % ,..Wn(xz’ ey Tp)

= ,U/I(WI)XW2 % .. ‘Wn(:EZa ce. 7xn)7

und es gilt
Nn(h(W)) = /Xh(W)dMn = /:Ul(VVI)XVV2 > “,Wndﬂnfl
= ,ul(Wl)un_l(Wg X ... X Wn) = ILLn(W).
Aus det(h) =1 folgt die Behauptung,. O

Weil Xp(w) © h = Xy, ist, kann man die Formel auch so schreiben:

Wir wollen diese Formel nun schrittweise verallgemeinern auf beliebige Automorphismen h
und integrierbare Funktionen f anstelle von Xp(w):

1. Schritt. Seien h ein elementarer Automorphismus und f = x 4 fiir eine offene und be-
schriinkte Teilmenge A C R™. Dann ist auch h~1(A) offen und nach dem Ausschépfungslemma
die Vereinigung abzihlbar vieler fast-disjunkter kompakter Wiirfel: h=1(A) = Uien Ws-
Weil h injektiv und nullmengentreu ist, ist dann A = (J, .y h(W;) mit fast-disjunkten h(W;),
also

ieN

o0
XA =tn Z Xh(W;):
1=0

Weil A beschrénkt ist, ist x 4, € LY (11,,), und wie im Beweis der o-Additivitit folgt mit

/XAd,Un = Z/Xh(Wi)dM” = Z /(Xh(Wl) o h)| det h|dp,
=0 =0

= /(XUieN h(Wi) © h)| det h|du, = /(XAO h)| det h|d .
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2. Schritt. Sei h; ein beliebiger Automorphismus des R™, ho ein elementarer Automorphis-
mus, A C R" offen und beschrénkt, und fiir f = x , gelte

[ = [0l dethldu,

Dann gilt nach dem 1. Schritt
/fdpn = /(f o hy)|det hy|du, = /thl(A)|det hi|dpy, = | det hq| /Xh;1(A)dﬂn
= \det h1| /(Xhl_l(A) @) hg)‘ det h2|d,u,n = /(f @) (hl (@) hQ))‘ det(h1 o h2)|d/1,n

Weil aber jeder Automorphismus das endliche Produkt elementarer Automorphismen ist,
erhalten wir mit den 1. Schritt: Ist f = x , fiir ein offenes und beschrénktes A C R", so gilt
fiir jeden Automorphismus A : R" — R"

[ faun= [(ron)detn|du,. (23)

3. Schritt. Ist f € T(R"), so ist f =, 2521

AjX ;. mit offenen beschrinkten Intervallen
J
I;. Wegen der Linearitét des Integrals gilt (23|) daher auch fiir Treppenfunktionen f.

4. Schritt. Ist & : R" — R" ein Automorphismus, ist f € £1 (11,) und ist (f;);en eine mono-
ton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit f = lim,,, also [ fdu, = lim;_ [ fidpn,
so ist ((fi o h)|det h|),cy nach dem 3. Schritt eine offenbar monoton wachsende Folge inte-
grierbarer Funktionen mit beschriankter Integralfolge

( [tomidechidu, = [ fidunleN

Nach Beppo Levi ist (f o h)|det h| =, lim;_.(fi o h)|det h| € L' (uy,) und gilt auch
fir f € L3 ().

Schlieflich gilt die Behauptung wegen der Linearitiit des Integrals dann auch fiir f € £(u.,),
und wir erhalten den folgenden Satz:

Satz 81 (Transformationssatz fiir lineare Isomorphismen). Seien h : R" — R" ein
Automorphismus und f € LY (). Dann ist auch foh € LY (uy,) und es gilt

[ fadun= [(ron)detn|du,. (24)

Beispiel 82 (Ellipsenfliche). Der Isomorphismus h : (z,y) — (az, by) mit a,b > 0 bildet
den Einheitkreis D auf die Ellipse mit den Halbachsen a und b ab. Deren Fliche ist deshalb
gleich der Fliche 7 des Einheitskreises mal | det h | = ab:

F= /Xh(D)duQ = /(Xh(D) o h)abdug = ab/XDd,ug = abm.
O

Wenn h kein Automorphismus, sondern ein Diffeomorphismus, also eine stetig differenzierba-
re Abbildung mit stetig differenzierbarem Inversen ist, liefert die allgemeine Philosophie der
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Differentialrechnung sofort eine Vermutung, wie man diese Formel verallgemeinern sollte:
Statt der Determinante von h sollte wohl die Determinante der Ableitung von h auftreten:

/fdun :/(foh)\dech|dun.

Der Beweis dieser Formel ist unser Ziel in den folgenden Abschnitten. Wenn wir f nur {iber
einen Bereich h(G) integrieren wollen, miissen wir f ersetzen durch f Xn(G)y: Es ergibt sich

[ Py = [ (P el det DRl dn = [ (@ ixldet Dhld,

oder, nach Seitenvertauschung,

/(th)|det Dh|dun:/ fdun.
el (@)

Fiir das Verstédndnis des Transformationssatzes ist es iiberaus hilfreich, sich diese Formel
an der folgenden Skizze klarzumachen. Die Determinante liefert die Verzerrung der Grund-
fliche, wihrend die Ordinaten, also die Funktionswerte, bei der Transformation f +— foh
unveréndert bleiben.

Graph (fO h) Graph ( f )

S A ey

G -~ T\ h(G)

v

Y
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6.2 Verzerrung durch C'-Diffeomorphismen

e Die infinitesimale Volumenverzerrung eines Diffeomorphismus wird durch lineare Ap-
proximation berechnet und ist deshalb gegeben durch die Determinante der Funktio-
nalmatrix.

e Die globale Volumenverzerrung eines Diffeomorphismus ergibt sich durch Integration
der infinitesimalen Verzerrung.

Die beiden folgenden Lemmata beschreiben infinitesimal und global die Volumenverzerrung
von Wiirfeln durch C 1—Diffeomorphismeﬂﬂ

Lemma 83 (Infinitesimale Wiirfelverzerrung). Seien G C R" offen, h : G — R" stetig
differenzierbar, p € G und D,h bijektiv. Sei (W;) eine Folge kompakter, nicht entarteteﬂ
Wiirfel in G mit

lim diam W; =0 und p e[ |Wi

71— 00

Dann sind die h(W;) kompakt, also integrierbar, und

im = |det D,h|.

Beweis. 1. Schritt. Wir kénnen o.E. annehmen, dass D,h = id.
Sonst setzen wir g := (D,h)~!. Dann ist

P (R(W3)) — pa(M(W3))  pin(g o h(W3))

_ _ fin(g © h(W:))
pn(Wi) (g o h(Wi))  pn(Wi)  LemmaBQ

ﬂn(Wl)

| det Dyyh |

und D,(go h) = id.

2. Schritt. Sei also D h = id. Dann folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit und dem
Schrankensatz, dass es zu jedem e €]0,1[ eine Umgebung U von p gibt, so dass fiir alle
7.q €U

1h(q) = ()l < (L +e)lla = ¢l
Mit dem Umkehrsatz erhilt man ebenso eine Umgebung, auf der
1

——ln(a) — h(&)]

lg—d'll <
Nach eventueller Verkleinerung von U erhalten wir fiir alle q,q' € U

(1 =allg—d'l < lh(g) = () < A+ )llg — ¢l

Weil wir mit der Supremumsnorm arbeiten, bedeutet das aber fiir alle Wiirfel W (g, r) C U,
dass

W(h(q),(1 —€)r)) C (W (g, 7)) C W(h(q),(1 +€)r).

4 Zur Erinnerung: C'-Diffeomorphismen sind bijektive, stetig differenzierbare Abbildungen mit stetig
differenzierbarem Inversen.
5D.h. mit positiver Kantenléinge, also p,, (W;) > 0.
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Also ist

A - A\ W(h(q),(1+e)r)
(1= @) < pn(B(W (g, 1) < (1402 (E)
¢

und deshalb Wian W(h(g),(1-e)r)

n ILLn(h(W(p’ T))) n g g

1l—e)" < ————2 222 < (146"

b= W) =0
Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 84 (Globale Wiirfelverzerrung). Seien G C R™ offen und h : G — R" ein
C'-Diffeomorphismus. Sei W ein kompakter Wiirfel in G. Dann ist h(W) kompakt, also
integrierbar, |det Dh| € LY(W, pp) und

(V) = [ [det D . (25)

Vergleichen Sie das mit Lemma
Die Gleichung kénnen wir auch schreiben als

dnz/ h)|det Dh | duy,. 26
/h(G)xh(W) = [ Capy ol det DA ds (26)

Beweis von Lemmal[84 Sei L die Kantenlinge von W. Wir unterteilen W durch fortgesetzte
Halbierung. Zu jedem k erhalten wir so 2" kompakte fast-disjunkte Wiirfel (Wij)i<j<onrn
der Kantenlinge L/2*, so dass fiir jedes k € N

2kn 2kn
W = U Wi und Xy =u, Z Xiw,,-
j=1

Weil h injektiv und nach Lemma [79 nullmengentreu ist, folgt

2kn

W) ~Hn Z Xn(Wiy)'
j=1

Wir definieren eine Folge von Treppenfunktionen

2km

z MWhy)
=1 Nn Wk ij .

Zunichst wollen wir zeigen, dass diese Folge u.,-konvergent ist. Die Vereinigung der Rénder
aller Wi; bildet eine Nullmenge N. Fiir £ € W\ N gibt es zu jedem k genau ein j(k) mit
T € Wijk)- Dann ist also

i (MWii)))
fk(x) - ,u'n(Wk](k)) .

Fiir 2 € W\ N folgt aus Lemma[83] dass lim f;(z) = |det D,h|, also

kli—>rgo fk =, Xy |det Dh|.
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Weiter ist

2 kn

[ i =311, (H0W) = e BOV)) = [ i

Die Behauptung ergibt sich daher aus dem Satz von Lebesgue, falls die fx von einer inte-
grierbaren Funktion dominiert werden. Mit M := sup,cy ||Dzh| liegt aber jedes h(Wy;)
nach dem Schrankensatz in einem Wiirfel der M-fachen Kantenlénge, also des M"-fachen
Volumens, und es folgt

0<fi <M"xy, € LY (pin).

O

Beispiel 85. Wie man einen Isomorphismus von R" auf einen Vektorraum deuten kann
als ein Koordinatensystem in diesem Vektorraum, so kann man allgemeiner auch Diffeomor-
phismen als (sogenannte “krummlinige”) Koordinaten interpretieren. Wir betrachten ebene
Polarkoordinaten.

Sei h : R? D)0, 00[x]0, 2r[— R? der Diffeomorphismus
h(p,®) := (pcos ¢, psing).

p und ¢ heiflen die Polarkoordinaten des Punktes h(p, ). Die Funktionalmatrix im Punkt

(p, ®) ist
’ __(cos¢ —psing
W (p, ) = <sin¢ pcosqS)

Die Funktionaldeterminante ist
|det D(p7¢)h| = det D(p,@h = p.

Nach Lemma [83| wird also ein kleines Quadrat an der Stelle (p, ¢) durch h abgebildet auf
eine Menge vom ann#éhernd p-fachen Flécheninhalt.

Fiir grofle Quadrate erhélt man die Flichenverzerrung nach Lemma durch Integration,
und mit dem Satz von Fubini ergibt sich fiir 0 < pg < p; und 0 < ¢g < ¢1 < 27

b1 rp1
p2(h([po, p1] x [po, #1])) = / / pdpdp = %(% — ¢0) (Pt — Pp)-

A A

h(W)

A 4
Y

o
—0

Schreibt man die linke Seite als po-Integral und (in Anlehnung an den Satz von Fubini)

dpo = dx dy, so ergibt sich
/ dzdy:/ pdpdo.
h(W) w
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Das kodiert man gern in der Formel
drdy = pdpdae.

Man sagt das Flichenelement in Polarkoordinaten sei p dp de¢.

Beachten Sie: h ist kein Diffeomorphismus auf der abgeschlossenen Menge [0, oo[X [0, 27],

und deshalb kénnen wir nicht pg = ¢9g = 0 und ¢; = 27 setzen, um die Kreisfliche zu
errechnen. Das ist drgerlich und muss noch “repariert” werden. Vergleichen sie dazu den

Zusatz in der folgenden endgiiltigen Version des Transformationssatzes und das Beispiel

O

Beispiel 86 (Allgemeine Kugelkoordinaten). Fiir die Funktionaldeterminante der ver-

allgemeinerten Kugelkoordinaten

by : R™ D [0,00[x[0,7]" "2 x [0,27] — R"
mit
ha(r,¢) := r(cos ¢,sin @),
hs(r,01,¢) :=r(cos ¢sin by, sin ¢ sin fy, cos )
= r(ha(1, $)sin by, cos b1),
hn+1(T, 917 AR 0n—1a ¢) = T(hn(lv 917 LRRE 0n—23 ¢) sin on—la Cos en—l)
gilt

|det Dh,,| = 7" 1(sin 0y ...sin" 726, _5).
Insbesondere gilt fiir die 3-dimensionalen Kugelkoordinaten hs(r, 6, ¢)

|det Dhs| = 72 sin 6.

Beweis. Durch Induktion.
Induktionsanfang klar.
Induktionsschritt. Es ist

Dhni1 = hn(l,...)sin0p_1 7 56, sin 0y, _1
cosOp_1 0

Ohy(1,...)

—r sinf,_1

Beachten Sie, dass in der ersten Zeile n-reihige Vektoren stehen, so dass diese Matrix “ordnungsgeméafl” vom

Format (n + 1) x (n+ 1) ist. Damit folgt

. Ohn(1,...) Ohn(1,...)
| det Dhn1]| — 4sinnle, hn(1,...)sin0p_1 e hn(l,....) cosOp_1 BT
cosBp_1 0 — sinf,_1 0
L2 00 (1, ) sin? 0,y Pl hn(l, - cos? Oy Pinfle)
cos B, 1 cosBp_18inb,_1 0 — sin@,_1cosf,_1 0
S 0 B (1, ) sing,y Pale) L) 2l
cos b1 cosOp_1 0 - 0 0
=+ sinm 1, )hn(l,...) %oll,m) a}%i’:‘) ahngé,m)‘
= £r"(sin® "1 0,,_1)| det Dhy (1,01, ...,0n_2,0)|

=r"(sin® 1 0,_1)...(sin! 6).
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6.3 Der Transformationssatz

e Wir haben frither die Volumenverzerrung durch lineare Isomorphismen berechnet und
daraus den Transformationssatz [81] fiir Integrale gewonnen.

e Nachdem die Volumenverzerrung durch Diffeomorphismen geklért ist, konnen wir dar-
aus ebenso den Transformationssatz fiir Integrale gewinnen, also Integrale in andere
Koordinatensysteme umschreiben.

Wir verallgemeinern auf beliebige Funktionen f € £'(u,) anstelle von Xn(w):

Satz 87 (Transformationssatz). Sei h : G — R" injektiv und stetig differenzierbar auf
der offenen Menge G C R™. Dann gilt:

(i) h(G) ist p,-messbar.
(ii) Ist f € LY(W(G), jun), so ist (f o h)|det Dh| € LG, py) und

fdun, :/(foh)|dech|d,un.
h(G) G

Zusatz: Die Injektivititsforderung darf h auf einer Nullmenge auch verletzen:
Ist h stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung der p,-messbaren (aber nicht not-
wendig offenen) Menge G, und ist N C G eine u,-Nullmenge, so dass

G\ N offen und h|g\ y injektiv,

so gelten ebenfalls die obigen Behauptungen.

Beispiel 88. Eine typische Situation, in der sich der Zusatz als niitzlich erweist, sind die
Polarkoordinaten, vgl. Beispiel

h(p, ) = (pcos ¢, psin ¢) fiir (p, ) € R?,
G = [0, R] x [0, 27]
N=0G =G\ (0,R[x]0,2r ).

h ist auf dem Inneren von G ein Diffeomorphismus, nicht aber auf ganz G. Aber wenn man
mit der Idee aus Beispiel [85] die Kreisfliche berechnen will, méchte man pg = ¢g =0, p1 = R
und ¢; = 27 setzen. Darf man auch, weil die Injektivitdt nur auf einer Nullmenge, ndmlich
dem Rand 9G, verletzt ist.

O

Der Beweis des Transformationssatzes gliedert sich entsprechend den Voraussetzungen iiber
h in drei Teile

Teil A: h ist ein C*-Diffeomorphismus der offenen Menge G.
Teil B: h ist eine injektive C'-Abbildung der offenen Menge G.

Teil C: h ist wie im Zusatz.
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Beweis des Transformationssatzes: Teil A. Sei also G offen und
h:R">G— h(G) CR"

ein C'-Diffeomorphismus. Wir stellen zunéchst fest, dass dann h(G) offen und damit p,,-
messbar ist.

A.l Sei f = x4 fiir ein beschréinktes, offenes A C h(G). Dann lidfit sich die offene Menge
h='(A) C G schreiben als Vereinigung einer fast-disjunkten Folge kompakter Wiirfel W; in
G. Dann gilt also

(oo}
Xp=1(A) Thn > Xw;
j=0
und, weil h nullmengentreu ist,

o0
XA Thn Z Xn(w;):
§=0

Nach Lemma [84] gilt fiir die Partialsummen

k k
[\ ) e = [ 0y o 0121 | e
J= =

J

und weil Z?:o Xh(w,) < x4 fiir jedes k € N, ist diese Integralfolge beschréinkt. Anwendung
J
des Satzes von Beppo Levi auf beide Seiten liefert daher

[ i = [ (£ 0wl det DI |,

und das ist dasselbe(!) wie

fdun = [ (7] det Db | dp
h(G) a

.2 Nun sei f = Xn(c) 9 fiir eine Treppenfunktion g = Zf:o ¢; X;.- Dann ist

F = Z CiX19 N (@)
und die Behauptung folgt aus A.1 und der Linearitét des Integrals.

A3 Sei f = Xn(c) 9 mit g € £ (), und sei (g;);en eine monoton wachsende Folge von
Treppenfunktionen mit ji,-Limes g. Dann ist f =, lim Xn(G)95s und wegen der Nullmen-
gentreue von h=! auch foh =, lim(Xh(G)gj) o h. Nach A.3 gilt fiir jedes j € N

/Xh(G)gjd,Un = /((Xh(g)gj) o h)| det Dh|d,.
Weil Xh(G)9i <pin Xn@)d € LY (1), ist diese Integralfolge beschrinkt, und nach Beppo Levi
gilt

/Xh(G)gd/ln = /((Xh(G)g) o h)| det Dh|dpy,,

also

Fapo = [ (F o 1)|det Dh | .
h(G) G
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A .4 Tst schlieflich f € £(u,,) beliebig, so folgt die Behauptung aus A.3 und der Linearitét
des Integrals. O

Beweis des Transformationssatzes: Teil B. Wir verlangen nun nicht mehr, dass h ein Diffeo-
morphismus ist, sondern nur eine injektive C''-Abbildung. Sei

K :={x | Dyh nicht bijektiv } .

K ist abgeschlossen, also G\ K offen und damit messbar. Wir zeigen spiiter im Satz
(Lemma von Sard), dass
h(K) eine p,-Nullmenge

ist. Wegen h(G\ K) C h(G) C h(G\ K) U h(K) ist dann

Xn(G\ K) ~hn Xn(GQ)

Ist also f € LY(h(G), un), so auch f € LY (h(G\ K, p1,,) und

/ Jdun =/ fdpn
h(G) h(G\ K)

:/ (f o h)| det Dh |dys,
G\ K

:/ (foh)\dech|d,un—|—/(foh)\dech|dun
G\ K K

=0

= / (f o h)|det Dh|dpy,.
G
Beim letzten Schritt haben wir verwendet, dass XG\ K +Xg = X O

Beweis des Transformationssatzes: Teil C. Wir beweisen nun den Zusatz.
G\ N ist offen, also messbar, und damit ist auch G messbar. Weiter ist
h(G\N) C h(G) C h(G\ N) Uh(N),

und h(N) ist nach Lemma[79)eine Nullmenge. Nach Teil A und B ist (G \ N) messbar, also
ist auch h(G) messbar. Weiter ist

/ fdun:/ fdu, = / (th)|dech|dun:/(foh)|dech|dun.
r(G) R(G\ N) Teil B Jo\ N G

O

Beispiel 89. Fiir einen Diffeomorphismus « : [a,b] — z([a,b]) C R und eine Regelfunktion
f:x([a,b]) — R besagt die Substitutionsregel:

z(b) b
x)dr = z(t)) 2’ (t) dt.
/x(@ f(x) /Gf(()) (1)

Vergleichen Sie das mit dem Transformationssatz. Warum steht hier 2/(t) statt |2’ (¢)|?
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Beispiel 90 (Bewegungsinvarianz). Translationen und orthogonale Abbildungen des R™
sind Diffeomorphismen mit Funktionaldeterminante vom Absolutbetrag 1. Also erhalten sie
das Lebesguemaf integrierbarer Mengen. Das Lebesguemaf ist bewegunsinvariant.

O

Beispiel 91 (GauBsches Fehlerintegral). Die Funktion f : R2 — R, (z,y) — e~ @ ")
ist stetig, und daher fiir jedes R > 0 integrierbar iiber den abgeschlossenen Kreis Br vom
Radius R. Anwendung des Transformationssatzes mit Polarkoordinaten liefert

2 2
/ Fps = / e pduy = / e pdpds.
Br [0,R] x[0,27] [0,R] x[0,27]

Darauf wenden wir den Fubini an und schreiben die 1-dimensionalen Lebesgueintegrale in
Regelintegrale um

27 R , 1 e*RQ
fdus = / / e Ppdpldp=2n|=— .
Br 0 0 2 2

Wir betrachten nun den Fall R = n € N und wenden auf die Folge (XB f)nen den Satz von

Beppo Levi an. Er liefert

2

/fd;@ = lim / fdus = lim n(l—e ") =m.
n—oo B'n, n—oo

Andrerseits wissen wir aus Beispiel [62]

)

und finden

o0 2
/ e Udt = /7.

— 00

Dies ist das in der Statistik sehr wichtige

Integral der Gaufschen Verteilung. Es 1483t

sich ,eindimensional® nicht leicht finden,
42 . .

e~ " hat keine elementare Stammfunktion.

O

Beispiel 92 (Trigheitsmoment der homogenen Hohlkugel). Die Kugelkoordinaten
oder sphirischen Polarkoordinaten h : [0, 0o[x [0, 7] x [0, 27r] — R? mit

h(r, 0, @) := (rsinf cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos 6)

sind ein Diffeomorphismus auf ]0, co[x]0, 7[x]0, 27[, und die Funktionaldeterminante ist nach
Beispiel [86] gegeben durch 72 sin 6.
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rsin 6 do

rde

Wir berechnen damit das Tréagheitsmoment einer homogenen Hohlkugel K mit Radien a < b
und der Massendichte m beziiglich der z—Achse durch den Mittelpunkt, welches definiert
ist durch

o= / m(z? + y?)dus.
K
Anwendung des Transformationssatzes auf sphirische Polarkoordinaten und Fubini ergibt:
b T 2 b T 2
0= / / mr? sin? 072 sin dpdodr = / / mr*sin® 0 dpdfdr
a JO 0 a JO 0

5_ .5 o7
:27rmb 5a /0 sin39d9:8;n—5ﬂ(b5—a5).

Unter Verwendung der Gesamtmasse M = m %ﬂ(b3 — a®) erhilt man

2 b® — ad

O=sMp—o

Rollt die Kugel auf einer schiefen Ebene der Neigung «, und bezeichnet i) den Rota-
tionswinkel, so ergibt sich die Bewegungsgleichung aus dem Energieerhaltungssatz:

M, .5 ©.5 . _ Mgbsina
5 (by)* + 21[) = Mgbysina = P(t)= M0 1 0)

Die Laufzeit T fiir die Strecke S = by)(T) erfiillt dann
25 C)
1

T? = —).
gsina< + MbQ)

Durch ein Laufzeit-Experiment lassen sich also das Tragheitsmoment © und damit der innere
Radius a aus den leicht zu messenden Hohlkugel-Parametern M und b bestimmen.

O
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6.4 Das Lemma von Sard

e Es scheint plausibel, dass Mengen, auf denen der Rang einer differenzierbaren Ab-
bildung < n ist, auf Mengen einer Dimension < n abgebildet werden, aber es ist
natiirlich gar nicht klar, was das eigentlich bedeuten soll. Das Lemma von Sard gibt
eine Prézisierung, die wir im Beweis zum Transformationssatz bereits benutzt haben.

Satz 93 (Lemma von Sard). Seien G C R™ offen und h : G — R™ stetig differenzierbar.
Sei
K = {x ’ det D, h = 0}.

Dann ist die Menge der kritischen Werte h(K) von h eine p,-Nullmenge.

Beweis. Wir verwenden die Euklidische Norm auf R”, weil wir die Bewegungsinvarianz von
Ly brauchen werden.

Weil die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen eine Nullmenge ist, geniigt es nach dem
Ausschdpfungslemmazu zeigen, dass h(K NW) fiir jeden kompakten Wiirfel W C G eine
n-Nullmenge ist. Sei W also ein solcher Wiirfel, sei

M := sup ||D,h||,
zeW

und sei
e > 0.

Die Funktion ||Dh]| ist stetig auf der kompakten Menge W, also gleichméflig stetig. Daher
gibt es zu dem gegebenen € eine Zerlegung von W in k™ kompakte Wirfel W, 5 € {1,...,k"},

mit
xs

. diam W
W = U Wy, diamW; = ———,
Jj=1
so dass fiir alle j gilt
z,ye W, = ||Dyh—D,h|| <e. (27)

Fiir alle Komponentenfunktionen h; von h, alle j € {1,...,k"} und alle x,y in W} gilt nach
dem Schrankensatz

ha(y) ~ ha(a)| < (o) — ()| < Ml — ] < T2 (28)

Nun sei z € K N W, also Dyh(R™) # R™, und wir nechmen zunéchst an, dass

D.h(R™) c R"! x {0}. (29)
Dann gilt fiir die letzte Komponenten h,, und y € W;

|hn(y) = ha(2)| = [hn(y) — hn(2) = Doha(y — ) |
=0

< |Ih(y) = h(x) = Dah(y — @)

= [[(h(y) = Dzh(y)) — (h(z) — Dah(z))]| -
Der Schrankensatz angewendet auf die Funktion y — h(y) — D,h(y) liefert dann

diam W
|hn(y) — hn(2)] < sup [[Dgh — Dyhll||ly — 2| <€ : (30)

geTY k
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Nach und ist die kompakte Menge h(WW;) also enthalten in einem Intervall vom
Volumen

k k kn

Ohne die Voraussetzung ist D,h(R™) enthalten in einer anderen Hyperebene des R™,
die man aus R"~! x {0} durch eine Drehung erhalten kann. Wegen der Bewegungsinvarianz
von i, vergleiche Beispiel gilt dann auch in diesem Fall

di W n—1 di w
(M 1 ) 2¢ T — 9 S M (diam W)™

€

pn (W) < 2.5

M"Y (diam W)™,

Das gilt fiir alle j mit K NW; # 0, insgesamt aber fiir hochstens k™ Indizes.
Weil (K N W) C Ugnw,zo 1(W;) und alle diese Mengen integrierbar sind, folgt

pn(MEOW)) <p [ | BOWG) | < 2eM" ! (diam W)"
KOW]‘#Q

fiir jedes € > 0. Also ist p, (R(K NW)) = 0 und die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung. Fiir differenzierbare Abbildungen auch zwischen Rdumen verschiedener Di-
mension
fR"D>DG—R™

heilen Punkte, in denen das Differential nicht surjektiv ist, kritische Punkte und ihre Bil-
der kritische Werte. Das Lemma von Sard (1942) in seiner vollen Form besagt, dass auch
in diesem Fall die Menge der kritischen Werte eine Lebesgue-Nullmenge ist, wobei man
(merkwiirdiger Weise) voraussetzen muss, dass die Abbildung f mehr als max(0, n —m)-mal
stetig differenzierbar ist. (Vgl. z.B. Brocker/Jénich, Einfiihrung in die Differentialtopologie,
Springer-Verlag).

Es gibt ein Beispiel (von H. Whitney 1935) fiir eine C!'-Funktion von R? nach R, deren
kritische Wertemenge ein nicht-degeneriertes Intervall enthilt. Fiir C2-Funktionen ist das
unmoglich.

Beispiel 94 (Transversalitit). Das Lemma von Sard spielt im Zusammenhang mit dem
Begriff der Transversalitit eine wichtige Rolle in der Differentialtopologie. Wir geben dafiir
ein einfachstes Beispiel.

Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar mit
f(a) < f(b). Nach dem Lemma von Sard ist Graph f

fK) = {f() ‘f’(t) =0} eine p1-Nullmenge g R

in R und deshalb ist [f(a), f(b)]\ f(K) # 0.
Liegt yo in dieser Menge, so schneidet die Ge-
rade y = yog den Graphen von f transversal: In
keinem Schnittpunkt ist die Gerade tangential
an den Graphen. Das Lemma von Sard liefert a b

also die Existenz transversaler (horizontaler)
Geraden.

o<
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7 Ré&aume integrierbarer Funktionen

e Wir machen einen Ausflug in die Funktionalanalysis.

7.1 Die LP-Riume

e Konvergenz von Folgen hatten wir in der Analysis II mittels Metrik, Topologie oder
Norm erkliart. Die in den Konvergenzsitzen benutzte punktweise Konvergenz fast
iiberall ist von etwas anderer Natur, nur die gleichméfige Konvergenz lief sich als
Konvergenz in der Supremumsnorm verstehen.

e Wir definieren deshalb auf verschiedenen R&umen integrierbarer Funktionen, die fiir
die Praxis der numerischen Mathematik oder der partiellen Differentialgleichungen von
grofler Wichtigkeit sind, auch Normen und damit neue Konvergenzbegriffe.

e Wir werden diese Konvergenz im Zusammenhang mit den Fourierreihen im néchsten
Kapitel noch benétigen.

Im folgenden sei ¢ wieder ein beliebiges Mafl auf R™. Weiter seien A C R™ eine ¢-messbare
Menge und p > 1.

Definition 95. (i) Wir setzen

LP(A, @) := {f tA—-R | f ist ¢-messbar und |f|? ist ¢-integrierbar iiber A} .

(ii) Fir f € LP(A, ¢) definieren wir

1/p
1l = ( / fl”d<b> |

Die Definition stimmt fiir p = 1 mit der bisherigen iiberein: f ist genau dann integrierbar,
wenn es messbar und | f| integrierbar ist.

Die Menge LP(A, ¢) ist ein Vektorunterraum vom Raum aller Abbildungen von A nach R.
Natiirlich ist sie abgeschlossen unter der Multiplikation mit reellen Zahlen, also muss man
nur zeigen, dass mit f,g € LP(A,¢) auch f+ g € LP(A, ). Aber f + g und |f + g|P sind
¢-messbar, und weil

| +gl? < 2sup(|fl, 19]))? = 27 sup(| |7, |g]") € L' (4, ¢)
ist |f + g|P nach Satz[54] auch ¢-integrierbar.

Wir erinnern an ein Resultat aus der Analysis I:

Fﬁra,bZOundp,q>1mit%—F%:lgilt

p q
<Y (31)
p q

Mit Hilfe dieser Ungleichung haben wir den folgenden Satz in einer diskreten Version bereits
in der Analysis I bewiesen:
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Satz 96 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit

Seien f € LP(A,¢) und g € LI(A, $). Dann ist fg € L(A, ¢) und

gl < IFlpllgllq-

Beweis. Ist || f|l, =0, so folgt [|f|Pd$ =0, also f =4 0. Entsprechend fiir g.
Also 0.E. || f|lp # 0 # ||g|lq- Fiir z € A gilt nach

F@Ie@)| _ 1 (1f@1N 1 (lg@)]°
17T lgla <p<||f||p> +q<||g||q> |

¢-messbar ¢-integrierbar

Nach Satz [54] folgt daraus fg € £'(A, ¢). Durch Integration ergibt sich

! 1 1 11
T ar- 19l < 7/|f\”d¢+—/\g\qd¢: L
£l lglls ™ = plI£IE allgllg P

O
Satz 97 (Minkowskische Ungleichung). Firp > 1 und f,g € LF(A, @) gilt
1f +gllp < 1fllp + llgllp
Beweis. Fiir p = 1 ist das trivial.
Sei also p > 1 und sei g = 1_11 = 1%, so dass %—f—% = 1. Beachten Sie, dass dann p—1 = %.

Also gilt
fecLr = |flPtec

Fir f,g € LP folgt

\f+glP =1f+allf +glP < |f1 [f+alP + gl |f+glP"
~N N N
ell el eLl” el?
und nach der Holderschen Ungleichung

/A [ +glPde < I f 1 10F + 9P~ llq + lgllp 11 + gP =)l

— (Ifllp + llgl) ( s+ gi’das)é .

Falls |f + g| =4 O ist, ist die Behauptung trivial. Andernfalls folgt nach Division durch

(falf+ g|pd¢)% die Behauptung. ¥
Es sieht so aus, als sei || ... ||, fiir p > 1 eine Norm auf dem Vektorraum £P(A, ¢). Offenbar
gilt

IAfllp = ALl
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und nach dem letzten Satz gilt die Dreiecksungleichung. Allerdings folgt aus || f||, = 0 nach
dem Korollar zum Satz von Beppo Levi nur f =4 0 und nicht f = 0, wie sich das fiir eine
Norm gehéren wiirde. ||.||, ist also nur eine sogenannte Halbnorm.

Definition 98. Die Menge
N(A, @) := {f:AHR |f:¢0}

ist fiir jedes p > 0 ein Untervektorraum von LP(A4, ¢). Wir bezeichnen den Quotientenvek-
torraum nach diesem Unterraum mit

LP(A, ) := LP(A, ) /N (A, ¢).

Fiir p > 1 induziert dann || ... ||, auf LP(A, ¢) eine Norm.

Bemerkung. In der Praxis wird die Unterscheidung zwischen £ und LP sehr grofziigig
gehandhabt. Man sagt oft ,Sei f € LP“ wenn man eigentlich meint ,Sei f € £P“, wenn also
f eine Funktion und nicht eine Aquivalenzklasse von Funktionen sein soll. Wir werden uns
dieser (Un)sitte anschlieBen.

Beispiel 99 (Hilbertraum). Fiir p = 2 wird die Norm auf £2(A, ¢) durch ein positiv
definites Skalarprodukt

(1) = [ foas

geliefert. Der Raum £? (A, ¢) heiBt auch der Hilbertraum der quadrat-integrierbaren Funk-
tionen.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung | {f,g)| < |/fll2]lgll2 ist in diesem Fall &quivalent zur
Holderschen Ungleichung.

Fiir ¢ = éy erhélt man den Raum der quadrat-summierbaren Folgen, der iiblicherweise mit
12 bezeichnet und , Klein-l-zwei“ genannt wird.

O

Bemerkung zur Integration komplexwertiger Funktionen. Komplexwertige Funktio-
nen f:R™ D A — C sind Paare reellwertiger Funktionen:

f=u+ivmitu=Ref,v=Imf:R" DA —R.

Man definiert
LE(A ¢) ={u+iv |u,ve LA )}

und fiir f =u + v € LE(A, @)

/Afdgb::/Audgb+i/Avd¢.

Dafiir gelten die elementaren Rechenregeln der Integration. Insbesondere hat man fiir f wie
oben

LA .
fleL'(A,¢) und ’/Affﬂb’S/Afldsﬁ

Beweis. Sind u,v € L*(A, ¢), so ist vuZ + v2 messbar, und wegen

[l = Vu? + 0% < V2sup(|ul, v]) € £1(A, ¢)
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sogar integrierbar. Sei nun I := [, fd$ # 0. Dann folgt mit einem schon aus der Analysis 1
bekannten Trick I o Jl
f f
1 =Re=4 :/Re—d¢g ~“—dg,
I a1 a |
also [I| < [, |f|dg. O

Man definiert £f. als Menge der komplexwertigen Funktionen mit messbarem Real- und
Imaginérteil, fiir die |f|? integrierbar ist. Dazu definiert man analog Lf. und insbesondere
LZ. Auf diesem Raum liefert

(f9) = [ fado.

ein unitires Skalarprodukt (=positiv definite Sesquilinearform).
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7.2 Die Vollstindigkeit der LP-Riume

e Wir beweisen die Vollstédndigkeit der LP-Raume.

e In diesem Zusammenhang beschiiftigen wir uns noch einmal mit den verschiedenen
Konvergenzbegriffen fiir Funktionenfolgen und mit den Unterschieden zwischen endlich-
dimensionalen und unendlich-dimensionalen Banachrdumen.

Im folgenden seien ¢ ein Maf§ auf R™ und A C R™ eine ¢-messbare Menge.

Satz 100 (Fischer-Riesz). Fiirp > 1 ist (LP(A,$),] ... |l,) vollstindig, also ein Banach-
raum.

Beweis. Ich schreibe L statt L”(A, ¢) und beschrinke mich auf den Fall p > 1. Der Fall
p = 1 geht sehr dhnlich, aber es ist eine gute Ubung, sich die notigen Anderungen klar zu
machen.

Sei (fx) eine Cauchyfolge in £P. Wir wollen zeigen, dass diese Folge konvergent ist, d.h. dass
es eine Limesfunktion f € LP gibt, so dass

lim || fi — fII = 0.
1. Schritt. Wir konstruieren zunéchst einen Kandidaten fiir f.

Wegen der Cauchy-Eigenschaft gibt es eine streng monoton wachsende Folge (my) mit
1 .
I fi = frellp < pYE) fiir alle I > my,. (32)

Wir wollen zeigen, dass (fm, )ren ¢-konvergent ist. Dazu schreiben wir

k
fm;C = fmo +Z(fmj - fm]‘—l)'

Jj=1

Es geniigt zu zeigen, dass die Reihe Z;il( fm; — fm,_,) fast iiberall absolut konvergent ist,
es geniigt sogar, das auf jedem beschriankten Intervall I € I(R™) zu zeigen. Dazu benutzen
wir den Satz von Beppo Levi.

Weil x, € L7 fiir ¢ := % ist, ist nach der Holderschen Ungleichung
|fmj - f’m]'71|X] ech.

und
k k k
m; —Jmji_1 do = my; — Jmj_a < m; —Jmj_1 < .
J O =t = 3, = by € DW=l g Bl

Nach dem Satz von Beppo Levi ist also die Reihe fast iiberall absolut konvergent, und
(fmi )ken konvergiert fast {iberall gegen eine Funktion f.

2. Schritt. Wir zeigen nun, dass f € £P.
Als Grenzwert messbarer Funktionen ist f messbar, und die Folge (| fm, |?)ren konvergiert
fast-iiberall gegen |f|?. Wir wenden auf diese Folge das Lemma von Fatou (Lemma an.
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Zunichst ist offenbar |f,,, [P > 0. Weil (f,,, Jken eine Cauchyfolge ist, ist auch (|| fin, ||lp)ken
eine Cauchyfolge in R und damit konvergent. Also ist

(/ | fri |Pdd) ken beschrankt.

Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas von Fatou erfiillt, und es folgt

7P = lim |, |7 € £

Also ist f € LP.

3. Schritt. Wir wissen nun, dass (fm, )ren fast-iiberall konvergent gegen ein f € L7 ist. Wir
zeigen, dass (fm, )ken auch beziiglich || ... ||, gegen f konvergiert.

Dazu sei k € N. Wir betrachten die Folge
(Ifme = e [P iz
und wenden wieder das Lemma von Fatou an. Es gilt
|foni = fmi [P =0,
[ 1= P 46 = U = Fsl3 < 73
B U = frl? =6 1F = F |
Aus dem Lemma von Fatou folgt

1
[15 =t do < s

Daraus folgt aber die Behauptung.

4. Schritt. Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchyfolge, so konvergiert die ganze Folge gegen
denselben Grenzwert. Darum konvergiert auch die Folge (f;) en gegen f. O

Bemerkung: Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen. Der vorstehende Beweis hat
uns darauf aufmerksam gemacht, dass es fiir Funktionenfolgen sehr verschiedene Konver-
genzbegriffe gibt:

e Gleichméfige Konvergenz auf dem Definitionsbereich

e Punktweise Konvergenz

e Punktweise Konvergenz ¢-fast iiberall

e Konvergenz im p-Mittel, d.h. lim || fx, — f|l, = 0.
Die Beziehungen zwischen den drei ersten Begriffen sollten ziemlich klar sein, deren Bezie-
hungen zum vierten sind allerdings nicht so einfach, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 101. Dass selbst gleichméflige Konvergenz nicht die Konvergenz im p-Mittel im-
pliziert, zeigt die Folge
(lﬂil/p)([o7 k])kEN

fir ¢ = p.
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Im Beweis des Fischer-Riesz haben wir gezeigt:

Satz 102. FEine im p-Mittel konvergente Folge in LP besitzt eine fast-tiberall konvergente
Teilfolge.

Die Folge selbst braucht aber nirgends punktweise konvergent zu sein:
Beispiel 103. Fiir k € N sei n(k) € N die eindeutig bestimmt Zahl mit

2n(k) S k< 2n(/€)+1.

Definiere
k —2n(k) 1
= gy bx ::ak—i—W
und
Tk = Xay by

Lauft & von 27(*) bis 27()+1 _ 1 50 lduft aj von 0 bis 1 — w7 und

1
pallaw, be]) = oo

Die Folge (f(x)) konvergiert fiir kein 2 € [0,1]. Andrerseits liegt sie in £'(R, y1), und
[ felli = 555, d-h. (fi) konvergiert in £'(R, 1) gegen 0.

O

Bemerkung. Die LP-Réume sind (fiir die meisten Mafle) unendlich-dimensionale Banach-
réume, die L?- und L%—Réume vollstdndige Rdume mit positiv-definitem Skalarprodukt,
sog. Hilbertrdume. Fiir solche gelten natiirlich alle Ergebnisse der linearen Algebra, die nicht
auf die Dimension Bezug nehmen, und alle Aussagen iiber (vollstindige) metrische Réume.
Insbesondere kann man von (endlichen) Linearkombinationen sprechen, und im L? hat man
die Begriffe orthogonal, orthonormal etc. Man kann z.B. das Schmidtsche Orthonormalisie-
rungsverfahren anwenden, wohingegen die Frage nach der Existenz von Orthonormalbasen
auf die Dimension Bezug nimmt und deshalb nicht a priori klar ist.

Auch manche der IThnen bisher bekannten topologischen Aussagen iiber Banachriume be-
ziehen sich vor allem auf den endlich-dimensionalen Fall und tibertragen sich nicht auf den
unendlich-dimensionalen.

e Untervektorrdume sind zum Beispiel nicht notwendig abgeschlossen.

So ist C°([0,1]) € L'([0,1]) ein echter Untervektorraum, aber, wie wir spiiter sehen
werden, dicht in L', d.h. die abgeschlossene Hiille von C°([0,1]) ist L'([0, 1]).

e Die abgeschlossenen Kugeln sind nicht linger kompakt, vgl. Beispiel
e Lineare Abbildungen sind nicht unbedingt stetig.

Beispiel 104 (Nicht-kompakte Einheitskugel). Die Funktionen fj := Xk, s+ 1] liegen
fiir jedes p > 1 im £P(p1) und erfiillen || fg||, = 1. Sie liegen also in der Einheitskugel des
LP(p11). Weiter rechnet man sofort nach, dass ||fx — fill, = ¥/2 fiir k # [. Deshalb ist keine
Teilfolge von (fx)ren eine Cauchyfolge und erst recht keine Teilfolge konvergent. Darum ist
die Einheitskugel im LP(p;) nicht kompakt.

O
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Beispiel 105. Der Raum /2 aus dem Beispiel [99| der quadrat-summierbaren Folgen enthilt
den Unterraum E aller Folgen mit nur endlich vielen von 0 verschiedenen Gliedern. Dieser
wird aufgespannt von den Folgen ey := (d;);en, die lauter Nullen und eine 1 haben. Durch

al(z))jen) =Y jz;
3=0

wird eine lineare Abbildung « : E — R definiert, die nicht stetig ist, weil
|alex)| = k = Kllex]l2,

d.h. weil « nicht beschrinkt ist. E ist ein dichter Teilraum von [2.

Eine unstetige lineare Funktion auf dem ganzen Banachraum /2 findet man, indem man einen
Unterraum F C 2 wihlt, so dass 2 = E @ F ist. Fiir den Beweis der Existenz eines solchen
algebraischen Komplements benoétigt man das Auswahlaxiom oder das Zornsche Lemma,
also ein mengentheoretisches Argument. Dann definiert man eine Erweiterung & : i2 — R
von « auf den ganzen Raum durch éa(e + f) := afe) fir e € E, f € F.

O
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8 Fourierreihen

Fourierreihen sind das Mittel zur Analyse periodischer Funktionen. Eine Funktion f : R — R
heifit T'-periodisch, wenn

Veer f(z+T) = f(z).
In diesem Fall heifit w := 2T die zugehérige (Kreis-)frequen.

Musterbeispiele sind die Funktionen cos(kwz) und sin(kwz) fiir beliebiges k¥ € N. Ein Ziel
der Fourierschen Theorie ist es, beliebige T-periodische Funktionen als (unendliche) Line-
arkombination von diesen Musterfunktionen zu schreiben, also zum Beispiel - fiir gerade
T-periodische Funktionen -, eine Darstellung der Form

fx) = Z ay, cos(kwx)
k=1

zu finden. Die Amplituden a; geben dann an, mit welchem Gewicht der Baustein cos(kwt)
an f(t) beteiligt ist. Wir untersuchen, fiir welche Funktionen f eine solche Darstellung
existiert, in welchem Sinne die Konvergenz der unendlichen Reihe gemeint ist und wann die
Koeffizienten aj eindeutig sind. Die Abbildung

f = (ar)ren

bezeichnet man auch als Fouriertransformation oder Spektralanalyse. Sie analysiert, welche
Frequenzen kw mit welchem Gewicht an f beteiligt sind.

Im menschlichen Ohr sind die Haarzellen des Cortischen Organs jeweils fiir bestimmte Fre-
quenzen empfindlich. Das Ohr iibermittelt dem Gehirn also die Fouriertransformierten der
von ihm aufgenommenen akustischen Signale.

Rauschunterdriickungs- oder Kompressionsverfahren (etwa fiir MP3) zerlegen Signale mit
der Fouriertransformation in ihr Frequenzspektrum, filtern die unerwiinschten oder {iber-
fliissigen Frequenzen heraus und setzen das Signal dann wieder zusammen.

Wesentliche Anwendungen der Fourieranalyse etwa auf Randwertprobleme partieller Diffe-
rentialgleichungen betreffen die Darstellung von Funktionen f : [a,b] — R auf kompakten
Intervallen, die also sicher nicht periodisch sind, durch trigonometrische Funktionen. Dazu
setzt man f einfach mit der Periode b — a auf ganz R fort. (Das klappt natiirlich nur wenn
fla) = f(b). Wenn pi-Nullmengen keine Rolle spielen, ist das kein Problem, andernfalls
muss man sich was anderes einfallen lassen. Was, zum Beispiel?)
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8.1 Lineare Algebra und Geometrie im Hilbertraum

e Wir beginnen mit abstrakter Hilbertraumtheorie. Dabei haben wir den L? als Beispiel
im Hinterkopf, er wird fiir uns das Beispiel eines Hilbertraums werden. Aber in diesem
Abschnitt geht es nur um lineare Algebra und Geometrie, nicht um Analysis und
Integralrechung.

Wir verwenden folgende Definitionen fiir den Begriff Skalarprodukt. Vergleichen Sie dazu das
Lineare-Algebra-Skriptum von Mehrmann.

(i) Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine positiv-definite symmetrische
Bilinearform. Ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heif3t
ein Fuklidischer Vektorraum.

(ii) Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist eine positiv-definite hermitesche Bi-
linearform. Ein C-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit ein unitirer Vektorraum.

Beispiele 106.

(o) = 3 v auf BT, g i= [ fods ant 12(4,0),
(v,w) := kawk auf C™. (f,9) = / fgde¢ auf LE(A, ).
A
k=1
O
Zur Erinnerung: Ist (e, ...,e,) eine Basis des (endlich-dimensionalen) Vektorraumes V', so

a8t sich jeder Vektor f € V eindeutig schreiben als

F=Y fiej
=0

Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten f; erfordert in der Regel das Losen eines
linearen Gleichungssystems und kann sehr aufwendig sein. Ist V' aber ein Euklidischer oder

unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.) und ist (eo,...,ey,) eine Orthonormalbasis, so
berechnen sich die Entwicklungskoeffizienten v; ganz einfach als
fj = <f7 ej> :

Fiir die Norm von f gilt dann (nach Pythagoras)
n
IFIP = () =D [ fres) I
§=0

Eine gebriuchliche Alternative bieten orthogonale Basen, fir die also ¢; := (e;, e;) nicht
notwendig 1 ist. Dann gilt ebenfalls

n
f= ij ej, jetzt aber mit f; =
§=0

{fre5) (33)

1
Cj

Was passiert, wenn die e; zwar orthonormal sind, aber keine Basis bilden?
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Lemma 107. Seien ey, ..., e, orthonormale Vektoren in einem reellen oder komplexen Vek-
torraum (V,{.,.)) mit Skalarprodukt und sei W der davon aufgespannte Untervektorraum.
Definiere die Orthogonalprojektion auf W durch

n

PW(f)::Z<fa€j>ej7 fev

Jj=0

Dann gilt fir alle f € V

(i) f—Pw(f) LW, dh {f —Pw(f),g) firalegeW.

(ii) ||f = Pw (f)| = min {||f — gl| |g € W } und Py (f) ist der einzige Punkt in W, in dem
dieses Minimum angenommen wird.

Beweis. Zu (i). Das folgt unmittelbar aus <f . Z;'L:o (f.e5) ej,ek> = (f,erx) — (f,ex) = 0.
Zu (i1). Fir g e W gilt
f=9=f—-Pw()+Pw(f)—g.

ew-t ew

Also gilt
1 —=gll> = I1f = Pw () + 1 Pw(f) — gll*.

Daraus folgt die Behauptung. O

Beachten Sie, dass in diesem Lemma zwar die Endlichkeit von n nicht aber die der Dimension
von V eine Rolle spielt.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei (V,(.,.)) ein Hilbertraum, d.h. ein Vektorraum iiber R
oder C mit einem Skalarprodukt (.,.) und davon induzierter Norm ||...||, der beziiglich
d(z,y) := ||z — yl| vollsténdig ist.

Die Objekte unseres Interesses sind eigentlich die konkreten Hilbertriumen L?(A,¢) und
L%(A, ¢) mit dem oben eingefithren Skalarprodukt. Aber die bei den Untersuchungen ver-
wendete Sprache lehnt sich bewusst an die Situation im Euklidischen oder unitdren Raum
der linearen Algebra an, um die geometrische Anschauung (zum Beispiel den Begriff Ortho-
gonalprojektion) zu provozieren und zu iibertragen.

Definition 108. Seien J eine Indexmenge und (e;);e eine Familie in V. Die Familie heifit
orthonormal oder ein Orthonormalsystem, wenn fiir alle ¢, j € J gilt

1 fiiri =y,
€ ej) =05 =
< 3) ! {0 sonst.

Beispiel 109 (Gram-Schmidt). Wir betrachten in einem Hilbertraum eine Folge (fi)ren
linear unabhéngiger Vektoren. Dann zeigt man leicht, dass

k—1

fka gy
90 = fo, gk = fkfz < ;> 9
2l
eine Folge orthogonaler Vektoren definiert und dass daher {gk = ||glk.H gk | ke N} ein Or-

thonormalsystem liefert.

Dieses Verfahren nennt man das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt.
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Konvention fiir Doppelreihen. Insbesondere im Hinblick auf den komplexen Hilbertraum
L(% ist es niitzlich, Orthonormalsysteme mit Indexmenge Z zu betrachten, vgl. Beispiel
im néchsten Abschnitt. In diesem Zusammenhang treten unendliche Reihen der Form

+oo
Se= > g &2
JEZ Jj=—00

auf, und man muss erklidren, was das sein soll und vor allem, wann eine solche Reihe kon-
vergent heiflen soll. Eine iibliche Bedingung ist, dass die Reihen

—+oo —+oo
g c; und E c_j
=0 =1

beide konvergent sein sollen. Der Grenzwert der Reihe ist dann die Summe der beiden
Grenzwerte. Wir vereinbaren aber fiir unsere Untersuchungen der Fourierreihen, dass
einfach die Folge

n

Se {2

J€L J=mn neN

sein soll und nennen die Folgenglieder wie bei “normalen” unendlichen Reihen die Partial-
summen. Konvergenz der Reihe heifit Konvergenz der Folge der Partialsummen. Fiir die in
diesem Abschnitt untersuchte (Norm-)Konvergenz von Fourierreihen im Hilbertraum (spéter
ist das Konvergenz im quadratischen Mittel) liefern beide Konventionen dasselbe, aber bei
der punktweisen Konvergenz im Abschnitt ist das nicht klar.

Definition 110 (Fourierreihe). Sei (e¢;);jcs ein Orthonormalsystem im Hilbertraum V
mit Indexmenge J = N bzw. J = Z. Fiir f € V definiert man die Fourierreihe von f
beziiglich (e;);es durch
F(£) =) _(F.ei)es
jeJ
Die (f,e;) heilen die Fourierkoeffizienten von f. Im Falle der Konvergenz schreiben wir, wie

bei unendlichen Reihen iiblich, F(f) auch fiir den Grenzwert. Die Partialsummen bezeichnen
wir mit F,(f).

Satz 111 (Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung). Seien J € {N,Z}
und (e;);cs ein ON-System im Hilbertraum (V,(.,.)). Fir f € V gilt dann

(i) Besselsche Ungleichung:
Dol P < AP

JjeJ
(ii) Die Fourierreihe F(f) =3_.c;(f.€e;j)e;j ist in (V,(.,.)) konvergent.

(iii) Die Parsevalsche Gleichung

Y N fed P= 1117

jeJ
gilt genau dann, wenn

F() =Y (fej)e;=F,

jeJ

d.h. wenn die Fourierreihe von f in (V,{.,.)) gegen f konvergiert.
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Beweis. Zu (i). Das folgt aus Lemma Ist némlich W = Spann {e; |j € J,[j| <n}, so
ist P (f] = (/) und

A1 = 1Fa (DO + I1f = FulHI (35)
Daher ist fiir jedes n
Yo 1Fe) P=1FL N7 < A
JETIiI<n

Zu (). Nach (i) ist > .o ;| (f.€5) |2 konvergent. Das Cauchykriterium liefert daher zu vor-
gegebenem € > 0 ein N € N, so dass fiir allen > m > N

e> 3 e P =IFalf) = Ful DI

m<|j|<n

Die Partialsummen der Fourierreihe bilden also eine Cauchyfolge in V', und die ist wegen
der Vollsténdigkeit des Hilbertraums konvergent.

Zu (iii). Folgt aus (35). O
Definition 112. Sei (e;);cs ein Orthonormalsystem in (V,(.,.)). Nach Linearer Algebra
ist

Spann{ej |j € J}

der Vektorunterraum bestehend aus allen endlichen(!) Linearkombinationen von Vektoren
e;. Das Orthonormalsystem heiit vollstdndig oder eine ON-Basis des Hilbertraums (V, (., .)),
wenn dieser Raum dicht in (V (., .)) ist, d.h. wenn seine abgeschlossene Hiille ganz V' ist:

V= Spann{ej |j € J}.
Das bedeutet, dass es zu jedem f € V und zu jedem € > 0 eine endliche Indexmenge Jy C J

gibt, fiir die
IF=> Nel<e

Jj€Jo

Satz 113. Ist J € {N,Z} und ist (e;)icy eine ON-Basis von (V,{(.,.)), so konvergiert fiir
jedes f € V die Fourierreihe gegen f:

fF=> (fie)e;
=0

J

Beweis. Sei € > 0. Weil die e; eine Basis bilden, gibt es eine natiirliche Zahl n € N und ein
g € Spann {e; ’j € J,ljl <n} mit ||f — g|| <e Nach Lemmafolgt dann aber

If = FulHI < If —gll <e
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8.2 Orthonormalsysteme und Fourierreihen im L2

e Wir kommen jetzt zur Analysis zuriick und betrachten die L2-Riume als konkrete
Beispiele von Hilbertrdumen.

e Wir geben darin drei Orthonormalsysteme an, von denen wir allerdings erst spéter
zeigen konnen, dass sie sogar Orthonormalbasen sind.

e Und wir konkretisieren fiir diese Systeme die Berechnung der Fourierkoeffizienten.

Beispiel 114 ( Legendrepolynome). Wir betrachten den Hilbertraum L?([—1, +1], u11).
Die auf [—1,+1] eingeschrinkten Monome 1,z,2% 22,... sind linear unabhiingig. Durch

Orthonormalisieren erhiilt man die normierten Legendrepolynome Py(z). Die ersten dieser

Polynome sind
V1/2, \/3/22, \/5/8 (3z% — 1), \/7/8 (52® — 3x).

In den Anwendungen (vor allem in der Theorie physikalisch wichtiger partieller Differenti-
algleichungen wie der Wellengleichung oder der Diffusionsgleichung) benutzt man gern die
nicht normierten Legendrepolynome

Pk(ﬂf) = “ 2k’2+ 1 Z-:’k(:z:)

Fiir sie gibt es eine Fiille von Identitdten. Zum Beispiel ist
1 d*
Pre) = g ar

Damit schreibt sich die sogenannte Fourier-Legendre-Reihe einer Funktion f € L2([—1,+1], u1)
als

(z% — 1)k

F(f)=> arPe, ay:= 2k L[ f ) Pula)da,
k=0

2/,

vergleiche .
O

Beispiel 115 (Das komplexe trigonometrische System). Seien 7' > 0 und w := 2%

Wir betrachten den komplexen Hilbertraum L2([0, T, 741 ) mit dem unitéren Skalarprodukt

T
(f.9) = ;/[Oj] fgdu = %/0 f(z)g(z)dz.

und darin die Familie

ikwx
(€™ ez
Wegen
T T pilk—Dwa T . .
l/ €ikwm€7ilwzd$ _ l/ ei(kfl)wzdx _ Ti(k—Dw 0 =0 fiir k ;é l
T Jo T Jo 1 sonst.

ist dies ein orthonormales System, das kompleze trigonometrische System zur Periode T.
Die Fourierreihe eines f € L([0,T], % p1) = LZ([0,T1], j11) ist gegeben durch

+o0

) 1 [T .
F(f) = Z cpe™T o = f/ f(z)e *z g,
0

k=—o0
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Beispiel 116 (Das reelle trigonometrische Orthonormalsystem). Aus dem letzten
Beispiel folgt fiir k,1 > 1

1 . ) 1 . )
<sin kwx,sinlwx) — <2i(ezkww _ efzkw:c)’ 272'(ezlcua: _ ezlwz)>

1 1 . . . .
<ezkwx —e thwx ezlwx —e zlwm>

)

2i —2i
7 1 <eikwm7eikww> + <e—ikw;ﬂ’ e—ikww> =9 fiir k = l,
4]0 sonst.

Das bedeutet
9 (T
—/ sin kwzx sin lwz dr = 6.
T Jo

Analoges findet man fiir den Cosinus, wihrend gemischte Skalarprodukte von Sinus und
Cosinus 0 ergeben. Zusammen erhilt man fir 7 > 0 und w = 2% im reellen Hilbertraum

T
L2([0,T], 2 p11) mit dem Skalarprodukt

T
=7 [ J@ut

ein Orthonormalsystem

1
—, coswz, sinwx, cos 2wz, sin 2wx, cos 3w, ...,
V2
das man als das reelle trigonometrische Orthonormalsystem zur Periode T bezeichnet. Die
zugehorige Fourierreihe von f € L%([0,T], % 1) bezeichnet man auch als klassische Fourier-
reihe. Man notiert sie in der Form

aop
F(H@) =3

+ Z ay, cos(kwx) + by, sin(kwx))
k=1

mit

T T
ay = %/0 f(z) cos(kwx)dx, by = %/0 f(z) sin(kwz)dx

Dabei betrachtet man also eigentlich nur die geraden Partialsummen der Fourierreihe, aber
das macht keinen Unterschied, wie man mit Hilfe der Besselschen Ungleichung nachweisen
kann.

Der Term “70 kommt so zustande:

<fa\[> ( / f(z 12 )\}522 <;/0Tf(sc)cos(0wx)d:c).

O

Alle in den letzten drei Beispielen vorgestellten ONSysteme sind vollstdndig, d.h. die ent-
sprechenden Fourierreihen F(f) konvergieren im quadratischen Mittel(!) gegen f:

T [|Fa(f) = flls =0, (36)

Das ist aber keine Aussage iiber punktweise Konvergenz, vergleichen Sie Beispiel @
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Wenn man schreibt

= ao Z (ag, cos(kx) + by sin(kx)),
k=1

so suggeriert das diese Gleichung fiir alle oder doch fast alle x. Das ist aber nicht gemeint
und im allgemeinen nicht richtig. Deshalb schreibt man gern etwas nebults als

ap
Ni

5 + Z ag, cos(kzx) + by sin(kx)).

k=1

Periode T oder Periode 277 Hiufig beschrinkt man sich beim Studium klassischer Fou-

rierreihen auf den Fall 2m-periodischer Funktionen, weil dann w = 2% = 1 ist und die Formeln

etwas einfacher werden. Die Perioden lassen sich aber einfach umrechnen:

Mith:ReR,xH%xgilt

e Ist g : R — R periodisch mit Periode T, so ist § = g o h periodisch mit Periode 27 und
umgekehrt. Insbesondere wird zum Beispiel aus g = cos kwz die Funktion g = cos kzx.

e Sind f,g € £%([0,T], 1), so sind nach dem Transformationssatz f.g¢€ L£2([0,T], 1)
und umgekehrt. Es gilt

2 T 1 2’71' ~
[ sedm =2 [ Faam.
0 ™ Jo
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8.3 Punktweise Konvergenz

e Wir betrachten in diesem und dem folgenden Abschnitt die Frage nach der punktweisen
Konvergenz der L?-Fourierreihen. Das ist eine vollig andere Fragestellung, als die nach
der Konvergenz im quadratischen Mittel.

e Trotzdem werden gerade diese Untersuchungen letztlich auch den noch ausstehenden
Beweis fiir die Vollstindigkeit der im letzten Abschnitt betrachteten L?-Orthonormal-
systeme ermoglichen.

Wir betrachten hier klassische reelle Fourierreihen fiir periodische Funktionen, wobei wir
der Einfachheit halber den Fall T' = 27, also w = 1 wéihlen. Die Funktionen seien quadrat-
integrierbar in dem Sinne, dass ihre Einschrinkungen in 52([—7r, 7], u1) liegen. Wir fragen
nach punktweiser Konvergenz der Fourierreihe.

Wir bezeichnen die (geraden) Partialsummen der Fourierreihe mit
Sn(x) := % + Z(ak cos kx + by, sin kzx),
k=1
wobei die Fourierkoeffizienten ag, by gegeben sind durch

1 (" 1 [7
a = — f(z)coskxdx, by := f/ f(z)sin kx dx.

T T ) .

Lemma 117 (Dirichlet-Kern). Fiir den Dirichlet-Kern
D,(z)=1/2+ Zcoskw
k=1

gilt:

(i) Dy(x) = Dn(-2),
D, (z + 27) = D,(x).

(ii) X [T Dy(x)dz = 1.

sin(n+1)z
(iii) Dy (x) = T3ur)e, AAL AN
falls der Nenner # 0. ? \/4\/ \/1 Ve ’

(Die Abbildung suggeriert vielleicht, dass D, eine geddmpfte Schwingung ist. Aber D,, ist
periodisch! In Wirklichkeit interessiert uns D,, auch nur aufl—m, 7|, und da ist die Funktion
,bei 0 konzentriert®.)

Beweis. (i) und (i) sind trivial.
Zu (#i). Durch Induktion. Der Induktionsanfang n = 0 ist ebenfalls trivial.
Fiir den Induktionsschritt verwendet man die Formel

r—y T4y
cos —5—

sinx —siny = 2sin
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Diese liefert
sin(n+ $)z  sin(n — )

: - = coSnx.
2sin 2sin 5
O
Lemma 118. Sei f: R — R 2w-periodisch und quadrat-integrierbar. Dann gilt
() . X
s@) =~ [ a4 0Dy di =T f@+);f@ )p.tydt.  (37)

—T —T

(i) Sind n,z € R, so gilt

lim s,(x) =n < lim E/W{f(x—i—t)—&-f(x—t) —n} Dy(t)dt = 0.

n— oo n—oo T 2

Die Behauptung des Lemmas ist interessant: Bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten
geht der Funktionsverlauf von f iiber die ganze Periode ein. Die Formel zeigt zusammen
mit einem Blick auf den Graphen von D,,, dass die (Partialsummen der) Fourierreihe in der
Néhe von x im wesentlichen nur vom Verhalten von f in der Nahe von x abhéngen.

Beweis. Zu (i).

n

(1
sn(z) = 7/ < + Zcos kt cos kx + sin kt sin Im) f(t)dt

2
- k=1

_ %/ﬂ <;+]§cosk(tx)> f(t)dt

—T

_1 D, (t—x)f(t)dt = l/ D, (u)f(z +u)du
- TJ—r—z

1 ™
=— D, (u)f(x +u)du (Integrand 2m-periodisch).

—T

Das beweist die erste Gleichung. Mit der Substitution ¢ — —t ergibt sich

@ =1 [ punse - =1 [ pawse-na
also auch L g . .
nl) = — f®+);fm_)DJﬂﬁ

—Tr

Zu (ii). Nach dem vorangehenden Lemma ist

1 ™
=— D, (t)dt
n=1 [ abuto

Damit folgt () unmittelbar aus (3). O

Definition 119. Ist f eine reelle Funktion und existiert der rechtsseitige Limes

Fzy) = lim f(z +1),
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so kann man
o FE ) = flay)
t\.0 t

betrachten. Wenn dieser Grenzwert existiert, heifit er die rechtsseitige Ableitung von f in x
und wird mit f’(z4) bezeichnet.

Entsprechend definiert man die linksseitige Ableitung f/(z_) .

Satz 120 (Punktweise Konvergenz). Sei f : R — R T-periodisch und auf [0,T]
quadrat-integrierbar. Sei x € R. Existieren der rechtsseitige und linksseitige Grenzwert f ()
bzw. f(x_) und die rechtsseitige und linksseitige Ableitung von f an der Stelle x, so folgt

flag) + flz-)
5 :

lim s, (z) =
Ist f in x auferdem stetig, so gilt also

lim s, (z) = f(x).

Beweis. Wir beschrianken uns auf den Fall T' = 2. Wir setzen

M (9L (G Y CAL R Rl

und wollen Lemma [[18 anwenden. Wir haben

& i sin(n + L
L[ vwpawar=1 [ o™

7 T 2sin £
1 (7 cos &
/ o(t) <cos nt + sin nt—=2 ) dt
2 J_, sin 5
1 B 1 T t .
=— @(t) cosntdt + — @(t) cot = sinnt dt. (38)
2 J_, 2 J_, 2

Mit f ist auch ¢ € L?([-m, 7], %m), und das ist die einzige Eigenschaft von ¢, die wir
hier brauchen. Nach der Besselschen Ungleichung konvergieren dann die Fourierkoeffizienten
L [T ¢(t) cosntdt von ¢ gegen 0.

Dasselbe Argument gilt fiir das zweite Integral in , wenn wir gezeigt haben, dass

W(t) = (t) cot % € £2([—m, 7, % ). (39)

Das Problem beim Nachweis von ist der Pol von cot % in 0, und erst hier kommt die
spezielle Definition von ¢ zum Tragen. Es gilt ndmlich

ot = flx+1t) —;—Sj;(lxi— t) —2n cos%
2
_faH 0+ fe - - (@) + @)t
B 2sin & 2

2

_|fern—te) fe-n-se)| 5 1
t t sin 5 2
—f'(z4) —f'(z-) e

= flas) + fl(x=)  fir 0.
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Weil ¢ eine ungerade Funktion ist, existiert auch ¢ (¢_). Also gibt es ein kompaktes Inter-
vall [=4,d] C [—m, +7], auf dem @ messbar und beschrinkt ist. Daher ist ¢y | € L2

—5,8
Andrerseits ist mit ¢ auch ¢ auf [—m, +7]\ [-9, §] quadrat-integrierbar und bewiesen.
O

Im Beweis haben wir gesehen, dass das Verhalten der Funktion v in der Ndhe von 0, also
das Verhalten von f in der Ndhe von x entscheidend ist fiir das Konvegenzverhalten von
F(f)(x). Das ergibt das

Korollar 121 (Riemannscher Lokalisationssatz). Das (punktweise) Konvergenzverhal-
ten und der Grenzwert der Fourierreihe einer quadrat-integrierbaren periodischen Funktion

an der Stelle x hdingt nur vom Verhalten von f auf einer beliebig kleinen Umgebung von x
ab.

Definition 122. Eine T-periodische Funktion f : R — R heif3t stickweise differenzierbar,
wenn es 0 = 29 < 21 < ... < x, = T und differenzierbare Funktionen fj : [z5—1,21] — R
gibt, so dass

f|]ﬂ7k—17$k[ = fk|]wk717$k[ fiir alle k € {1, Ce ,n}.

Korollar 123. Ist f 2mw-periodisch und stiickweise differenzierbar, so gilt fir alle x

Jas)+ )

F(f)w) = 2

Bemerkungen.

1. Es gibt stetige 27-periodische Funktionen, fiir die die Fourierreihe in iiberabzihlbar
vielen Punkten divergiert (Du Bois-Reymond 1873). Andrerseits hat man bei quadrat-
integrierbaren Funktionen puq- fast-iiberall Konvergenz gegen f (Carleson 1966).

2. Ist f eine gerade Funktion, d.h. gilt f(—x) = f(z) fiir alle z, so gilt fiir alle k

4 [T/

ay = — f(¢) cos kwt dt,
T Jo

b, = 0.

3. Ist f eine ungerade Funktion, so gilt fiir alle k

ap = O,
4 [T/2

b = = f(t) sin kwt dt.
T Jo

Die Bemerkungen 2 und 3 vereinfachen in den folgenden Beispielen (und auch sonst gele-
gentlich) die Berechnung der Fourierkoeffizienten.

Beispiel 124. Sei f : R — R 27-periodisch mit f(z) = § — |z| fir —7 <2 < 7.




Dann ist f gerade, also treten nur Cosinusterme auf. Es gilt

2 [T 2 fir k d
ag = f/ (I —x)cos(kx)dr = ... = F7 1}r rnserade.
0o 2 0 fiir k gerade

Die Fourierreihe konvergiert nach dem Satz punktweise gegen f. Also ist

4 3 5
f(z)= ;{cosx—l— CO§2 T4 CO;Q i +...}

Daraus folgt mit z =0

2 2

= 1 7r =1 7r
S D
o (2k+1) 8 — k 6
In der Abbildung sind f und F1o(f) dargestellt.

Beispiel 125. Sei f : R — R 27-periodisch mit f(z) = z/2 fir —7 <z < 7.

Dann gilt
sin2x  sin3z

f(z) = {sinz — 5 T 3

Pl Y e

In der Abbildung sind f und Fg(f) dargestellt.

—+...}
fiir x # (2k + 1).

U101 U101

Fiir = m/2 erhélt man die Leibnizsche Reihe

i(—l)k o7
> 2%k+1 4

Durch gliedweise Differentiation obiger Fourierreihe erhilt man die Reihe
cosT —cos2x +cosdx — +....

Die Glieder dieser Reihe gehen fiir kein x gegen 0. Ist ndmlich = = 277% mit p,q € Z,q > 0,
so ist fir k € N
cos(kqzr) = cos(2pm) = 1.

Ist andrerseits x = 27y mit irrationalem g, so sind die Reste modulo 27 von {kx ’ ke N}
dicht in [0, 27] und die Folge (cos(2kx))ren divergent. Also ist die differenzierte Reihe fiir
kein x konvergent. Fourierreihen darf man i.a. nicht gliedweise differenzieren.

O
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Die Fourierentwicklung von Funktionen in einem Raum L?(A, ¢) betrifft zunéichst Funktio-
nen, die eben auf der Menge A definiert sind. Weil aber das trigonometrische Orthonormal-
system eine natiirliche periodische Erweiterung auf ganz R besitzt, taugt die Fourieranalyse
im L?([0, 2], 2 411) zur Behandlung periodischer Funktionen auf R, und ist historisch dar-
aus entstanden. Aber auch die Fourieranalyse von Funktionen, die nur auf dem Intervall
[0,27] (oder einem anderen kompakten Intervall) sinnvoll gegeben sind, ist ein wichtiges
Anwendungsgebiet. Das demonstrieren wir im folgenden Beispiel.

Beispiel 126. Die Bewegung einer schwingenden Saite der Léange 7 wird gegeben durch die
Gleichung

oo
u(z,t) = Z{ak cos wit + by, sinwyt} sin kz,
1
wobei wy, = kw; die k-te Oberschwingung ist. Beachten Sie, dass die Schwingung zwar in ¢
periodisch ist, die Ortskoordinate x aber natiirlich nur in dem Intervall [0, 7] eine sinnvolle
Bedeutung hat! Die Grundschwingung w; wird durch die Physik der Saite bestimmt. Die
Koeffizienten ag, by, hingegen sind durch die Anfangsbedingungen

ou
U(JZ,O) :ILO(J?), ot (1‘,0) :1,1,1(33‘)
bestimmt: o o7 ) .
ai = —/ uo(z) sinkx de, by =—— up (z) sin kx dx.
™ Jo TTWE Jo
Gezupfte Saite:
u; o= 0
u(z,t) = a(fﬁa) 5“;2’“ cos wyt sin kz.
uo = b
0 a kg
Angeschlagene Saite:
ug = 0
ﬂ u(z,t) = %15 > sm(’m):% sin wgt sin kz.
0 a n

Durch die Wahl der Stelle a kann man unerwiinschte Oberténe minimieren, z.B. den 7. und
13. (Sexte+3/8 bzw. Sexte-1/4 Ton).

O
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8.4 Cesaro-Konvergenz

e Die Fourierreihe selbst einer stetigen 27-periodischen Funktion f ist im allgemeinen
nicht punktweise gegen f konvergentﬁ Jetzt werden wir diesen Mifistand mit dem
Cesaroschen Summierungsverfahren , reparieren*.

e Wir erhalten fiir die Cesaro-Mittel der Fourierreihe bei stetigen Funktionen sogar
gleichméflige Konvergenz und damit einen einfachen Beweis fiir den Weierstra3schen
Approximationssatz: Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall li8t sich
gleichméflig durch Polynome approximieren.

e Die Vollstandigkeit trigonometrischer und anderer ON-Systeme ist eine einfache Fol-
gerung.

Definition 127. Eine Folge (ax)gen reeller Zahlen heifit Cesaro-konvergent gegen a, wenn

die Folge ihrer arithmetischen Mittel (%_J“")n@; gegen a konvergiert.

Ist limay = a, so ist die Folge auch Cesaro-konvergent gegen a, aber die Umkehrung gilt
nicht, wie die Folge a,, = (—1)" zeigt.

Lemma 128. Fiir den Fejér-Kern

F,(t) :=
n(?) n+1
gilt:
. . sin?(n+1)t/2 4

(Z) Fn(t) - 2(711%»1) sin? t/)2/ ’

(i) L [T F.(t)dt =1, ,

(iii) Fu(t) < strramear ‘

fir0<d<|t| <. R B e

Beweis. Zu (i). Es gilt

t 1 t
(2sin 5)2Dk(t) = 2sin(k + §)t sin 5 = cos kt — cos(k + 1)t.

Aufsummieren liefert

t 1 2
(25in 5)Fat) = —— (L= cos(n + 1)t) = ——

t
sin?(n + 1)5

Zu (ii). Aus Lemma folgt L [T Dy(t)dt = 1. Damit ergibt sich (ii).
Zu (i1). Das ist nach (%) trivial. O

6 Ein erstes Beispiel dafiir stammt von du Bois-Reymond 1873
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Satz 129 (Fejér). Sei f: R — R stetig und T-periodisch. Dann konvergieren die arithme-
tischen Mittel
so(x) 4+ ...+ sp(x)

n+1
der Fourier-Partialsummen si(x) von f gleichmdfig gegen f. Die Fourierreihe ist also ins-
besondere iberall Cesaro-konvergent gegen f.

on(x) :=

Beweis. Sei o.E. T' = 27. Zunéchst ist die stetige Funktion f auf dem kompakten Intervall
[—7, ] beschrinkt und gleichmifig stetig. Wegen der Periodizitét gibt es daher ein M € R
und zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass fiir alle z,y € R

|f(z)| < M,
[z -yl <d = [f(x) = fly) <e

Sei 0.E. § < . Dann erhalten wir nach dem Lemma und dem vorstehenden Lemma

oa(®) = (@) = =3 Y sula) — (@)
k=0
- % _: Fla+ ) F,(t)dt — % _: F(@)Fo(t) dt
— = [ G0 - ranr.od
Dabher ist
oula) = f(@)| < 5 [ 1@+ 0) = )| Falt)dt
4
— [ e - s@ R@d T [ fert) - @) B d
™ _5\_2/6—/ ™ 5<|t‘<ﬂ.\—<2,]w_z
1 [" 1 1
<e = /_ﬂ F,(t) dt—l—; 2M27r2(n T1)2sn2(0/2) < 2
=1
fiir hinreichend grofle n. U

Als erste Konsequenz erhalten wir:

Satz 130 (Weierstrafischer Approximationssatz). Fir jedes kompakte Intervall [a,b]
liegen die Polynome dicht in (C°[a, b], d*“P).

Wir halten noch einmal fest: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit dicht in
X, wenn ihre abgeschlossene Hiille gleich X ist:

A=X,
d.h. wenn es zu jedem € > 0 und jedem x € X ein a € A gibt, fir das d(z,a) < e.

Beweis. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] und sei
€ > 0. Wir suchen ein Polynom p mit |f(z) — p(z)| < e fiir alle z € [a,b]. Wir setzen f auf
ganz R stetig mit Periode T' = 2(b — a) fort:
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Die Cesaromittel der Fortsetzung seien mit o,, bezeichnet. Dann gibt es nach dem Satz von
Fejér ein n mit
lon(z) — f2)] <€/2

fir alle x € R.

Nun ist 0, eine reelle Linearkombination von Termen cos kwz,sin kwx. Die Taylorreihen
dieser Funktionen konvergieren auf [0,7] gleichméflig gegen cos kwz, sin kwz. Also gibt es
ein Polynom p mit

lon(z) — p(z)| < €/2 fiir alle z € [0,T].
Dann ist aber nach der Dreiecksungleichung
[f(z) —p(x)] <€
fiir alle z € [0, 7]. O

Wo wir gerade bei dichten Teilrdumen sind, beweisen wir noch einen Satz dariiber:

Satz 131. Seip > 1. Dann gilt:

(i) Ist ¢ ein Maf auf R™, so gibt es zu jedem f € LP(R™, ¢) und jedem ¢ > 0 eine
Treppenfunktion s mit
If = slp <e.

(i) Zu jedem f € LP(R™, py) und jedem € > 0 gibt es eine stetige Funktion g : R™ — R
mit kompaktem Triger und

If —gllp <e
Mit anderen Worten:
e Die Treppenfunktionen sind dicht in (LP(R™, ¢), || ...]|p) und
e die stetigen Funktionen mit kompaktem Trager sind dicht in (LP(R™, i), || - .- ||p)-

(Gemeint sind dabei natiirlich die Mengen der Restklassen in LP, welche wenigstens eine
Treppenfunktion bzw. eine stetige Funktion mit kompaktem Triger enthalten.)

Beweis des Satzes. Zu (i). A. Wir betrachten zunichst den Fall, dass | f| beschrinkt durch
M € R ist, und sein Trager in einem kompakten Intervall K liegt.

Weil f messbar ist, gibt es eine Folge von Treppenfunktionen (s;);en mit
lim s; =4 f.
j—oo

Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass fiir alle j € N gilt

|sj| < M, Trégers; C K.
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Dann gilt
s = 17 < (Isj] + |F) < 2M)Px € L1
und
lim |s; — f[? =4 0.
J—00

Nach dem Satz von Lebesgue gilt daher

Iss = £l = [ 1s; = 76 — 0.
Zu jedem beschriankten f € LP mit kompakten Tréager und jedem e > 0 gibt es also eine
Treppenfunktion s mit ||s — fl|, < e.
B. Nun sei f € LP beliebig. Zu k € N definieren wir

.fk = inf(sup(f, _k)a +k)X[,k7 +E]™
Dann ist f; messbar und beschrinkt mit kompaktem Triger, also in £P. Weiter gilt
|f = felP < |fIP € £
und
Jim |f — fif? =4 0

Nach dem Satz von Lebesgue gilt daher

T :/|f—fkwpd¢> Y

Zu jeder LP-Funktion f und jedem e > 0 gibt es also eine beschrinkte £P-Funktion g mit
kompaktem Triger, so dass

If = glly <e
Aus A. und B. folgt damit die Behauptung (7).

Zu (ii). Nach Teil (i) geniigt es zu zeigen: Zu jeder Treppenfunktion s und jedem € > 0
gibt es eine stetige Funktion g mit kompaktem Tréger, so dass ||s — g||2 < € ist. Wegen der
Dreiecksungleichung kann man sich dabei beschréinken auf den Fall s = x fiir ein I € I(R").
Und weil Intervalle mit leeren Inneren p,-Nullmengen sind, kann man sich weiterhin auf

den Fall | # () beschrinken.

Sei also I € I(R™) ein solches Intervall und sei e > 0. Weil ju,,(I) = u,(I) ist, gibt es nach

L i
dem Regularitétsaxiom eine offenes Intervall J € I(R™) mit I C J und
pn(J) < pn(I) + €.

Wir behaupten nun, dass es eine stetige Funktion g : R — R mit folgenden Eigenschaften
gibt:
glr=1, glrgn\s=0, 0<g—x; <1
Fiir eine solche Funktion gilt
0<g—x;<Xx;—X;
und wegen |g — x|’ < g — x; dann

lg - x,IE < / (x,—xp) <6

und (1) ist bewiesen.
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Die Existenz einer Funktion g mit den angegebenen Eigenschaften sieht man vielleicht am
einfachsten so ein: Man wihlt eine lineare Transformation F' : R® — R”, die I auf den
Wiirfel

W= [-1,41]" = {x eR" | |] sup < 1}

abbildet. F'(J) ist dann eine offene Umgebung von W, und es gibt ein § > 1 mit

{2 eR" |||2)lsup <8} C F(J).

Mit
A
1 fir0<t<1, ]
At):=q1—45 fir1 <¢<9, A
0 fir t > 6.
1 8 >
leistet dann
9(z) == M| F(@)]] sup)

das Gewdlinschte. O

Damit kénnen wir nun eine Liicke aus dem letzten Abschnitt schlieflen:

Satz 132 (Vollstindigkeit des trigonometrischen ON-Systems). Seien T > 0 und

w= 2% Dann ist das Orthonormalsystem

——, COs W, Sinw, cos 2wz, sin 2w, . . .

V2
in L*([0,T), Zp1) vollstindig.

Beweis. Seien f € £*([0,T], Zp1) und € > 0. Wir setzen f(z) := 0 fiir # € R\ [0, 7] fort.
Nach Satz gibt es dann eine stetige Funktion g mit kompaktem Trager, so dass

\//If—9|2du1 <e.
R

Durch Einschriankung erhalten wir eine stetige Funktion g : [0,7] — R mit

||f —9H2 <e. (40)

wobei | ... || die Norm von L2([0,T], Z41) bezeichnet.

Wir kénnen ¢ stetig so abédndern, dass sich
die £2-Norm nicht wesentlich éndert, also
erhalten bleibt, und zusétzlich ¢g(0) = g¢(T)
gilt. Dann kann man g mit Periode T stetig

fortsetzen. T o

Wir bezeichnen die Cesaromittel der Partialsummen von g mit o,,. Nach dem Satz von Fejér
gibt es ein n mit

lon(z) — g(z)| < - fir alle z € R.

V2
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Also ist

2 T
low =gl =/ 7 [ low = gl2dm <
0

If —onllz < IIf —gllz2 + llg — onll2 < 26

und

WEeil o, in dem vom trigonometrischen ONSystem aufgespannten Unterraum liegt, folgt die
Behauptung. O

Korollar 133. Das Orthonormalsystem

(eikwx)kez

ist in LE([0,T], 1) vollstindig.

Beweis. Die Orthonormalitéit haben wir frither schon gesehen. Sei f € LZ([0,T], 41). Dann
folgt

u=Re(f) € L0, 7], Zp), v ="Tm(f) € L0, 7], Zp)

Beachten Sie, dass der Faktor % oder % fiir die Integrierbarkeit keine Rolle spielt. Allerdings
macht er sich bei der Norm bemerkbar. Zum Beispiel ist

lull 2 = V2lul| L2,-

Nach dem letzten Korollar gibt es zu jedem e > 0 Linearkombinationen ¢ und 7 von
cos(kwx), sin(kwx), so dass

lu—ollp2 <€ |lv—7lr2 <e.

Dann ist
If=(o+ir)lle < llu—ollze + v

€ €
~7lly < —=+ —=.

Schliefllich sind aber cos(kwz) und sin(kwz) Linearkombinationen von e?*w*

—ikwz

O

und e

Korollar 134. Die Polynome liegen fiir jedes p > 1 dicht in LP([a,b], p1). Insbesondere
sind die normierten Legendrepolynome eine ON-Basis von L*([—1,41], u1).

Beweis. Jedes f € LP([a,b], 1) a8t sich beziiglich der LP-Norm durch stetige Funktionen
auf [a, b] approximieren. Stetige Funktionen lassen sich nach dem Satz von Weierstrafl durch
Polynome beziiglich d*“P approximieren. Dann lassen sie sich aber auch beziiglich der LP-
Norm approximieren, denn fiir stetiges f und g ist

b P
If = gll, = (/ |f(x) —g(iv)ldeJ) < d™(f,9) Vb - a.
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8.5 Riickblick auf das Lebesgueintegral

e Wir untersuchen, in wieweit das Lebesgueintegral die einzig sinnvolle Erweiterung des
Integrals fiir Treppenfunktionen ist.

Fiir Treppenfunktionen gibt es zu unserer Definition des Integrals wohl kaum verniinftige Al-
ternativen. Von dieser Definition ausgehend haben wir durch Approximation mit monotenen
Folgen etc. das Integral zu einer linearen Abbildung auf £' erweitert. Weil

[ 1o [gdel < [1r-glas=If -l

ist die induzierte lineare Abbildung [ : L' — R auch stetig.

Nun gibt es (zum Beipiel im Forster oder Barner/Flohr) andere Konstruktionen fiir Inte-
grale, die von den Autoren ebenfalls Lebesgueintegral genannt werden. Ist das Ergebnis mit
dem unseren identisch?

Um das zu kliren beweisen wir, dass sich ein normierter Vektorraum X

e c.g. der Raum T'(R™) der Restklassen von Treppenfunktionen mit der 1-Norm
auf hochstens eine Weise zu einem wvollstindigen normierten Vektorraum Y

o cg (LY ]...]h)

erganzen 1a8t, in dem X dicht liegt. Genauer ist Y bis auf normtreue Isomorphie eindeutig
bestimmt und heifit eine Vervollstindigung von X. Wir zeigen auch (und das zuerst), dass
sich eine stetige lineare Abbildung f: X — R

e c.g. das Treppenfunktionsintegral

auf genau eine Weise zu einer stetigen linearen Abbildung F' : Y — R fortsetzen l4ft.
Also sind alle stetigen linearen Erweiterungen des Treppenfunktionsintegrals auf Vervoll-
stindigungen von T'(R™) eindeutig bis auf Isomorphie.

Satz 135. Seien (Y,||...|ly) und (Z,]...|lz) Banachriume und X C'Y ein dichter Un-
terraum. Sei f : X — Z linear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung
F:Y—>ZmitF|x=Ff.

Beweis. FEinzigkeit von F. Ist F' : Y — Z linear und stetig mit F|x = f und ist y € Y,
so gibt es wegen der Dichtheit von X eine Folge (x;);eny in X mit limz; = y. Wegen der
Stetigkeit folgt F(y) = lim F'(x;) = lim f(z;). Also ist F'(y) eindeutig bestimmt.

Konstruktion von F. Seien wieder y € Y und (z;);en eine Folge in X mit limz; = y. Dann
ist

lim ||z — y|ly = 0.

Also ist (z) eine Cauchyfolge in Y. Wegen ||f(z:) — f(z;)|lz < | fIlllz: — ;] z ist (f(x:))ien
dann eine Cauchyfolge in Z und daher konvergent gegen ein z € Z. Wir zeigen, dass z nicht
von der Cauchyfolge (x;) abhéngt, und kénnen dann definieren:

F(y) := z. (41)
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Ist nédmlich (&;);en eine weitere gegen y konvergente Folge in X C Y, so definiert
G = x; fir i gerade
T & fir 4 ungerade

ebenfalls eine gegen y konvergente Cauchyfolge. Und weil Teilfolgen einer konvergenten Folge
denselben Limes haben wie die Originalfolge, ist lim f(&;) = lim f({;) = lim f(z;).

Eigenschaften von F. Ist y € X, so kann man fiir (x) die konstante Folge withlen. Also ist
Flx =Ff.

Der Nachweis der Linearitét ist einfach (selber machen!). SchlieBlich ist mit den obigen
Bezeichnungen

I1FW)llz = lim || f(z:)]z < L [[f] |zl x = £ lylly
Daher ist F' stetig und ||F|| < || f]- O

Definition 136. Seien (X, ||...||x) ein normierter R-Vektorraum und (Y, | ...|]y) ein Ba-
nachraum. Es gelte

e X ist Untervektorraum von Y,
o |lzlly = [z x fiir alle z € X,

e X ist dicht in Y.

Dann heifit (Y, ]|...||y) eine Vervollstindigung von (X,]|...|x)-
Bis auf normtreue Isomorphie gibt es zu gegebenem (X, || ... ||) hochstens eine Vervollstindigung:
Korollar 137. Seien (Y1, || ... |l1) und (Ya, || ... ||2) zwei Vervollstandigungen von (X, || ... ||x)-
Dann gibt es genau einen stetigen Isomorphismus F : Yy — Yy mit F|x =id. Es gilt

1E ()ll2 = llyallx (42)

fiir alle y1 € Y7.

Beweis. Der Beweis ist eine rein formale Konsequenz des Satzes Wir wenden diesen
Satz viermal an:

1.Y=V,Z=Y, f: X > Zzxw— x.
Das liefert eine eindeutig bestimmte stetige lineare Abbildung F; : Y7 — Y5 mit
Fi|x =id.

2.Y =Y, 2=, f: X —>Z
Das liefert eine eindeutig bestimmte stetige lineare Abbildung Fo : Y5 — Y7 mit
Fyx =id.

3.Y=W,Z2=Y%,f: X —Z x— x.
Das liefert eine eindeutig bestimmite stetige lineare Abbildung E : Y7 — Y7 mit

Elx =id.

Wir kennen aber zwei Abbildungen, die dies leisten: £ = FhoF; und F =id : Y] — Y7.
Wegen der Eindeutigkeit ist also

FyoF, =id.
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4. Analog finden wir F} o Fy =id : Y5 — Ys.

Damit erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit des stetigen Isomorphismus F' = F;. Aus
F|x = id folgt mit der Stetigkeit auch . O

Zu einem normierten R-Vektorraum (X, || .. .||) konstruiert man eine Vervollstindigung ganz
dhnlich, wie man die reellen Zahlen aus den rationalen konstruiert: Die Menge der Cauchy-
folgen in X bildet einen Vektorraum Y. Der Quotient von Y nach den Nullfolgen ist ein
Vektorraum Y, der X in Gestalt der konstanten Folgen enthilt. Wird y € Y représentiert
durch die Cauchyfolge (z;), so ist (]|z;]|) konvergent und man definiert ||y|| := lim ||z;||. Das
liefert dann eine Vervollstandigung von (X, ||...|).

Diese Konstruktionsverfahren kann man natiirlich konkret auf die Integration anwenden.
Man beginnt mit dem Raum der Treppenfunktionen 7 (R™) und dem darauf definierten
Integral. Dann zeigt man, dass

= / fldo

eine Norm definiert, wenn man den Raum der ¢-fast iiberall verschwindenden Treppenfunk-
tionen herausdividiert. Das liefert einen normierten Vektorraum (T'(R™),]||...||). Den ver-
vollstéindigt man durch Adjunktion der Cauchyfolgen und erhilt (L' (¢), ||...|]1). Das klingt
einfach, die Probleme kommen aber beim Umgang mit konkreten Funktionen. Wir haben
zum Beispiel gesehen, dass L'-Konvergenz ziemlich kompliziert mit punktweiser Konvergenz
zusammenhéngt.
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9 Der Satz von Stokes

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung sagt, dass fiir eine stetig diffe-
renzierbare Funktion f : [a,b] — R gilt

fldus = flg.
[a,b]
Der Satz von Stokes ist eine in jeder Beziehung sehr starke Verallgemeinerung des Funda-
mentalsatzes. An die Stelle des Intervalls und seiner Endpunkte treten eine k-dimensionale
kompakte Mannnigfaltigkeit M und ihr Rand OM, der eine (k — 1)-dimensionale Mannigfal-
tigkeit ist. Stellen Sie sich M als Fliche im R? (zum Beispiel als Halbsphére) und M als
deren Randkurve vor. Man bekommt also

[r=]
M oM

Aber was wird da integriert? Die n-reihige Determinante dient in der Linearen Algebra zur
Berechnung n-dimensionaler Volumina, sie ist so etwas wie ein n-dimensionales Maf3. Dif-
ferentialformen von Grad k sind Verallgemeinerungen der Determinante und so etwas wie
k-dimensionale Mafle. Sie sind die “natiirlichen” Integranden auf k-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten. Fiir sie gibt es eine Verallgemeinerung der Ableitung, die sogenannte Cartansche
Ableitung. Sie macht aus einer Differentialform w vom Grad k — 1 eine Differentialform dw
vom Grad k. Funktionen sind 0-Formen, die Cartansche Ableitung der Funktion f ist die
Differentialform vom Grad 1 gegeben durch Df = f'dx.

Der Satz von Stokes besagt dann, dass

/ dw:/ w.
M oM

Dieser Satz hat viele Anwendungen und Facetten, deren wichtigste sicher seine Funktion
als Bindeglied zwischen Analysis (Integration, Ableitung) und Geometrie (Mannigfaltigkeit,
Rand) ist. In dieser Gestalt spielt der Satz eine zentrale Rolle fiir die Entwicklung der
Differentialtopologie und der algebraischen Topologie.

Er hat aber auch viele physikalische Anwendungen: Er erklért zum Beispiel das Phdnomen
der Induktion in einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld. Oder er besagt, dass die Flussbi-
lanz einer physikalischen Gréfie durch die Oberfliche eines Gebietes gerade das Integral {iber
die Quelldichte dieser Gréfle im Inneren liefert. Damit spielt er unter verschiedenen Namen
und in sehr verschiedenen Schreibweisen eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik, in der
Hydrodynamik, in der Warmelehre, in der Verfahrenstechnik usw. usw.

Um den Satz richtig verstehen zu kénnen, miissen wir mit berandeten Mannigfaltigkeiten
und mit Differentialformen umgehen kénnen. Wir beginnnen mit den letzteren. Dazu bedarf
es einer gewissen Vorbereitung in linearer Algebra, mit der wir jetzt anfangen.
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9.1 Alternierende multilineare Algebra

e Wir definieren alternierende k-Formen in einem n-dimensionalen Vektorraum und ler-
nen verschiedene Beispiele dafiir kennen, die sich spéter als die typischen Beispiele
herausstellen werden.

e Wir lernen, warum alternierende Formen so heiflen.
e Wir bestimmen die Dimension des Raumes der k-Formen.
e Wir definieren das Zuriickholen von Formen mit linearen Abbildungen und und benut-

zen n-Formen im n-dimensionalen Raum zur Definition einer Orientierung.

Zur Bezeichnung: Wir werden haufiger Permutationen benotigen. Wir bezeichnen mit S,
die Gruppe der Permutationen von {1,...,n} und mit

sign(o) = H M = det(ea(l), ey eo(n))

1<icj<n  J T
das Signum der Permutation o € S,,.
Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und V* sein Dualraum.

Definition 138. Sei k € N.

Eine alternierende k-Form auf V ist eine k-lineare Abbildung

w:Vx...xV—->R
~————
k
mit
w(vy,...,vx) = 0, falls zwei der v; gleich sind.

Der Vektorraum der alternierenden k-Formen wird mit A¥V* bezeichnet. Wir setzen

AV* =R,

Das typische Beispiel einer alternierenden Form ist die Determinante.

Beispiel 139 (Determinantenform). Fiir V' = R" definiert
W(v1, ..., vp) = det(vy, ..., v,)

eine alternierende n-Form, und Sie wissen aus der linearen Algebra, dass die Determinan-
ten bis auf einen skalaren Faktor die einzige alternierende n-Form auf dem R™ ist, d.h.
dim A" (R™)* = 1.

O

Beispiel 140 (1-Formen). Es gilt A'V* = V*. Alternierende 1-Formen sind also einfach
Linearformen. In einem Euklidischen Vektorraum oder allgemeiner in einem reellen Vektor-
raum mit einem nicht degenerierten inneren Produkt (.,.) hat man einen Isomorphismus

V= AV v w’ = ().
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Satz 141. Fiir w € A*V* und jede Permutation o € S,, gilt

WV (1ys - - > Vo(ry) = sign(o)w(v, ..., vg).

Darum heiflien die alternierenden Formen alternierend.

Beweis. Vgl. Determinantentheorie in der linearen Algebra. Die Idee ist diese:

0 = w(vy + va,v1 + V2, V3, ..., VL)
= w(vy,v1,0s,...,0k) +w(v1, V2,03, ...,0%) + w(ve, v1, V3, ...,0%) + w(ve, V2, Vs, ..., V)
=0 =0
= w(v1,v2, V3, ...,0) + w(va,v1,V3,...,0%).

O

Aus der Determinantenform auf dem R™ kann man neue Formen gewinnen, wie wir in den
beiden néchsten Beispielen zeigen:

Beispiel 142 (Flussform). Fiir v € R™ ist
*w” = det(v,...)
eine alternierende (n — 1)-Form, und
V — A" HRY)*, v kW

ist ein Isomorphismus. (Beweis?) Den Namen “Flussform” erklidren wir spéter.

O
Beispiel 143. Seien k € {1,...,n} und 1 <4y < ... <ix <n. Dann definiert
i1 ik
i1k —d 1 !
w (v1,...,05) :==det(er,...,01,..., V..., €p)
eine alternierende k-Form auf dem R™. Zum Beispiel ist w? ™ = sw®!.
Anschaulich kann man sich w? - (v1,...,vg) so vorstellen: Die Vektoren vy, . .., vy spannnen
im R™ ein k-dimensionales Parallelotop IT auf. w* " (vy,...,v;) ist bis aufs Vorzeichen
das k-dimensionale Volumen der orthogonalen Projektion von II in den von e;,...,e;,
aufgespannten Unterraum.
. n ..
Schreibt man v; = Zi:l v3;€;, S0 erhélt man
il ik
i h
n n
W (v, o) =det | eq, ... g Umgls -« E Umpks - -+ €n
m1:1 mkzl
n ’il ik
i h
= E Uyl -« Umgk det(€1, .oy €myy e vy €my -5 En)-
mi,...,mp=1
Nur die Summanden sind # 0, fiir die (mq,...,mg) eine Permutation von (iy,...,4x) ist.

Fiir diese liefert die Determinante gerade das Signum der Permutation:

wilmik (Ul, L) 'Uk) = Z Sign(o—)via(l)l T Ui"(k)k'
oESy
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Wir halten fest, dass fiir 1 < j; <... < jr <ngilt

1 falls (jl, “ee 7jk‘) = (il, ces ,ik),

wilmik(ejlv"'?ejk) = {0 (43)

sonst.

O

Die Rechnung aus dem vorstehenden Beispiel angewendet nicht auf auf w? % sondern auf
ein beliebiges w € A¥V*, liefert mit Satz

Satz 144. Fiir w € AFV*, eine Basis (e1,...,e,) von V und v; = > 1 vije; gilt

wvg, ..., ) = Z w(€iy...,ei) Z Sign(o)vi, )1 - - Vi 1y k-

1<ii<..<ig<n o€Sy

Insbesondere ist w durch seine Werte auf den (monotonen k-tupeln von) Basisvektoren ein-
deutig bestimmit.

Satz 145. Sein :=dimV. Dann ist

dim ARV = (7).
im <k>

Beweis. Wir beweisen das zunéchst nur fiir V= R", den allgemeinen Fall erledigen wir im
Anschluss an die Definition [147]

Fiir £ > n sind je k Vektoren im R” linear abhéngig, und deshalb ist jede alternierende
k-Form w = O:

dim AF(R?)* = 0 = <Z> falls k > n.
Sei nun k < n. Nach Beispiel und Satz gilt fiir jedes w € A*(R™)*

w(vg,...,v5) = Z w(€iyy.--s€i) Z Sign(o)vi, )1 - - Vi, ok

1<i1<.. <y <n gES

= Z W,y ooy eq )Wt (v, ... v,

1<ii<...<ip<n

also -
w = Z w(eiw'--a@ik)w““-lk.
1<i1<...<ix <n
Nach ({3)) sind die w* - linear unabhiingig, und daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 146. Mit dem Euklidischen Raum R"™ kommen zwei weitere Rdume, die nachdem
vorstehenden Satz auf kanonische Weise isomorph zu R” sind:

R"” — AL(R™)*, w > w®:= (., u),
R" — A" YR")*, u— *xw" = det(u,...).
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Es stellt sich heraus, dass manche physikalische Grofien (zum Beispiel Impuls oder Magnet-
feld), die iiblicherweise als Vektoren interpretiert werden, mathematisch besser zu ,,verste-
hen® sind, wenn man sie als 1-Formen oder (n— 1)-Form interpretiert. Vgl. die Beispiele m

und 255
O

Definition 147 (Zuriickholen von Formen). Ist f : W — V eine lineare Abbildung und
w € A*V*, so definiert

fro(wr, .. we) == w(f(wi),- .., f(we))
eine alternierende k-Form auf W, die mit f zurickgeholte Form. Die Abbildung
oAV S AR W frw
ist linear.
Das Zuriickholen von Formen erfiillt offenbar
(ho f)* = f*oh™ und id* =id.
Deshalb liefert ein Isomorphismus f : V — W fiir jedes k eine Isomorphie AFW* =2 AFV*,
Das beweist den Satz [I45)] fiir beliebiges V.

Satz 148. Fir f € End(V) und p € A"V* mit n = dimV ist

fr = (det f)p.

Beweis. Falls o = 0 ist nichts zu zeigen.

Andernfalls ist p eine Basis des (Z) = 1-dimensionalen Vektorraums A™V*, und
ffu=cp
fiir eine Konstante ¢, die wir nun bestimmen. Sei (e;) eine Basis von V und f(e;) = >, fije;.
Dann ist
cpler, - en) = fuler, - en)
Z fisr o finnp(€iys - - €0,)

11y0005tn

Z for - fommb(€o()s - -+ €o(n))

oS,
= Z Sign(a)fa(l)l s fo‘(n)n/lf(eh ceey en)
o€S,
= (det f)/’[’(eh B en)
Weil (e, ..., e,) # 0 folgt die Behauptung. O
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Definition 149 (Orientierung, Volumenform). Sei V ein n-dimensionaler reeller Vek-
torraum.

(i)

A"V* ist ein 1-dimensionaler Vektorraum, A”V*\ {0} besteht also aus zwei Zusam-
menhangskomponenten. Jede von diesen heifit eine Orientierung von V und V zusam-
men mit einer solchen ein orientierter Vektorraum. Eine Orientierung ist also gegeben
durch eine alternierende n-Form g % 0, und Ap mit A # 0 liefert dieselbe Orientierung
genau dann, wenn A > 0.

Eine Basis (v1,...,v,) in einem orientierten Vektorraum V heifit positiv orientiert,
wenn fiir ein und dann fiir alle 4 aus der Orientierung

w(vy, ..., v,) > 0.

Umgekehrt bestimmt jede Basis (v1,...,v,) eine Orientierung

{MEA”V* |,U(U17--~7U7L) >0}

Ist V ein orientierter Fuklidischer Vektorraum, so gibt es in der Orientierung genau ein
€ A"V* welches auf einer und nach Satz dann auf jeder positiv orientierten Or-
thonormalbasis den Wert 1 annimmt. Dieses p heifit die Volumenform des orientierten
Euklidischen Vektorraums V.

Bemerkungen. 1. In der Linearen Algebra definiert man die Orientierung eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorrraumes hiufig als eine Aquivalenzklasse von Basen, wobei zwei
Basen dquivalent oder gleich-orientiert heiflen, wenn sie durch einen Automorphismus mit
positiver Determinante ineinander iiberfithrt werden. Uberlegen Sie, dass das mit der obigen
Definition iibereinstimmt.

2. Fiir V = {0} ist nach Definition A°V* = R. Die beiden Komponenten von R\ {0} lassen
sich charakterisieren durch die Zahlen +1 und —1, und unter einer Orientierung von V' = {0}
versteht man die Wahl einer dieser Zahlen.

106



9.1.1 AuBeres Produkt

e Wir definieren ein assoziatives Produkt zwischen alternierenden Formen und benutzen
dieses, um k-Formen mit Hilfe von 1-Formen darzustellen.
Multilinearformen, die nicht alternieren, kann man mit Gewalt dazu bringen:
Definition 150 (Alternierung). Ist 7:V x ... x V — R eine k-lineare Abbildung, so ist
Alt(T) mit
1 .
Al(T) (v1, ..., 0) := o Z sign(o)T (Vo (1), -+ - Vo (k)
gESy

eine alternierende k-Form, die Alternierung von T.

Ist T bereits alternierend, so ist Alt(T) = T.

Beweis, dass Alt(T) alternierend ist. Sei T € Sk. Dann gilt

1 .
A(T) (vrys - 0r() = 35 > sign(o)T (Va(r(1))s - - > Vo(r(k)))
T oeSy

1 . -
=4 Z sign(pT )T (Vp(1)s - - -+ V(i)
PESK

= sign(7) Alt(T)(v1,...,vE).

Wir benutzen das, um fiir alternierende Formen ein Produkt zu erklaren.

Definition 151. Seien w € AFV*, 6 € AlV*.
(i) Das Tensorprodukt w ® 6 von w und 6 ist definiert durch
(W) (v1,. .y Vk41) = w(V1, .oy VE)O(Vkg1s ooy Vkpl)-

(i) Das dufere Produkt w A @ € A**'V* von w und 6 ist definiert durch

(k+1)!

wAO=

Alt(w ® 0).

Satz 152. Seien w,w; € AKV*, 0 € AlV* n € A™V* und f: W — V linear. Dann gelten
folgende Regeln

(Wi +w) A0 =wi ANO+wy AD,
(aw) A0 = a(w A 6),
@A) = fwn 0,

wAl=(—D"oAw,
(WA An=wA (0 An).

Beweis. Bis auf die letzten zwei Aussagen ist das leicht zu beweisen. Fiir diese vgl. Spivak
p. 80/81 oder Agricola/Friedrich p. 2. O
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Beispiel 153. Fiir ¢ € A°V* = R und w € A*V* ist offenbar ¢ ® w = ¢w, und weil das
eine alternierende k-Form ist, folgt

ONw = pw.
O
Beispiel 154. Fiir wi,ws € A'V* und vy, vy € V st
211
(Wi Awz)(v1,v2) = 77 o (Wi (vn)wa(vz) — wi(v2)wz(v1))
= w1 (’Ul)wg(’Ug) — W1 (Ug)wg(’vl).
O

Beispiel 155. Vgl. Beispiel Fiir u,v € R? findet man mit der Formel aus dem letzten
Beispiel wegen w"(e;) = (e;,u) = u;

(WY Aw?)(es, e5) = uivy; — u;v;

Das sieht so aus, wie die Komponenten des Vektorproduktes u x v. Zeigen Sie

uXv

’w“/\w”:*w

Das Dachprodukt kann man also auffassen als eine Verallgemeinerung des Vektorproduk-
tes auf beliebig-dimensionale Ridume. Die spezielle Situation im dreidimensionalen kommt
dadurch zustande, dass 1 +1 =3 — 1 ist.

O
Lemma 156. Seien w € A*=1V* 0 € A'V* und vy, ... v € V. Dann gilt
k
(WAO) (01, 00) =D (=) Tw(vr,..., 55, .., vk)0(v;). (44)
j=1
Beweis. Nach Definition ist
k! 1 .
(WA ) (vy,...,05) = S > sign(0)w (V1) - - - Va(e—1))0 (Vo (k))-
T geSy
Ist j := o(k), so ist der w-Term in der Summe
Fw(vi,. . Ugy e, Uk),s
wobei 0 bedeutet, dass v; ausgelassen wird.
Das Vorzeichen bestimmt sich durch die Permutation, die v, (1), ..., Vs(x—1) in die monotone
Reihenfolge v1,. .., 75, ..., v bringt:
(Vo(1)s -+ > Va(k=1)> Vo(k)) Sig:zg) (V1y0e 304,00, k) (71—);7]_ (V1,3 0y e, Uk, V)
Also folgt
1 k
(WA O)(v1, ..., v) = Y Yo Y sign(0) (—D)Fw(vr, . G 0)0(0;).
=l s e S, =1
o(k) =



Weil es in Sy, gerade (k — 1)! Permutationen mit o(k) = j gibt, erhalten wir daraus ([44).
O

Statt (—1)*=7 kann man in natiirlich auch (—1)**J schreiben. Dann hat die Formel
Ahnlichkeit mit dem Laplaceschen Determinantenentwicklungssatz. Das ist kein Zufall, wie
der Beweis zum néchsten Satz zeigt.

Satz 157. Seien vq,...,vx €V und wy,...,w; € A'V* = V*. Dann gilt

(Wi A Awg) (01, .0, o) = det(w; (V5))ij=1,... k- (45)

Die Formel ist der Grund fiir den merkwiirdigen Koeffizienten bei der Definition von A.

Beweis. Vollstandige Induktion iiber k.
Der Fall £ = 1 ist trivial.

(k—1) — k.
(w1 VAN /\wk_l) /\wk(vl, .. .,Uk)
k
;(—l)k“wl A A1 (V1 Ty e U)Wk (V)
k wl(vl) wl(vj) wl(vk)
= (~1)F : : wk(v))
— o
’ wi—1(v1) ... wro1(v) oo wi—1(vk)
= det(w;(v;)),
wobei der Entwicklungssatz von Laplace nach der letzten Zeile benutzt wurde. O
Satz 158. Seien (e1,...,e,) eine Basis von V und (w1, ...,wy) die duale Basis von V*.
Dann gilt fiir w € A*V*:
w= Z W(€iyy.ens€iy) Wig A v Awiy .
1<i1 <. <ip<n
(Wiy Ao Awiy)1<iy<...<ip<n st eine Basis fir A*V*, und die w(e;,, ... e;,) € R sind die
Entwicklungskoeffizienten von w beziiglich dieser Basis.

Dieser Satz erklirt die Notation A*V*: Das ist der Raum der von den k-fachen Produkten
von Formen aus V* erzeugt wird, die k-te “d4uflere Potenz” von V*.

Beweis. Sei j; < ... < ji. Dann gilt

Z W€y s osliy)(Wiy Ao Awig )€y, -1, €5,)

1<ii<...<ig<n

= Z w(€iyy---s€ip) det(w;, (€j,))
ISh< <isn =0, famzk)

=w(ej;. )€ )-

Aus dem Satz folgt daher die Behauptung. O
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Beispiel 159 (Basisdarstellung in A*(R")*). Sei V = R". Die duale Basis zur Standard-
basis bezeichnen wir mit x1,...,x,. Das sind gerade die Projektionen auf die Koordinaten-
achsen. Dann gilt also

w= E W(€iyy-vns€iy) Tiy Aot ATy, .
1<i1<...<ix<n

In diesem Fall ist @;, A ... Ax;, = wh ¥ vgl. Beispiel

O
Beispiel 160. Seien etwa w =Y a; x;, 0 = >_ b; x;. Dann ist
wANO= Z(aibj —ajbi)xi/\:rj.
i<j
O

Bemerkung. Man bezeichnet die Rdume A*V* mit dem #uBeren Produkt, oder, formal
genauer, die direkte Vektorraumsumme

AV = é/\kv*
k=0

mit der darauf durch A induzierten Multiplikation als die Graff§mannalgebra von V*D

Hermann Grafimann (1809-1877) war nicht nur der Erfinder dieser Operation, man kann
ihn als den Erfinder der abstrakten Linearen Algebra im heutigen Sinne ansehen. Er war
seinen Zeitgenossen damit weit voraus, konnte sich aber als Autodidakt kaum verstdndlich
machen und wurde deshalb lange Zeit seines Lebens von der etablierten Mathematik nicht
gewiirdigt, ja kaum wahrgenommen. Aufler zur Mathematik hat er bedeutende Beitrige
auch zur Physik und zur Sprachwissenschaft geleistet.

Zum Wirken und zur Person von Hermann Grafimann sei der entsprechende Abschnitt in
Felix Kleins “Mathematik im 19. Jahrhundert” empfohlen.

7 Die Gramannalgebra A*V des endlich-dimensionalen R-Vektorraumes V “selbst”, also ohne Sternchen,
kann man im Rahmen unserer Behandlung mit Hilfe der kanonischen Isomorphie (V*)* 2 V definieren.
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9.2 Differentialformen

e Fin Vektorfeld ist eine Abbildung
X: VOG-V,

die jedem Punkt p € G einen Vektor X (p) zuordnet.

Ebenso ist eine Differentialform vom Grad k ein Feld alternierender k-Formen, also
eine Abbildung
w:V DG — AFVF,

die jedem Punkt p € G eine alternierende k-Form w, zuordnet.
e Wir iibertragen unsere Kenntnisse der alternierenden k-Formen auf k-Formenfelder.

e Insbesondere lernen wir die Basisdarstellung von Differentialformen kennen. Eine Klip-
pe ist dabei die géingige Praxis, konstante Abbildungen mit demselben Symbol zu
bezeichnen wie ihren Wert.

Seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, G C V eine offene Menge und
keN.

Definition 161. Eine C°°-Abbildung
w: G— AV pw,.
heifit eine Differentialform vom Grad (oder Rang) k auf G.

Die Addition und Skalarmultiplikation sowie das Dachprodukt von alternierenden Multili-
nearformen iibertragen sich , wertweise“ auf Differentialformen. Auflerdem kann man Diffe-
rentialformen wertweise mit reellwertigen C'°°-Funktionen multiplizieren.

Auf diese Weise bilden die Differentialformen vom Grad k einen Modul
QF (@) == C>=(G, AFV*)
iiber dem Ring C*°(G,R) der reellwertigen C'*°-Funktionen.

Bemerkung. Natiirlich kann man auch Differentialformen mit niedrigerer Differenzierbar-
keitsordnung definieren. Aber bei der Differentiation von Differentialformen endlicher Diffe-
renzierbarkeitsordnung verliert man jeweils eine Ordnung. Das fithrt dazu, dass man neben
dem Grad sténdig auch noch die Differenzierbarkeitsordnung kontrollieren muss. Wir ver-
meiden dieses Problem, indem wir uns auf den C*°-Fall beschrinken.

Beispiel 162. Q°(G) = C>~(G,R) sind die C*°-Funktionen auf G.

Beispiel 163. Ist f : G — R eine C*°-Funktion, so ist
Df:G— L(V,R) =V* € QY(G).

Im Zusammenhang mit Differentialformen schreiben wir meistens df statt Df, vgl. Ab-
schnitt [0.3]

O

Beispiel 164. Alternierende k-Formen kann man als konstante Differentialformen auffassen.

Dann ist also
ARV C QR (V).
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Beispiel 165 (Zur anschaulichen Vorstellung). Eine alternierende 2-Form w € A?(R3)*
kann man sich als Strémung einer Fliissigkeit im R3 vorstellen: w(v,w) gibt an, wieviel
davon pro Zeiteinheit durch das von den Vektoren v und w aufgespannte Parallelogramm
hindurchflieBt ]

Dabei ist kommentarlos unterstellt, dass die

Stromung stationér ist, d.h. dass es nicht darauf an- ///
kommt, wann die Zeiteinheit gewahlt ist, und es ist —
unterstellt, dass die Stromung homogen ist, d.h. dass //

es nicht darauf ankommt, wo im R3 das Parallelo- "

/'

gramm liegt (Translationsinvarianz).

Differentialformen ermoglichen es, wenigstens die
zweite Spezialisierung aufzugeben, also eine stati-

/ / — onére inhomogene Strémung zu modelieren und zwar
\ 67 durch eine Differentialform w € Q?(R3). Fiir (hinrei-
v chend kleine) Vektoren v, w € R? gibt

} / wp (v, w)
/

an, wieviel Fliissigkeit pro Zeiteinheit durch das von
v und w an der Stelle p € R? aufgespannte Paralle-
logramm flief3t.

P

\ A

Genauer liefert

/
B

Fluss durch das von (hv, hw) aufgespannte Parallelogramm

wp(v,w) = }lll\mo B2

die Flussdichte durch das von v und w bestimmte infinitesimal kleine Parallelogramm im
Punkte p.

O
Beispiel 166 (Die Flussform). Sei F': R” D G — R” ein C*°-Vektorfeld. Dann definiert

*wi(vla s 7U7L—1) = det(F(p)a’Ula s avn—l) (46)

eine Differentialform *w! € Q"~1(@), die den ,,Fluss“ des Vektorfeldes F' durch die von n—1
Vektoren aufgespannten infinitesimalen Hyperflichenstiicke misst, und die wir die Flussform
zu F nennen.

Ist V' nicht der R™, sondern ein orientierter Euklidischer Vektorraum und p € A™V™* seine
Volumenform, vgl. die Definition so kann man auch in diesem Fall zu jedem Vektorfeld
F:V DG — V eine Flussform

definieren.

O

Definition 167. Ist h : G — H C W eine C*°-Abbildung in die offene Teilmenge H des
Vektorraumes W, und ist w € QF(H), so definiert

(W w)p(v1,...,vk) = Whpy (Dph(vi), ..., Dph(vy))

eine k-Form h*w € QF(Q), die mit h zuriickgeholte Form.

8 Ist u der Geschwindigkeitsvektor der Strémung, so ist w = *w®. Das ist ein Beispiel dafiir, dass man
Strémungen bequem durch 2-Formen modeliert.

112



Beispiel 168. Sind V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, 4 € Q" }(V)undh: VO G —V
eine C*°-Abbildung, so gilt nach Satz

h* = det(Dh)p.

O
Satz 169. Fir die Komposition f o g von C*°-Abbildungen gilt
(fog)w=g"(fw). (47)
Beweis.
(0" (f*w))p(v1,-..) = (f*w)g(p) (Dpg(v1), - - ) = W (o)) Dy (p) f(Dpg(v1)), .. -).
O

Die Formel ist also im wesentlichen die Kettenregel. Direkt aus der Definition folgt

Satz 170. Es gilt
fflwnl)=ffunf o

und

fr(ow) = (¢o f)f w.

Basisdarstellung von Differentialformen. Fiir das weitere Verstidndnis ist es ungeheuer
wichtig, dass Sie sich folgende Sachverhalte klarmachen:

1. Eine (beliebige) Abbildung f : VO G — W in einen Vektorraum W mit Basis
(wy, ..., wy,) kann man nach dieser Basis entwickeln:

f= Z Jiw;.
i—1

Die f; sind die Komponentenfunktionen.

Insbesondere ist f € C"*° genau dann, wenn alle f; € C.

Die duale Basis (w1, ...,w,) zu einer Basis (e, ..., e,) von V liefert eine Basis
(wil AN Wik)1§i1<4..<ik§n

fiir den Vektorraum A*V*. Infolgedessen hat man fiir w € QF(G) eine Darstellung

w = Z d)lllk wil VANPRAAN wik (48)

1<ir<..<ig<n

mit C°°-Funktionen ¢;, ;. Fir p € G ist

Wp = Z (i)zlzk(p)w“ /\.../\wik c AkV*

1<i1<...<ig<n

Nach Satz sind die Funktionen ¢, ;, gegeben durch

¢i1~-ik (p) = wp(eiu RN eik)'
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2. Ist V=R" k=1 und w = df, so hat man in A'(R")* die kanonische duale Basis
(z1,...,2,) und zum Beispiel

=32 (19)

ZTi.
ox;
i=1

Aber so schreibt man das nicht. Stattdessen finden Sie
df —
! ; ox;

Der Unterschied (besser: der fehlende Unterschied) zwischen beiden Notationen ist
folgender. Sind f eine reellwertige Abbildung und g eine konstante Abbildung in den
Vektorraum Wmit Wert w, so beschreiben

fw:p— flpuw

und
fg:p— f(p)g(p) = f(p)w

dieselbe Abbildung. Wegen der Linearitdt der x; ist nun dx; : p — dpx; = x; eine
konstante Abbildung. Die rechte Seite von ist also zu lesen als:

pe S 2Ly =3 2Ly as e AR

i=1 Oz; i=1 0z;

Die vorstehenden Uberlegungen gelten nicht nur fiir 1-Formen und die kanonische Basis
des R™, sondern ganz allgemein. Wir formulieren das noch einmal als Satz.

Satz 171. Sei (w1,...,w,) die duale Basis zu (ey,...,en).

(i) Sind ¢;,. i, : G — R gegebene C™°-Funktionen, so ist

w = Z ¢i1...ik dwil VAN dwik S Qk(G>

1<ir<...<ip<n
(ii) Jedes w € QF(Q) lapt sich eindeutig so darstellen, ndamlich mit
Giyoiy = W(€iyyeevy€ip)e
(iii) Insbesondere ist jede Differentialform vom Grad k auf dem R™ von der Form

W= Z @iy iy ATy Ao AN dxy, .

1<i1<...<ix<n

mit C*°-Funktionen ¢, .. i, .

Beispiel 172. Fiir die Determinantenform des R"™ gilt
det =dxy A ... Adx, € Q"(R"™).

Vergleiche Satz
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Beispiel 173. Fiir die Flussform *w! € Q"~1(G) zu einem F : R® D G — R" findet man

*wF(e17...,é}7...,en)d:r1/\.../\d/x\i/\.../\dacn

£
|
I

©
Il
=

det(F,el,...,é},...,en)d:cl/\.../\d/x\i/\.../\dwn

-

«
I
A

(1)L det(er,....F,...,ex)dzy A... Adzi A... Aday

I

«
Il
-

(—1)i_1Fid.’171 VANPAN d/ZE\Z VANPIAAN da:n

|

o
Il
N
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9.3 Die Cartansche oder duflere Ableitung

e Eine Differentialform w vom Grad k ist insbesondere eine differenzierbare Abbildung
w:V DG — LE(V,R). Thre Ableitung an einer Stelle p € G ist deshalb eine lineare
Abbildung in L(V,L*(V,R)) = L**1(V,R), die aber im allgemeinen nicht alternie-
rend ist. Wir machen sie “mit Gewalt” alternierend und erhalten auf diese Weise die
Cartansche Ableitung.

e Wir lernen Rechenregeln fiir die Cartansche Ableitung kennen. Weil nach dem Schwarz-
schen Lemma die hoheren Ableitungen symmetrisch sind, iiberrascht es nicht sehr, dass
die zweifache Cartansche Ableitung verschwindet: Man macht sie ja gerade antisym-
metrisch.

Definition 174 (Cartansche oder duflere Ableitung). Sei w € Q*(G).
Fiir jedes j € {1,...,k+ 1} und fiir vy, ..., 051 € V ist dann

pr;D(vlw"aﬁ}a"'avk-O—l)

eine C°-Funktion auf G (der Vektor v; ausgelassen). Die Richtungsableitung dieser Funktion
nach v; sei mit

P Op,w(Vi, .., 0y, Ukg1)|p
bezeichnet. Dann definiert
k+1
dpw(v1, ., 0p1) = Y (1) 0y w(vr, Dy Ok -
j=1

eine Differentialform dw € Q*T1(G). Sie heit die Cartansche oder dufere Ableitung von w.

(Man schreibt d,w statt (dw),. Die Formeln gewinnen an Ubersichtlichkeit, wenn man das
Argument p iiberhaupt unterdriickt, wie in den folgenden Beispielen.)

Dass dpw wirklich alternierend ist, ergibt sich aus dem nachstehenden Lemma.

Fir w € QF(Q) = C®(G,A*V*) und p € G ist Dyw € L(V,A*V*) C L*1(V,R) eine
(k + 1)-Linearform auf V'

Dpw(vl, ‘e ,Uk+1) = DPW(Ul)(UQ, e ,Uk+1) = 8vlw(v2, ey Uk+1)|p-

Das ist wegen der asymmetrischen Rolle des ersten Arguments nicht alternierend. Aber wir
kénnen darauf die Alternierung aus Definition [T50] anwenden und erhalten:

Lemma 175. Fir w € QF(G) und p € G ist

dpw = (k+ 1) Alt Dpw.

Beweis. Fir j € {1,...,k + 1} bezeichne 7; € Si41 die Transposition von 1 und j. Dann
gilt fiir vy,..., 0541 €V
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(k+1)Alt Dpw(vi,. .., vp41) =

Z sign(o) Dpw(Vo(1)s - - - > Vo (k1))

|
(k + 1)' €Skt
1 .
=4 Z sign(0) 0y, 1, W (Vo(2)s - - -5 Vo(kt1))lp
" 0ESkt1
1 k+1
= Z sign(7; o J)@UTjoa(l)w(vTjoa(Q), ce s Vrioa (k1)) |p

Tj=1 oe sy
o(1) =1

1 .
o Z Z sign(7; o U)@ij(vTjOU(g), . ,vTjOU(kJrl))\p

j=1 o€ S8k
o(l) =1

=5 Z sign(71 0 )0y, W(Vo(2)5 - - > Vo (kt1))|p
T o €Sk
o(1) =1
| kel
T Z Sign(O')anw(’U.,—jog(g), s 7'U‘rjoa(k+1))‘p
T j=2 oes,y
o(1) = 1
1 Rl
= Oy, w(v2, .., Vky1)]p — il Z Ou,W(Vr,(2)5 - - 5 Ury (k1)) |p
Jj=2 o€ Skq
o(1) =1
k+1 ]Tl
= Oy, w(v2, .., Vpy1)|p — Zavjw(vza Ce U1, VLU Vg 1) |p
j=2
k+1 ,
= 81)10'}(’02’ s 7U1€+1)|p - Z(_l)j_Qavjw(vla s 7@) EREE) Uk+1)|p
=2
k+1 A
= S (1 wlvrs T i)
j=1
O
Beispiel 176.
we NG = dw(v,w) = dyw(w) — Dpw(v).
O
Beispiel 177. Fiir die Flussform xw! = det(F,...) € Q""1(G) auf dem R"™ ergibt sich
d*wf (e en) = i(fl)jfla det(F, eq €; en) = i OF; =div F.
sy Cn : ej sy CLly ey Cgy e ey En al’j .
Jj=1 ! j=1
=(=1)J-1F;
Also
d*w = (div F)det = (div F)dz; A ... Adx,.
O

Lemma 178. Seien ¢ : G — R eine C*°-Abbildung auf der offenen Menge G C V' und
wo € A*V*. Dann gilt
d ((i)a)o) = d¢ AN wo-
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Beweis. Nach Lemma und der vorletzten Formel aus Satz gilt fiir 6 € A'V*,
wo € AFV* und vy, ..., vp41 €V

k+1
(O Awo) WL,y vhr1) = 3 (—1)7 0w (vrs oy -, Ui,

=1
Daher ist
k+1

((d(b) A\ wo)(’Ul, e a'UkJrl) = Z(—l)j_1d¢(vj)w0(1}1, S ,’&;‘, e ’ljk+1)
=1
k+1

= Z(il)jilangwa(vlv cee @a s ,’l}k+1)
j=1

= d(¢w0)(v1, .. .,U;H_l).

O
Lemma 179. Die Cartansche Ableitung
d: Q%G — Q@)
ist R-linear.
Beweis. Trivial O
Satz 180. Mit den Bezeichnungen von Satz[I71] sei
w = Z ¢i1.4.ik dwil AN dwik S Qk(G)
1<i1<...<ip<n
Dann gilt
dw = Z d¢l1lk /\du)i1 /\.../\dwik
1<i1<...<ip<n
= Z Z@ej@l,_,ik de /\dwil VAN /\dwlk
1<ir <...<ip<n j=1
Im Fall der kanonischen Basis des R™ hat man fiir
w = Z (;Silmik d(Eil VANPAN d(Elk
1<ir<...<ip<n
also N
du — 0pi, .. i, J J J
w = Z Z Dz T; Nazg, N...N\dx;,.
1< <...<ip<n j=1 J
Beweis. Triviale Folge aus den Lemmas und in Verbindung mit
dp =" 0e, ¢ dw.
J
Beachten Sie, dass die dw;, A ... A dw;, konstante Differentialformen sind. O
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Beispiel 181. Bezeichnen wir die Koordinatenfunktionen auf dem R? mit x,y statt mit
T1, X2, SO ist
w:=xdy —ydr € Q' (R?)

und

dw=dx Ndy — dy \Ndx = 2dz A dy.

O

Beispiel 182. Wir berechnen noch einmal, und zwar jetzt in Koordinaten, die Cartansche
Ableitung der Flussform

swl =3 (1) T Fyday AL A dz AL A da,.
=1

Wir erhalten wie frither

d*‘*’F:Z(_Uz_lzaz, dzj A dey Ao Adzi A ... N day,
i=1 j=1 "7

=0 fiir j#i

:ngl dxy A ... ANdx, = (div F)dzy A ... Adx,.

Satz 183. Fiir die Cartansche Ableitung gelten die folgenden Rechenregeln:
(i) d: QF(GQ) — QF1(G) ist R-linear.
(ii) d(w A 0) = (dw) A0+ (=1)kw A (dB), wenn w € QF(GQ),0 € QHG).
(i) d(dw) = 0.
(iv) d(f*w) = f*(dw), wenn (f: VDO G — HCW) € C®(G,W) und w € Q*(H).

Beweis. Zu (i). Das war Lemma m

M Weil d linear ist, konnen wir o.E. annehmen, dass
w=¢wy, 6O=10.

mit ¢, € C®°(G,R) und wy € AFV*, 6y € A'V*. Dann gilt

wAl=¢y wy A by
——

konstant

und nach Lemma ist

d(w A B) = d(¢y) A (wo A bo) = (d@)yp A (wo A bo) + G(dip) Awo A by
= (dop A wo) Al + (—1)*(pwo) A (dip A ) = dw A+ (—1)*w A db.

Zu (iii). Wieder geniigt es, den Fall
w = pwo
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mit ¢ und wy wie oben zu betrachten. Dafiir gilt dw = d¢ A wy und nach (i)
d*w = (d*¢) A wo.
Also geniigt es zu zeigen, dass d?¢ = 0 fiir C*°-Funktionen ¢. Aber
d(dg) (v, w) = dydd(w) — Dwdp(v) = OuOuwd — Ouwdsd =0

nach dem Satz von Schwarz.
Zu (iv). Fiir Funktionen ¢ € C=(H,R) = Q°(H) gilt

d(f*¢) = d(¢po f) =dpoDf = f do.
Fiir eine konstante 1-Form wy € A'W* und u,v € V gilt

d(f*wo)(u,v) = Ouwo(Df(v)) — owo(D f(u)) = wo(Du0y f) — wo(Fuuf) =0
nach dem Satz von Schwarz. Nach (%) ist dann aber auch
d(f*(wr Ao Awg)) =0
fiir beliebige w1, ...,w; € A'W*, also ist
d(f*wo) =0

fiir jede konstante k-Form wy € AFW*.
SchlieBlich folgt fiir w = ¢ wg mit ¢ € C*°(H,R) und wy € AFW*

d(f*w) = d(f*(¢wo)) = d((f*¢) f*wo) = (d(f"¢)) A (f*wo)
= f*(do) A (f*wo) = f*(d(dwo)) = f*(dw).
Mit der Linearitdt von d und f* folgt daraus die Behauptung. O

Ein Rétsel. Im obigen Beweis haben wir gezeigt, dass fiir C°°-Abbildungen f : V — W
und wo € ATW*
d(f*wo) =0.

Andrerseits ist fiir die lineare Abbildung wgy : W — R doch
dpwo = wy, fiir alle p € W,
und nach Teil (3v) des vorstehenden Satzes ist daher
d(f*wy) = f*(dw) = f*wo.
Aber sicher ist das fiir “die meisten” Abbildungen f und wy € A'W* nicht = 0.
Weas ist da los?
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9.4 Potentiale von Differentialformen

e Ein Potential einer Differentialform w ist eine “Stammfunktion”, genauer eine Diffe-
rentialform 6 mit w = df.

e Im Gegensatz zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt aber nicht
jede Differentialform ein Potential. dw = 0 ist eine offensichtlich notwendige Bedin-
gung, und Sie finden leicht Formen, die das nicht erfiillen.

e Wir lernen, dass diese Bedingung im allgemeinen nicht hinreichend ist, und finden im
Lemma von Poincaré eine hinreichende Zusatzbedingung.

e Das Lemma kann man in der Sprache der Kohomologietheorie formulieren, und wir
lernen bei der Gelegenheit, was die Kohomologiegruppen einer offenen Mengen G C V'
sind, und was man sich darunter vorstellen soll.

Sei G eine offene Teilmenge eines endlich-dimensionalen R-Vektorraums V.

Definition 184. Sei w € Q%(G).

(i) w heifit geschlossen, wenn dw = 0.
(ii) w heift ezakt, wenn es ein § € Q*~1(G) gibt, fiir das
df = w.
Jedes solche 6 heifit ein Potential fiir w.

Beispiel 185. Im Fall w € Q!(G) ist ein Potential also eine Funktion § mit df = w. Fiir
V=R"und w =13, ¢idx; bedeutet das

00
833,‘ N

bi-

In der Physik bezeichnet man iiblicherweise —f und nicht 6 als das Potential von ¢.

Eine 0-Form w € Q°(G), d.h. eine Funktion w € C*°(G,R), kann zwar geschlossen sein (was
bedeutet das?), sie kann aber nicht exakt sein, weil Q~!(G) nicht definiert ist.

O

Satz 186. Notwendig fiir die Existenz eines Potentials zu w € QF(G) ist dw = 0. Nur
geschlossene Formen konnen ein Potential besitzen.

Miissen sie aber nicht. Wir zeigen gleich, dass die Geschlossenheit im allgemeinen nicht hin-
reichend ist. Zuvor betrachten wir noch kurz die Frage der Eindeutigkeit von Potentialen.

Wenn 0 € QF¥1(G) ein Potential von w € Q%(G) und 6y € QF¥1(G) ist, dann ist § + 6,
genau dann ebenfalls ein Potential von w, wenn dfy = 0. Das ist sicher der Fall, wenn 6,
selber ein Potential € QF~2(G) besitzt, aber weil die Exaktheit von 6, im allgemeinen
nicht notwendig fiir die Geschlossenheit ist, gibt es vielleicht noch mehr Potentiale zu w.
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Beispiel 187 (Wichtig: Sphirenvolumenform). Mit r : R"\ {0} — R,z — /> 22
definieren wir das Vektorfeld X : R™\ {0} — R™ durch

und betrachten die zugehorige Flussform #wX. Diese Form, also

T

X
xw” = det(——,
[J]|™

) € QTHR™\{0}),

nennen wir aus spéter erlauterten Griinden die Sphdrenvolumenform des R™.

Fiir sie gilt nach den Beispielen und
dxwX =divXdri A... Ndzp =0,

weil

. SN = 1 nT; n o nd a?
i=1 i=1
Also ist *wX geschlossen.
Fiir n = 2 ist
X T Y

xS = dy —
x2+y2 Yy $2+y2

dr.

Gibt es dazu ein Potential, also eine Funktion 6 : R?\ {0} — R mit

00 —y 00 x

or T Er Oy B
Offenbar hat arccot % die richtigen partiellen Ableitungen, ist aber nur auf dem Komplement

der z-Achse definiert und nicht auf R?\ {0}. Das Grenzwertverhalten bei Annitherung an
die Achse ist hier dargestellt:

= .|
T T

Die Winkelfunktion

arccot 5 fiir y > 0,
d(x,y) =40 fir > 0 und y =0, G
—7 + arccot % fir y < 0,

ist dann ein C*°-Funktion (Beweis?) auf dem
»Schlitzgebiet*

G={(z,y) ER® |z >0o0dery #0},
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also auf der Ebene ohne die nicht-positive z-Achse. Dort hat sie einen Sprung der Grofe 27.

Giibe es ein Potential @ fiir xw™ auf R?\ {0}, so wiire auf dem Schlitzgebiet d( — ¢) = 0,
die Differenz also konstant. Dann wére aber auch 6 auf der negativen z-Achse unstetig.
Widerspruch!

Daher besitzt die geschlossene 1-Form *wX kein Potential auf R?\ {0}. Wir werden spiter
sehen, dass die Spéarenvolumenform auch in héheren Dimensionen kein Potential besitzt.

Physikalisch 158t sich *w™ fiir n = 2 interpretieren als zweidimensionaler Schnitt durch das Ma-
gnetfeld eines geraden Leiters oder fiir n = 3 als das elektrisches Feld einer Punktladung. Formen
mit dw = 0, die kein Potential besitzen, sind also nicht besonders exotisch.

O

Wir wollen nun zeigen:

Satz 188 (Poincarésches Lemma). Fir k,n € N\ {0} ist jede auf dem ganzen R™ defi-
nierte geschlossene k-Form w € QF(R™) exakt.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n.

Fiir n = 1 verschwindet jede k-Form mit k > 1, hat also 0 € Q¥~(R) als Potential. Jede
1-Form ist von der Gestalt w = ¢ dz mit ¢ € C*°(R,R), und jede Stammfunktion von ¢ ist
ein Potential von w.

Der Induktionsschritt ergibt sich aus dem folgenden

Lemma 189. Sei G C R"™ offen. Wir definieren
m:GxR— G, (x,t) — x,
$:G— G xR,z (2,0).
Dann gibt es eine Familie linearer Abbildung

(K : QF(G x R) — QF (G x R)) st s

so dass fiir alle k > 1 und w € QF(G x R)
w—r*s*w=(=1)*""YdK} — Kpy1d)w. (51)

(Wir lassen im weiteren den unteren Index bei K weg: Der Grad der eingesetzten Form
definiert, um welches k es sich handelt.)

Ist der Satz nun schon bewiesen fiir den R™, so wenden wir das Lemma auf G = R™ an.
Ist w € QF(R™*!) geschlossen, so ist d(s*w) = s*(dw) = 0, die Form s*w € Q*(R") nach
Induktionsvoraussetzung also exakt: s*w = df. Daher ist

* % k— * k— * k—
w=r"s"w+ (-1) 1 (dKw - K dw ) =7*d0 + (—1)" 'dKw = d (7*0 + (-1)" ' Kw) .
=0
Also ist w exakt, und der Satz bewiesen. O

Der schwierige Teil ist der
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Beweis des Lemmas[189 Fiir die Konstruktion der K}, benutzen wir auf G x R C R"® x R

die Koordinaten x1,...,x,,t und definieren die lineare Abbildung K auf den Basisformen
der Typen
¢d9€1‘1 A A dl‘ik71 A dt (53)

mit ¢ € C°(G x R,R), ¢ = ¢(z,t) wie folgt:
K(¢pdziy A ... Ndx;,) =0,

K(pdzi A...Ndx;_, Ndt) ( ¢z, T d’T) dri, N...Ndzi,_,.

Dafiir miissen wir nun (51)) nachrechnen.

Formen vom Typ .
Wegen m*s*dx; = (som)*dx; = d(x; o s om) = dx; ergibt sich fiir w = ¢pdx;, A... Adx;,

w—7"s"w = (d(z,t) — p(x,0))dx;, A... Adx;, .
Andrerseits ist
dKw — Kdw =O—K(aqu)/\darji1 cooNdxgy)
=0-K <( )’“ 5 @i A+ Adwi A dt + Terme ohne dt)
= (=D Yo(x,t) — ¢(x,0))dzi, A... Adx,.

Daraus folgt .

Formen vom Typ .
Wegen 7*s*dt = 70 = 0 gilt flir w = ¢dxs, A... Adx;,_, Ndt

s (pdxiy Ao Ndxy_, NdE) =

also
w—m"s*w =w.

Andrerseits ist

dKw — Kdw = (—=1)" Y ¢(z,t) dxyy, A... Adai,_, Adt

+ Z (/ d7> dej Adzg, A .. Ada,

k
9¢
- K Za— dry Ndai, A... Ndxg, | Ndt

(=D Yp(a, t) day, Ao .. Adag,  Ndt

= (—l)k_lw.

Daraus folgt . O

Korollar 190. Ist die offene Teilmenge G C V' im n-dimensionalen Vektorraum V zum R"
C>-diffeomorph und ist k > 1, so ist jedes geschlossene w € QF(G) exakt.
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Beweis. Ist f : R® — G C V ein C*°-Diffeomorphismus auf G und dw = 0 so ist df*w =
f*dw = 0, also nach dem Lemma von Poincaré f*w = df fiir ein § € Q*~1(R"). Dann ist
aber
d(f7) 0= (f"1)do = (f71) frw=w.
O

Beispiel 191. Eine offene Menge im R" enthélt um jeden ihrer Punkte p einen offenen
Wiirfel W = {q € R" | |gi — pi| < €}, der durch die Abbildung

q— | tan 77r(q1 — pl) ,...,tan 77?(% — pn)
2e 2e

C*>-diffeomorph auf den R™ abgebildet wird. Deshalb besitzt jede geschlossene k-Form um
jeden Punkt ein lokales Potential.

O

Beispiel 192. Das Schlitzgebiet
G={(z,y) |z>0odery#0}

aus Beispielist diffeomorph zum R2. Die Abbildung (,y) + (2%2—y?, 2zy) bildet ndmlich
die offene rechte Halbebene = > 0 diffeomorph auf G akﬂ jene ist selbst aber diffeomorph
zum R2. Also besitzt jede geschlossene 1-Form auf G ein Potential.

O
Bemerkungen.

1. In vielen Analysisbiichern finden Sie das Lemma von Poincaré formuliert und bewiesen
fiir sogenannte Sterngebiete, also offene Mengen, in denen man sédmtliche Punkte mit
einem festen sogenannten Sternpunkt verbinden kann. Das sieht, weil der R™ natiirlich
ein Sterngebiet ist, auf den ersten Blick allgemeiner aus als unsere Version, ist es aber
nicht, weil jedes Sterngebiete im R™ zum ganzen R™ diffeomorph ist. Diese Tatsache
habe ich in der Literatur nicht gefunden, obwohl sie vermutlich bekannt ist. Einen
Beweis von Stefan Born finden Sie im Anhang.

2. Das im Beweis benutzte Lemma liefert mehr Information, als der iibliche Beweis
fiir sternférmige Mengen, vgl. Satz [I96] unten.

Wenn ein mathematischer Satz notwendige Bedingungen fiir eine Aussage formuliert (z.B.
“Notwendig fiir die Konvergenz von Y ay ist limag = 07), so ist die Frage, warum diese
Bedingung nicht auch hinreichend ist, oftmals mit einem Gegenbeispiel abgetan.

Hier ist das nicht so. Im Gegenteil: Die Beobachtung, dass geschlossene Formen nicht im-
mer exakt sind, bietet den Einstieg in einen der schonsten und reichhaltigsten Bereiche der
Mathematik, in dem Analysis, Algebra und Geometrie auf wunderbare Weise ineinander-
greifen. Ich moéchte Thnen im Rest dieses Abschnittes und der gesamten Vorlesung davon
einen Eindruck vermitteln.

9Die Abbildung ist nimlich gegeben durch r(cos ¢, sin ¢) + r2(cos 2¢, sin 2¢).
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Das Diffeomorphieproblem. Wann sind zwei offene Teilmengen von endlich-dimensionalen
Banachrdumen diffeomorph?

Ist f: G — H eine C*°-Abbildung zwischen offenen Mengen, so ist die ,,Zuriickholung*
frQF(H) - OFG)

eine lineare Abbildung von Vektorrdumen. Ist f ein Diffeomorphismus, so ist f* ein Isomor-
phismus. (Beweis?) Wenn also QF(H) und QF(G) als R-Vektorriume nicht isomorph sind,
sind G und H nicht diffeomorph.

Damit hat man ein geometrisches Problem auf eines der linearen Algebra zuriickgefiihrt,
indem man jedem G algebraische ,, Invarianten®, némlich die Vektorraume Q*(G) zuordnet.
Leider sind aber diese Vektorrdume unendlich-dimensional, so dass sie fiir die Isomorphie-
frage kaum brauchbare Antworten liefern. Deshalb mufl man die hier skizzierte Idee noch
etwas verfeinern:

Definition 193. In Q*(G) hat man zwei Vektorunterriume, gebildet von den geschlossenen
bzw. exakten Differentialformen:

ZHG) = {w]dw=0},
B¥(G) = {do |0 € Q"1 (G)}, BYG):={0}.
Man nennt diese Rdume auch die k-Kozykeln bzw. k-Kordnder.
Wegen d? = 0 ist B*(G) € Z*(G). Der Quotientenvektorraum
H*(G) = Z"(G)/B*(G)

heif}t die k-te De Rhamsche Kohomologiegruppe, wobei sich ,,Gruppe* auf die additive Vek-
torraumstruktur bezieht.

Wegen f*dw = d(f*w) bildet f* Kozykeln in Kozykeln und Korénder in Kordnder ab,
induziert also fiir jedes k eine lineare Abbildung

[ HY(H) — HYG),
Beachten Sie:

e Ein Diffeomorphismus f liefert auch einen Isomorphismus der Kohomologiegruppen:
Diffeomorphe offene Mengen haben isomorphe Kohomologiegruppen.

e H¥(G) = 0 bedeutet, jede geschlossene k-Form auf G besitzt ein Potential.
Die Kohomologiegruppen sind nun oft endlich-dimensionale Vektorrdume und die Isomor-

phiefrage ist dann einfach durch die Dimension zu beantworten. Allerdings mufl man sie erst
einmal haben!

Hier ist ein triviales

Beispiel 194. Machen Sie sich klar, dass

HO(G) _ RAnzahl der Zusammenhangskomponenten von G

Offene Mengen mit endlich- aber verschieden vielen Zusammenhangskomponenten sind des-
halb nicht diffeomorph. Aber das sieht man auch ohne Kohomologie ...

O
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Beispiel 195 (Die Kohomologiegruppen des R™). Weil R" zusammenhiingend ist, ist
H°(R™) = R. Und nach dem Poincareschen Lemma ist

H*R™) = 0 fiir alle k > 1.

Diese Formel ist dqivalent zum Lemma von Poincaré.

Das Lemma [189] liefert den

Satz 196. Fiir jedes offene G C R™ und jedes k € N induziert die Projektion m : GXxR — G
einen Isomorphismus
™ H*(G) — H*(G x R).

Beweis. Surjektivitiit: Fiir geschlossenes w € Q%(G) ist ds*w = s*dw = 0 und

w=7*(s*w) + (1) dKw.
—_—
Korand
Also wird die Kohomologieklasse von s*w durch 7* auf die von w abgebildet.

Injektivitit: Ist w € QF(G) geschlossen und 7*w in H*(G x R) trivial, d.h. 7*w = df exakt,
so ist
w=s"1"w = s"df = ds™0.

Also ist w ein Korand und reprisentiert 0 € H*(G). O

Beispiel 197. Wir haben im Beispiel gezeigt, dass

H' B2\ {0}) # 0.

Nach dem Poincaréschen Lemma ist H!(R?) = 0, also sind R? und R? \ {0} nicht zueinander
diffeomorph.

Man kann beweisen, dass allgemeiner fiir k verschiedene Punkte pi,...,p; € R"
H" R\ {p1,...,p}) = R".

Die (n — 1)-te Kohomologie misst also die Anzahl der ,,0-dimensionalen Locher®.

Aus Satz [196] folgt durch Induktion fiir k& verschiedene parallele r-dimensionale Ebenen
Ey,...,Ey CR", dass

H" 7Y R\ {Ey, ... Bg}) 2 H' 7 R\ {py, - o)) = RE
Die (n — r — 1)-te Kohomologie misst also die Anzahl der ,,r-dimensionalen Lécher*.

O

Definitionsgemif ist H*(G) ein Objekt der Analysis. Nun stellt sich heraus, dass es eine
Bedeutung fiir die Geometrie besitzt. Und tatséichlich befinden wir uns hier an einer der
wichtigsten Schnittstellen zwischen diesen beiden Gebieten der Mathematik. Der Satz von
Stokes vertieft die Kenntnis dieser Zusammenhéinge noch weiter.
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9.5 Integration von Differentialformen iiber Ketten

e Nach dem Studium der Differentialformen, also der natiirlichen “k-dimensionalen In-
tegranden” wenden wir uns nun den Integrationsbereichen zu. Dafiir gibt es zwei Va-
rianten:

e Spiter werden wir die Integration von k-Formen iiber k-dimensionale Mannigfaltigkei-
ten wie zum Beispiel (k = 2) die Sphére definieren.

e Zunéchst aber betrachten wir die Integration von k-Formen iiber k-dimensionale Ket-
ten. Damit kann man zum Beispiel 2-Formen iiber die Oberfliche eines Wiirfels in-
tegrieren, die wegen ihrer Ecken und Kanten keine differenzierbare Mannigfaltigkeit
ist.

In diesem Abschnitt seien V, W endlich-dimensionale Banachriume.

Vorbemerkung. Bei der Definition differenzierbarer Funktionen hatten wir stets einen
offenen Definitionsbereich vorausgesetzt. Eine Abbildung f : V' O A — W einer beliebigen
Teilmenge A C V heifit C°°-differenzierbar, wenn es eine offene Umgebung U von A in
V und eine C'*°-Abbildung f : U — W gibt, fiir die f |a = f ist. Im allgemeinen ist die
Fortsetzung f natiirlich nicht eindeutig bestimmt, aber das Differential

pr= Dpf
ist eine wohldefinierte C'°°-Abbildung auf der abgeschlossenen Hiille des Inneren von A.

Im Sinne dieser Bemerkung bedeutet ,w € QF(A)“ fiir ein beliebiges A € V, dass es eine
offene Umgebung G von A und ein @ € QF(G) gibt, so dass w = @|4. Fiir die Definition
des Integrals kiime man natiirlich mit viel weniger Regularitit aus: Stetiges oder lebesgue-
integrierbares w : A — AFV* wire ausreichend. Wir bleiben trotzdem in der C*°-Kategorie.

Definition 198. Seien A C R* yy-meBbar und w € Q*(A4). Dann definieren wir:

[ —
A A

falls das Integral existiert, falls also w(ey,...,ex) € L1 (A, ug).

Bemerkungen.

1. Beachten Sie, dass w € Q2%(A) auf dem R*(!) von der Form ¢ dxy A. .. Adzy ist. Damit

gilt also
/d)dxl/\.../\dxk:/géduk.
A A

2. Es kommen zwei Standardsituationen vor, in denen die Existenz des Integrals klar ist.
In dieser Vorlesung werden wir es vor allem mit kompaktem A, ndmlich mit kompak-
ten Intervallen A, zu tun haben. Bei der Definition der Integration von Formen iiber
Mannigfaltigkeiten (vgl. Anhang) ist hingegen A offen und der Triiger von w kom-
pakt. In beiden Féllen hat man ein Lebesgueintegral einer stetigen Funktion iiber eine
kompakte Menge.

Lemma 199 (Transformationsformel). Sei A C R* jj-messbar und sei h : A — RF

eine C*°-Abbildung. Der Rand OA sei eine p-Nullmenge und h auf dem Inneren ;1 injektiv
und

det Dok > 0 fiir alle @ € A.
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Exzistiert dann fh(A) w, so auch fA h*w und es gilt
/ hw= / w.
A h(A)

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Transformationssatz:
/ Bwler, .. ex) duy = / wn(Dh(er), ..., Dh(ex)) djux = / det(Dh)wn (e, -, ex)
A A A

_ /A(w(el, .. ex) o h) | det(Dh)| dpu

:/ w(ey,...,eg)du.
h(A)

O

Fiir Differentialformen ist die Transformationsformel also besonders einfach, weil sie die
Determinante schon , eingebaut“ haben.

Definition 200. Seien G C V offen,
c:RF A= @

eine C°°-Abbildung einer yj,-messbaren Menge A C R* und w € QF(G). Fiir k > 0 definieren
wir

/Cw::/Ac*w:/ch(Dc(el),...7Dc(ek))d,uk:/wc(alc,...,akc)d,uk, (54)

A

falls die rechte Seite existiert.

Im Fall k = 0 ist R* = {0} und w € Q°(G) eine Funktion auf G. Fiir () # A C R, also fiir
A = {0}, definieren wir [ w als den Funktionswert von w an der Stelle ¢(0):

/w = We(0)- (55)
Beispiel 201 (Kurvenintegral). Mit ¢ : [a,b] — G und w € Q'(G) ist

/c ©T /a b we(r) (€(t))dt.

e Hat w ein Potential 6, so ist nach der Kettenregel
b b
/w = / dey0(é(t))dt = / (0 ocydt=06(c(b)) —b(c(a))
die Potentialdifferenz zwischen den Endpunkten der Kurve.

e Ist FF: V O G — V ein Vektorfeld und V euklidisch, so definiert man

/C<F’ ds) = /C“’F Z/Gb (F(e(t)), é(t) dt.

Integriert wird also die tangentiale Komponente des Feldes F'. Interpretiert man F' als
Kraft, so nennt man dieses Integral auch das Arbeitsintegral.
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Beispiel 202 (Argumentfunktion und Umlaufzahl). Sei

7y — yde) € 91 (R2\{0})

die Sphirenvolumenform und sei ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine C*-Kurve. Wir identifizieren R?
mit C und halten schon mal fest, dass

wo(é) = #(czey - é (&, ic) (56)

Sei ¢g € R eine der bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmten Zahlen mit
c(a) = |e(a)|e™®. (57)

Wir definieren eine Funktion ¢ : [a,b] — R durch

o(t) = ¢o +/

a1

w = ¢y +/ We(ry (&(T))dT

und berechnen

dfc o) _ (& _{edc) s, € i —is
dt<C|e )_(Ic EE )e +‘C|( i)e
e~ ) <C, C>C . .

B9 |c| (C_ BE _lcwc(t)(c(t))>

e~iP ( < c> c < ic>z’c>
= c—(é,— )= — (¢ — ) —
€ lel /el lic| / |ic|

=0

Also ist die Funktion konstant, und die Konstante ist nach gleich 1. Also ist
c(t) = le(t)|e"™ fiwr alle .

Jede C°°-Kurve in R%\ {0} besitzt also eine Polarkoordinatendarstellung mit einer Arqu-
mentfunktion ¢ die stetig, ja sogar C> ist. Zeigen Sie, dass ¢ durch die Anfangsbedingung
eindeutig bestimmit ist.

Ist nun ¢ : [a,b] — R?\ {0} geschlossen, so ist ') = (@) also

1

n(c,0) := 5 (4(b) — ¢(a))

eine ganze Zahl, die man die Umlaufzahl von ¢ um 0 nennt.

Ist schlieflich ¢ : [a,b] — R? geschlossen und p € R?\ c[a, b], so heif}t
n(c,p) = ’I’L(C - D 0)

die Umlaufzahl von ¢ um p.
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Beispiel 203 (Hyperflichenintegral, Flussintegral). Seien

e F: G — R"™ ein Vektorfeld auf der offenen Menge G C R™,
e A C R* ! kompakt und

e c:R" 1 5 A — G eine C*-Abbildung.
Man stellt sich vor, dass ¢ eine Hyperfliche im R™ parametrisiert, und nennt

/(F,dO} ::/*wF :/det (Foc,01¢,...,0n—1¢)dpin_1.
c c I

das Flussintegral von F tber c.
O

Beispiel 204 (Sphirenvolumen). Seien r > 0, xw™ € Q?(R?)\ {0} die Sphérenvolumen-

form und
rsin 6 cos ¢

c:[0,7] x [0,27] — R*\ {0}, (Z>H 7 sin @ sin ¢

rcos

die Parametrisierung der Sphére vom Radius r. Wir berechnen

dc Oc
*wX=/ *w (7, =) du
/c [0,7]x[0,27] 90’ ¢’ "
T p2m 1 rsin 6 cos ¢ 7 cos f cos ¢ —rsinfsin ¢
:/ / det(—3 rsinfsing |, | rcosfsing |, | rsinfcos¢ |)dopdo
0 0 T .
rcos 6 —rsinf 0

™ 2m
= / / sin 0 dgpdf = 4.
o Jo

Das ist das Volumen (=die Oberfliiche!) der Einheitssphire im R3. Allgemein kann man
zeigen, dass das Integral fc +wX das Volumen der Einheits(hyper)sphire im R™ liefert, wenn
¢ eine (Hyper-)Sphéire um 0 im R™ parametrisiert. Das Volumen der Sphére vom Radius r
ist dann r"~t [ sw®.

O
Beispiel 205. Wir betrachten die Sphérenvolumenform im R™\ {0}, also

wy 1= det <H;|| N ) € Q" LR\ {0}).

Wir wihlen i € {1,...,n} und € € {0, +1} und wollen w integrieren iiber folgende Abbildung

) ) 1 11 1 1
c: [0’ l]n 1 LR \{0}’ ($1,.--,1’n—1) — (x1—§,...,I¢_1—§,€—§,Ii—§7...,$n—1_§).
Dafiir ist
Bjc: K fur]<l7
ej+1 fur j >
und
; e 1
_ c _ 2
we(Brcy-+3Ono16) = (=1 THdet | enyos s en | = (ST R
clln c||™
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Wir verzichten auf die schwierige Integration von ||c||~™ und halten nur fest, dass

(1) e — %) /w > 0.

Satz 206 (Parameterinvarianz). Sei h : A — R* wie im Lemma . Seien G C V
offen, w € QF(G) und ¢ : h(A) — G eine C>-Abbildung. Dann gilt

/ w:/w.
coh c

Beweis.

/ w:/(coh)*w:/h*c*w:/ c*uJ:/w.
coh A A h(A) c

Intermezzo: Volumina

Definition 207 (k-dimensionales Volumen). Seien V ein Euklidischer Vektorraum, A C
V kompakt und ¢: A — V eine C*°-Abbildung. Das Volumen von c ist

vol(c) :z/ \/det (< 9i¢,05¢ >) dpuy,.
A

Bemerkung. Sie wissen, dass | det f| fiir einen Endomorphismus f : V' — V die Volumen-
verzerrung durch f beschreibt. Fiir f : R” — R"™ ist aber

| det f|* = det((f(ey), ex)) det((ex, f(e;))) = det (({f(e:), ex))({ex, f(e)))))
= det (Z (f(ei),ex) <ek»f(ej)>> = det((f(e:), f(e;)))-

k

Weil es fiir lineare Abbildungen zwischen verschiedenen, insbesondere verschieden-dimensionalen
RéAumen keine Determinante gibt, benutzt man die Gramsche Determinante

det (< f(e;), f(ej) >)
zur Definition von niedriger-dimensionalen Volumina in Raumen gréferer Dimension.

Beispiel 208. Fiir c¢: [a,b] — V ist

b
vol(c) = / VIE), ) dt

die Léange der Kurve c.

Ende des Intermezzos
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Notation. Von nun an bezeichnen wir mit I das Einheitsintervall:

T=[0,1].
Wir setzen 19 := {0} = R°. und betrachten fiir & > 1 den k-dimensionalen Einheitswiirfel
I* C R

Definition 209 (k-Ketten und Integration iiber k-Ketten). Sei G eine offene Teil-
menge des endlich-dimensionalen Banachraumes V und sei k € N

(i) Wir bezeichnen mit

I(G) :== C=(I*, @)

die Menge der C'*°-Abbildungen von I* nach G. Diese Abbildungen bezeichnen wir
auch als C™-Intervalle in G. Anschaulich sind das mit I* parametrisierte k-dimen-
sionale “Fléchenstiicke” in G.

(ii) Ein ¢ € I(G) (k > 0) heiBt degeneriert, wenn es nur von weniger als k Variablen
abhéngt, d.h. wenn ;¢ =0 fiir ein i € {1,...,k}.

(iii) Die k-Kettengruppe in G C V ist
Ci(G) :={C: It(G) = Z | C(c) # 0 nur fiir endlich viele ¢} .

Ihre Elemente heifien k-Ketten in G. Die Addition in Z macht Ci(G) zu einer abelschen
Gruppe.

Man identifiziert ¢ € I (G) mit der k-Kette, die auf ¢ den Wert 1 und auf allen anderen
den Wert 0 hat. Dann ist I(G) C C(G) und

C= ZC(C)C

k-Ketten sind also ,,formale Linearkombinationen® von k-dimensionalen C'°°-Intervallen
mit ganzzahligen Koeffizienten.

(iv) Eine k-Kette C € Cx(G) heifit degeneriert, wenn alle an ihr beteiligten C'*°-Intervalle
degeneriert sind, d.h. wenn gilt

Veer.(@) (Cc) #0 = c degeneriert) .

(v) Fiir w € Q¥(G) und C € Ci(G) sei
/ Z Cle /w = Z Cle / we(Bre, . .., Opc)dpu. (58)
C(c)#0 C(e)#0 I
Vergleiche . Im Fall £ = 0 heifit das nach

[ = 5 come

C(c)#0

ACHTUNG: Sind ¢1, ¢y : I¥ — G C V zwei verschiedene Abbildungen, so hat ¢; + 5co jetzt
zwei Bedeutungen, ndmlich wie “frither” als wertweise gebildete neue Abbildung mit

(c1 4 5c2) () := c1(x) + bea (),

die allerdings nicht notwendig mehr in G landet, oder eben als die formale Linearkombination
der beiden C*°-Intervalle, d.h. als Abbildung von I (V) nach Z,die auf ¢; den Wert 1, auf
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co den Wert 5 und auf allen anderen C'*° -Intervallen ¢ Wert 0 annimmt. Ein Ausweg aus
diesem Dilemma wiiren neue Rechenzeichen fiir die Kettengruppen, also etwa ¢; @ (5 ® c2).
Das verwendet man aber nicht und muss deshalb aus dem jeweiligen Zusammenhang ablesen,
welche Interpretation gemeint ist.

Konvention. Solange wir mit der genaueren Untersuchung der Kettengruppen beschéftigt
sind, interpretieren wir Y a;¢; natiirlich immer als (“formale”) Linearkombination in Cj.
Spiéter gilt diese Interpretation jedenfalls dann, wenn die Kette als Integrationsbereich unter
einem Integral steht.

Beispiel 210. Fiir w € Q}(R?) und ¢: I — R2 ¢ — 2™ ist

/w=5/w
5¢ c

das Fiinffache des Integrals von w iiber den Einheitskreis, und eben nicht das Integral von
w iiber den Kreis vom Radius 5.

O

Lemma 211. Fiir festes w € Q¥(G) ist

Joro=[o

ein Gruppenhomomorphismus von Cy(G) in die additive Gruppe von R.

Der Beweis ist trivial.

Beispiel 212 (Zur Anschauung). Der letzte Teil der Ketten-Definition erklirt die vor-
angehenden: Man mochte iiber eine Familie aus mehreren k-dimensionalen Intervallen inte-
grieren, wobei die Teilintegrale eventuell mehrfach gezihlt werden. C(c) gibt an, mit welcher
Vielfachheit das Integral iiber ¢ gezihlt werden soll.

Wenn man den Fluss eines Vektorfeldes F
durch das vom C°°-Intervall .

/—ﬂ
c: I’ - R?
gegebene Rechteck ermitteln will, integriert
man *w’ iiber c.
Wenn man den Fluss durch die Oberfliche eines Qua-
ders ermitteln will, werden die gegeniiberliegenden /I
|

Seitenwinde bis auf eine Translation durch dasselbe
c geliefert, aber die Integrale sind mit verschiedenem
Vorzeichen zu versehen, weil der Fluss von links nach
rechts einmal positiv, einmal negativ zu zdhlen ist.
Das Vorzeichen kodiert in gewisser Weise die Orien-
tierung der Flédchen.

+1

Konkret kann man betrachten:



Dann ist ¢; — ¢ eine formale Linearkombination und

oLl

c1 — ¢o meint nicht die wertweise gebildete Differenz der Abbildungen, also nicht etwa

(z,y) = (1,0,0).

Vergleiche dazu die obige Konvention.
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9.6 Der Satz von Stokes

e Wir lernen nun die “Ketten-Version” des Satzes von Stokes kennen.

e Dazu brauchen wir aber noch den Randoperator fiir Ketten, der zum Beispiel der
3-Kette im R?, die aus einem einzigen singuliren Intervall, nimlich der Inklusion
[0,1]> — R? des Einheitswiirfels in den R* besteht, die 2-Kette zuordnet, die von
den 6 Seitenflichen des Wiirfels gebildet wird.

Sei G offen im n-dimensionalen R-Vektorraum V' und weiterhin I = [0, 1].

Definition 213 (Randoperator).

(i) Definiere fiir i € {1,...,k} die i-te untere und obere Seite
si, st TR Ik
von I*¥ durch
S$i(x1y. oy xp—1) = (1, -, Ti—1,0, T4, . o, T—1),
s (w1, wp1) = (x1, .. i1, L@y, ., Tp_ ).
Bei si, bzw. s* steht also einfach am Schluss eine 0 oder 1.

(ii) Der Randoperator
0: Ck(G) g Ckfl(G)

ist der eindeutig bestimmte Gruppenhomomorphismus mit

k

dc:=> (1) Hcos' —cos;) (59)

i=1
fiir jedes ¢ € I(G).
Der Randoperator leistet also gerade das im Beispiel erklarte Ziel, entgegengesetzte
Seiten eines C'*°-Intervalls fiir die Integration mit entgegengesetztem Vorzeichen zu versehen.
Beispiel 214. Seien cp € I3(R3), cs € Io(R?) gegeben durch
cp(r,s,t) ;= (rsinmscos 2nt, rsin ws sin 27t r cos 7s)
CS(I’,ZJ) = CB(la ‘T7y)
Dann ist
aCB =Cs — K’(O,O,O) - {(Iay) = (07 Oa 71’)} + {(Ivy) = (0707 +£ZJ)},

WO K, die konstante Abbildung mit Wert « ist. Beachte, dass in dieser Summe die letzten
drei C'*°-Intervalle degeneriert sind, vgl. Definition m (ii).

Beweis.

acB = CB(L%?J) - CB(OJJ’?J) - CB($7 17y) + CB(an,y) + CB(%ZU: 1) - CB<x7y70)
= cs(z,y) — K(0,0,0) — (0,0, —x) + (0,0, ) + (xsin 7y, 0,z cos 7y) — ( sin 7y, 0, x cos Ty).

Beachte, dass die beiden letzten Terme dieselbe Abbildung mit verschiedenem Vorzeichen
liefern, sie heben sich weg. Aber es gilt nicht, dass —(0,0, —z) + (0,0, 2) = (0,0, 2z).

O
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Bemerkung. In diesem Beispiel deutet sich an, dass das ,, Kettenkonzept“ nicht besonders
gut geeignet ist, um Integrationen iiber Bereiche wie die Sphéiire damit zu behandeln. Dazu
braucht man einen geometrischeren Zugang, der durch die Integration von Differentialformen
iiber Mannigfaltigkeiten geliefert wird. Wir gehen darauf im Kapitel ein.

Beispiel 215. Wir berechnen spafleshalber
d*cp(x) =dcs(x)
+ £(0,0,0) — £(0,0,0) — £(0,0,0) T K(0,0,0)
-(0,0,-1) +(0,0,0) + (0,0, —x) — (0,0, —x)
+ (0,0,4+1) — (0,0,0) — (0,0, 2) 4+ (0,0, z)
=0cg(z) — (0,0,—1) + (0,0,+1)
=cs(l,z) — cs(0,z) — cs(z,1) + cs(z,0) — (0,0,—1) 4 (0,0, +1)
=(0,0,—1) — (0,0,1) — (sinwz,0,cosmzx) + (sinmz, 0, cosmz) — (0,0,—1) + (0,0, +1)
=0.

Dieses Ergebnis gilt ganz allgemein:

Lemma 216.

do0d=0.

Wir zeigen zunéchst:

Lemma 217. Firi < j gilt

T j _ i—1
sjos'=s"0sj_1, s'os;=s;087",

sjos;=s5;08_1, s’ os =s" osiL.

Beweis von Lemma [217

550 si(xl, cosZh—2) = Sj(T1, ., i1, Ly, ., Tg—2)
== (Ila-~-7331'—1;17Ii7~-~;'Tj—2707xj—17---7xk—2)
SiOSj_l(l'l,...,SCk_Q) :si(azl,...,:cj_g,(),xj_l,...,xk_g)
= (Q]‘l,...,xi_l,1,]}1’,...,Hj‘j_g,(),Ij_l,...,l‘k_z).

Das zeigt die erste Formel. Dabei kommt es nur darauf an, richtig abzuzéhlen, an welcher
Stelle man 0 bzw. 1 einsetzen muss. Daher folgen die andere Formeln genauso. O

Beweis von Lemma [216, Wir miissen das wegen der Homomorphie von 9 nur fiir C'>°-
Intervalle ¢ € C, zeigen.

k
J 1 J_
E (cos! —cosj)

J

k
E 1)t (cos’os' —coslos; —cosjos’+cos;jos;) (60)
i=1 j=1
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Wir betrachten

k=1 k
g g (-1)"coslos' = E (-1)"coslos + E (-1)"coslos
i=1 j=1 1<i<j<k 1<j<i<k
= g (1) costos?™t 4 E (-1)"coslos
1<i<j<k 1<5<i<k
= (—1)H Tt co s 087 4 E (-1)"coslos
T <iggri<k 1<j<i<k
=— E (=1)"cos'os) + E (-1)"*cosl o5
1<i<j<k 1<j<i<k
=0.
Ebenso verschwinden die drei anderen Terme. O

Wegen 92 = 0 haben die Kettengruppen und Randoperatoren 0 : Ci(G) — Cj_; viel

Ahnlichkeit mit den Differentialformen und der Cartanschen Ableitung d : Q*(G) — QF+1(G).
Man kann ,, Zyklen“ Z(G) und ,Rénder® By (G) definieren, die hier wirklich anschaulich et-

was mit Rdndern und mit randlosen, also geschlossenen Ketten zu tun haben.

Die entsprechenden Quotienten HV'°(G) = Z,(G)/Bi(G) kénnte man (Wiirfel-)Homo-
logiegruppen nennen. Sie sind aber keine brauchbaren mathematische Objekte, die (etwa
im Beispiel auftretenden degenerierten Ketten erweisen sich als stérendm Fiir eine
brauchbare Homologietheorie muss man die Kettengruppen modulo der degenerierten Ketten
betrachten, vgl. Fulton, Algebraic Topology, Springer 1995, Chapter 25.

Satz 218 (Stokes, um 1850). Seien G C V offen, k > 1, w € QF1(GQ) und C € Ci(G).

Dann gilt
/dw:/ w.
c ac

Die hier gegebene moderne Version beruht auf dem Differentialformenkalkiil, den wir in den
vorangehenden Abschnitten erklért haben und der von Elie Cartan (1869-1951) entwickelt
wurde.
Beweis. 1. Schritt. Wir betrachten folgenden Spezialfall

V =R,

c=1:I" > RF,

w=ddri A...d; A... ANdrg € QFHQ),
wobei G eine offenen Umgebung von I* ist.

Wir berechnen zunéchst
0 — .0
dw = ai dr; Ndxy A ... dx; N.. . Ndxy = (—1)2 187;‘1
Weil ¢ eine k-Kette im RF ist, ist
- 0
/dw NI L

Ik 3%

d.T,l/\.../\dl‘k.

10 Aus der Definition des Randoperators O folgt, dass konstante C*°-Intervalle immer Zyklen, aber, weil
Rénder immer aus einer geraden Anzahl von C'*°-Intervallen bestehen, niemals Rénder sind. Sie liefern also
in der Wiirfelhomologie immer eine nicht-triviale Homologieklasse. Geometrisch ist das “unerwiinscht”.
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Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt
daraus

dw— 21

c Jk—1
A 7
1 l

:(_1)2'—1/%1 Sty k) — b@s o Orean) | dpe. (61)

i dptg—1

Wir berechnen nun die rechte Seite der Stokes-Formel.

[ (L[ <)

(—l)j—l (/k Wi (815j7 ... 7(‘3]€_1sj) d,uk_l — /k Ws;; (818j, - ,8k_18j) d/Mc—l)
1 Tk—1 Tk—1

™M= H'M;r

J

Wie sehen die Integranden aus? Wir erinnern an

ji_ ) em fir m < j, _ .
Oms {em+1 fir mj > j. Oms,

Die Argumente 9157,...,0;_15’ enthalten also genau dann nicht e;, wenn j = i. In allen
anderen Fillen ist w(dys7,...,0x_157) = 0, weil dann

(dxl/\.../\cZa?i/\.../\da:k> (813j,...,8k_15j)20.
Fiir j = ¢ ergibt sich
wei (0187, ...,0p_157) = (pos') (d:vl/\.../\(i:;i/\.../\dxk> (e1,...,€i,...,€)

t
=¢(x1, ..y 1, . xk)

Entsprechendes gilt fiir s;. Also erhalten wir

/ w = (—1)i_1 (/ wsi(alsi,...,ak,lsi) d,uk,1 —/ wsi(alsi,...7a]€1$i)duk1)
Jdc Ik-1 Tk—1

4 i t
= (=1)"1 d(xr,.. 1, o0 x) — d(xr,. ., 0,00y, zk) | dite—1

Jk—1

Damit und mit ist der Satz im Spezialfall bewiesen. Der Kern des Beweises ist der
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung zusammen mit dem Fubini. Alles
weitere ist Einsetzen in die Definitionen.

2. Schritt. Weil das Integral linear und jedes w € QF (@) eine Linearkombination von
Formen der obigen Gestalt ist, gilt der Satz damit fiir beliebiges w € QF~1(Q).

3. Schritt. Seien nun G C V offen, ¢ € I(G) und w € Q*~1(G). Wir bezeichnen mit
¢ : I* < R* die Inklusion. Dann folgt

foom [ = [ [, i
~yev ([ [ee) = (Lo o) = [

139



Damit gilt der Satz fiir C°°-Intervalle. Weil aber das Integral und der Randoperator Ho-
momorphismen auf der Kettengruppe Ci(G) sind, gilt er dann auch fiir beliebige Ketten.
O

Beispiel 219 (Der Fall k=1). Firc: I -G € L(G) und w =¢: G — R € Q°(Q) ist
1
[ o= /[ ) dp = | o(@)dz = oe(1)) = o(cl0)).
c 0,1 0
Andererseits ist nach

/acw - / v / W = We(s1(0)) ~ We(sy (0)) = A(e(1)) — ¢(c(0))-

In diesem Fall ist der Stokes also (bis auf eine Substitution) gerade der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung.

O
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9.7 Beispiele und Anwendungen

e Mit dem Satz von Stokes ertffnet sich eine schier uniibersehbare Fiille von Anwendun-
gen und weiteren Entwicklungen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik.

e Fine kleine Auswahl bieten die Beispiele in den néchsten zwei Unterabschnitten.

e Weitere interessante Aspekte schreibe ich in einem Anhang auf, den wir in der Vorle-
sung nicht mehr schaffen, den ich IThnen aber als Ferienlektiire wirmstens empfehle.

9.7.1 H" }(R™\{0}) und der Fixpunktsatz von Brouwer

Damit eine k-Form w auf einem Gebiet G ein Potential besitzt, muf} sie notwendig geschlossen
sein. Dann gibt es zumindest lokal ein Potential, nicht immer aber auch global, d.h. auf
ganz G. Ob alle geschlossenen k-Formen ein globales Potential haben, ob also H*(G) =
0, hingt mit der Topologie von G zusammen. Der Satz von Stokes liefert ein wichtiges
notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines globalen Potentials und, wenn dieses nicht
erfiillt ist, topologische Informationen {iber G.

Lemma 220. Notwendig fiir die Ezistenz eines Potentials zu w € QF(G) ist neben dw = 0,

dass
/ w=0~0
c

fiir jedes C € Cy(G) mit degeneriertem Rand OC, insbesondere also, falls 0C = 0.

Beweis. Aus w = df folgt nach der Definition der Degeneriertheit

/wz/d@z 0=0,
c c ac

vergleiche . O

Satz 221. Firn > 1 gilt
H" Y (R™\ {0}) #0.

Beweis. Die (n—1)-Form w := swT=T™ € Q"~1(R™\ {0}), die Sphérenvolumenform, ist nach
Beispiel geschlossen. Die Abbildung

1 1
w: "R z—xz—|=,...,=
2 2

verschiebt den Einheitswiirfel so, dass sein Zentrum im Nullpunkt liegt. Also ist
C:=0we Cph_1(R"\{0})

eine (n — 1)-Kette in R™\ {0}, die nach Lemma geschlossen ist.

Mit erhalten wir

w = zn:(_l)ifl w- zn:(_l)ifl w.
Jorm i ey

=1
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Die Seiten von w sind aber gerade die in Beispiel 205 betrachteten Abbildungen ¢, und aus
jenem Beispiel folgt, dass alle Summanden positiv sind. Die geschlossene Form w besitzt also
kein Potential.

O

Bemerkungen. 1. Ist C := Jw wie im vorstehenden Beweis, so kann man zeigen, dass die
Abbildung

QI R™\{0}) = R, ws /Cw

einen Isomorphismus H"~1(R™\ {0}) & R induziert.

2. Im obigen Beweis kann man w ersetzen durch ew mit beliebigem e > 0. Das zeigt dann,
dass auch die Einschrinkung der Sphirenvolumenform auf das Komplement von 0 in einer
beliebigen offenen Umgebung von 0 kein Potential besitzt.

Als Folgerung von Satz 221] beweisen wir:

Satz 222 (Brouwerscher Fixpunktsatz (1912)). Jede C*°-Abbildung f : D™ — D™ der
Vollkugel D™ = {x € R™ | ||z|| < 1} hat wenigstens einen Fizpunkt.

Beweis. Im Fall n = 1 st f : [-1,1] — [-1,1], also f(—1) — (=1) > 0 und f(1) =1 < 0.
Daher hat f(x)—x nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle, und f damit einen Fixpunkt.

Fir n > 2 erfolgt der Beweis indirekt. Wir nehmen also an, es gébe eine fixpunktfreie
C>-Abbildung f: D™ — D". Wir definieren dann eine Abbildung g : D™ — R" wie folgt:

Fiir jedes € D" schneidet die Gerade
{z+t(x— f(z)) ’t €R} durch z und f(z)
die Sphére S"7! = {z |[|z| =1} in genau
zwei Punkten, und wir bezeichnen mit

g9(z) =z +t(z)(x - f(2))

den Schnittpunkt, der niher an x als an f(x)
liegt.

Lost man die quadratische Gleichung fiir die Schnittpunkte, so findet man

D)=z Ca—f@ \' [ e @)\ z— @)
glo)=o+ \/< ’IIx—f(x)|> 1=l <’||x—f(x)||> e

Uberlegen Sie, dass der Radikand stets positiv ist. Nach Definition der Differenzierbarkeit
auf nicht-offenen Mengen gibt es eine offene Umgebung U von D™ und eine C'*°-Fortsetzung
von f auf U, die wir ebenfalls mit f bezeichnen wollen. Wir kénnen o. E. annehmen, dass
f(z) # x auf U und dass der Radikand in auf U positiv ist, so dass g € C°(U,R").
Wir kénnen ferner annehmen, dass U eine offene Kreisscheibe Ui .(0) ist, weil die stetige
Funktion z + ||z|| auf der kompakten Menge {z € R*\ U ||z| <2} ein Minimum > 1
annimmt, wenn diese Menge nicht iiberhaupt leer und daher Uy(0) C U ist. Beachten Sie,
dass g(U) c "1, also
g: U —U\{0}.
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Wir definieren .
j:U\{0} = U, IHW.

Nach der 2. Bemerkung zum Satz[221]ist die Einschréinkung w € Q"~1(U \ {0}) der Sphiren-
volumenform geschlossen ohne Potential auf U\ {0}. Weil aber

dg*w = g*dw = 0,

besitzt g*w € Q"~1(U) nach dem Lemma von Poincaré ein Potential § € Q"~2(U). Dafiir
gilt dann

d(j*0) = j*d0 = j*g*'w = (g0 j) 'w = jw. (63)
——
=Jj
Nun ist aber
Jfw=w. (64)
Beachten Sie dazu, dass dpj(v) = ot dpm(v p. Daher ist
" 4 iw) 4 iy
J wp(”h LR 7vn71) = det ||](p)||n7 p](vl)a ceey pj(vnfl)
~ det (P)
el lIpl |l
= wp(v1,...,0n-1).

Nach und ist j*0 € Q"~2(U \ {0}) also ein Potential von w. Widerspruch!

Damit war die Annahme, es existiere eine fixpunktfreie C'°°-Abbildung von D™ in sich, falsch.
O

Ein Ergebnis des Beweises ist: Es gibt keine C°°-Abbildung ¢g : D" — S"~1, die auf S"~!
die Identitét ist, also keine sogenannte Retraktion von D™ auf S™~ 1.

Der originale Satz von Brouwer gilt sogar fiir stetige Abbildungen. Wir beweisen das, weil
wir dabei Gelegenheit erhalten, einiges aus der Integrationstheorie zu wiederholen, und weil
es eine substantielle Verschirfung des Satzes ist.

Zunichst eine Vorbemerkung iiber die Integration R™-wertiger Funktionen.

Fir f : R® — R™ mit Komponentenfunktionen f; : R® — R definiert man das Integral
einfach komponentenweise:

/fdun = </fld:ufna"'v/fmdﬂn)»

falls die rechte Seite existiert. Die meisten Rechenregeln iibertragen sich unmittelbar. Wir
brauchen aber eine nicht so evidente, ndmlich

H [ tn,

fiir die Standardnorm im R". Zum Beweis sei g := [ fdu,. Dann folgt mit der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

| o - ([ sawna) = [ r.a)dun< [ U5 ol =Nal [ 171

und daraus (65)).

< / 1 llden (65)
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1. Schritt: Faltung mit C°°-Funktionen. Ist f : R® — R" pu,-integrierbar und be-
schrinkt und hat g € C*°(R", R) kompakten Triiger, so ist y — g(z —y) € L' (u,) fiir jedes
x € R™, also ist nach Satzauch die Funktion y — f(y)g(z—y) fir jedes x integrierbar. Die
partiellen Ableitungen % sind stetig und haben kompakten Tréger, sind also beschrénkt
< M;, und dasselbe Argument zeigt, dass y — % (f(w)g(z —y)) € LY () fiir alle z € R™.

Tj

9 (f(y)g(x — y))“ < M;||fll € £Y(pin), und nach Satz 44| ist also die Funktion

f*g:mH/f(y)g(x—

nach allen z; partiell differenzierbar, und es gilt
a(f = g 39 9z -y,
3 fly dy
Z; O0x;j

Dabei soll [ ...dy das beziiglich y genommene s,-Integral sein. Durch vollsténdige Induktion
folgt daraus unmittelbar, dass f * g € C*°(R™,R"™).

2. Schritt: Glatte Approximation. Ist f: D™ — D" stetig auf der kompakten Einheits-
kugel D™ C R"™, so ist es gleichmiBig stetig. Zu jedem e > 0 gibt es daher ein § > 0 mit

lf(z) — f(y)]| < e fiir alle z,y € D™ mit ||z — y|| < 4. (66)
Zu § wihlen wir eine C' OO—Funktiodz| g : R™ — R mit folgenden Eigenschaften:

g=0,
g(x) =0 <= |z[| = 4,

/gd,unzl.

Wir setzen nun f auf den ganzen R™ fort, indem wir definieren:

fz) = {f<||) fir 1 < [Jzf| <2,

0 fir x| > 2.

Dann ist f p,-integrierbar und beschrinkt und erfiillt sogar fiir alle x,y € R™ mit
[lz]l, ly]] < 2. Damit ist f* g € C*°(R™,R™), und es gilt fiir alle x € D"

17 +960) = £ = | [ 519t = iy = [ s@rate - vy

Fiir alle z,y € D™ gilt: Ist ||z —y|| > 6, so ist g(x —y) = 0, andernfalls ist || f(y) — f(z)] < e.
Also folgt

I 9() = F@)]| < | egler ~ )y =
Wir haben also zu einer stetigen Funktion jedem ¢ > 0 eine C*°-Funktion f g =: f

konstruiert, fiir die R
If(z) — f(z)| < e fir alle z € D™.

'L Setzen wir 7(x) := exp (W%ég) fiir ||z|| < 6 und 7(x) = O sonst, so leistet g(z) := 7(2)  {as

Gewiinschte.

144



Aus folgt weiter, dass
If =gl < /Ilf(y)llg(m —y)dy < | /g(y —z)dy = 1,

so dass f(D") c D"

3. Schritt. Ist f: D™ — D" stetig, so ist « — || — f(z)|| eine stetige Abbildung auf einer
kompakten Menge, nimmt also ihr Minimum =: 2¢ an. Hétte f keinen Fixpunkt, so wére
€ > 0. Konstruieren wir dann wie oben eine approximierende C'°°-Abbildung f : D" — D"
mit ||f — f|| <, so ist fiir alle z € D

lz = @) = llz = f(@)]| = 1 f(2) = f@)] = e>0.

Also hiitte auch f keinen Fixpunkt im Widerspruch zur bewiesenen C°°-Version des Brou-
werschen Fixpunktsatzes.

Wir halten noch einmal fest:

Satz 223 (Brouwerscher Fixpunktsatz fiir stetige Abbildungen)). Jede stetige Ab-
bildung f : D™ — D™ der Vollkugel D" = {x € R" |||z|| < 1} hat wenigstens einen Fix-
punkt.

Natiirlich gilt das auch, wenn man D™ durch einen dazu homéomorphen metrischen Raum
ersetzt.

Korollar 224 (Frobenius). Jede quadratische Matriz mit nur nicht-negativen Eintrdgen
hat einen nicht-negativen reellen Eigenwert.

Beweis. Wir erinnern an die [P-Normen auf dem R"™:

n 1 .
Ja '—{<zi_1 )7 i 1< p < oo,
p -

max;— . |2 fiir p = co.

Wir setzen D)) := {z eR" ’ |z|, <1}. D% ist also die “normale” Einheitskugel, und D7,
ist ein Wiirfel der Kantenldnge 2 um 0.

Sei nun A eine (n x n)-Matrix mit nur nicht-negativen Eintrégen und o.E. A regulér, sonst
ist 0 ein Eigenwert. Wir betrachten das Simplex A := {z € R" | ||z|l; = 1 und alle ; > 0}
und darauf die Abbildung

Az
frxm— .
[ Az|y

Nach den Voraussetzungen iiber A bildet f das Simplex A stetig in sich ab. Wir zeigen,
dass A hom&omorph zur (n — 1)-dimensionalen Vollkugel ist. Dann hat f nach dem Satz
von Brouwer einen Fixpunkt z € A, und der ist ein Eigenvektor:

Az = || Az .

Die Homéomorphie von A zur Kugel beweist man am einfachsten iiber eine (lingere) Kette
einfacher Homdomorphien:
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Weil die [P-Normen stetig (beziiglich der Norm-
unabhiingigen Topologie des R™~!) sind, ist fiir be-
liebige 1 < p, ¢ < oo die Abbildung ﬂ‘ @

N

=l o Dy
x flirx#0 5

-1 -1
Dy R =R x ll=flq X
/
)
q)001

0 firx=0
(x;+1)/2
jedenfalls in allen Punkten x # 0 stetig. Aber weil

\
1®pq(2)llg = ll2]l, (67)
ist, gilt die Stetigkeit auch in 0. Offenbar ist ®,,, auch

/X
(x )
bijektiv mit &' = ®,,, und wegen (67) liefert ®,, 4[%

einen Hom&omorphismus von D,, auf D,.

Insbesondere ist die Standardvollkugel Dg_l vermoge Pon, hombomorph zum Wiirfel D71,
Mittels Translation und Homothetie mit dem Faktor % bildet man D! homdomorph ab
auf den Wiirfel

W:=Dl"'"n{zeR"" |allex; >0}.

Weiter geht es mit @, auf das (n — 1)-dimensionale Simplex

S=Dy "'n{zeR" " |allex; >0} = {I cR*!

n—1
Zziglundallexiz()}.

i=1

Das wird durch die Abbildung

n—1
n—1 n
R —R", (z1,...,Tp_1) — xl,...,xn_l,l—g T
i=1

homdoomorph auf A abgebildet, und die Homgomorphie zwischen der (n — 1)-dimensionalen
Vollkugel und A ist gezeigt. O
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9.7.2 Der Cauchysche Integralsatz

Wir bleiben dabei, dass unsere Abbildungen und Funktionen von der Klasse C*° sind. Die
kanonischen Koordinatenfunktionen des R? = C bezeichnen wir mit = und y.

Definition 225 (Komplexes Kurvenintegral). Seien

G C C offen,
C € C1(G) und
f: G — C eine C*°-Funktion.

Wir schreiben
f(2) = [z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
mit reellen u,v und definieren

/ f(z / (udx — vdy) + 1 /C(vd:n + udy).

FirC=c=cy +icy: 1 — Gist

/Lf(z)dz = /01 c(udr —vdy)+i

- /01 {woe(t) du(é(t)) — v o e(t) dy(é(t)} dt +1i. ..
:/Ol{uoc(t)él(t)—voc(t)ég(t)}dt—i—i...
:/OlRe{(uoc(t)+ivoc(t))(c'1(t)+ic'2(t))}dt+i...
= /OlRe{f(c(t))é(t)}dt+i/01 Im {f(c(t))e(t)} dt

- /O Fle(t)) é(tydt

Entsprechend definiert man allgemeiner das Kurvenintegral iiber Kurven ¢ : [a,b] — G mit
beliebigem Definitionsbereich [a, b] durch

[reas= | " fletnyett)

Beispiel 226. Sei c: [0,27] — C, t — €. Dann gilt

d 27
/ i / — ze”dt = 27i.

Rechnet man dasselbe mit 1-Formen, so findet man

. 1 x . Y
[z +iy) = ey Ry
—— ——
u(w,y) v(z,y)

und

xzdr +ydy . [ydr— xzdy .
[ s = [T [Vt = [am e [

m cost —sint
:i/*wX:i/ det | . dt = 2mi.
c 0 sint cost
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Definition 227. f: C D G — C heif3t holomorph auf G, wenn fiir alle z € G das Differential
d.f = D.f:R? — R? C-linear ist.

Satz 228. Sei f =u+iv:C DG — C eine C*®-Abbildung mit reellen u und v. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) [ ist holomorph.
(ii) Es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
Oou Ov ou v

(iii) In allen zp € G ist f komplex differenzierbar, d.h. es existiert

f(z) = f(=0)

Z—20 zZ— 20

In diesem Fall ist D, f : C — C gegeben durch die Multiplikation mit der komplexen Zahl
f I(Zo)~

Natiirlich ist (74i) ein sehr effektives Kriterium fiir Holomorphie, weil es aussieht wie im Reel-
len und daher die Differenzierbarkeitsbeweise aus dem Reellen sich unmittelbar iibertragen.
So sind Polynome oder Potenzreihen in z holomorph.

Dagegen ist die komplexe Konjugation f(z) := Zz nicht holomorph: Die Abbildung f ist reell

linear, also D, f = f : z — Z fiir alle zp € C. Aber z — Z ist eben nicht komplex-linear.

Beweis des Satzes. Vorbemerkung. Eine C-lineare Abbildung von C in sich ist von der Form
z=z+iy— (a+if)(z +iy) = (ax — By) +i(fr + ay),
wo z,y,®, 3 € R. Eine R-lineare Abbildung von C = R? in sich ist von der Form
T a b\ (x ax + by
— = .
Y c d) \y cx + dy

Vergleich der beiden Formeln zeigt, dass die letztere Abbildung genau dann sogar C-linear
ist, wenn

a=a=d, b=-f=-—c
gilt. Die Matrix von D f ist aber gerade die Funktionalmatrix
ou  Qu
Df=|3 &
oz oy
Die reelle Ableitung D, f an einer Stelle zg aus G ist also genau dann komplex-linear, wenn
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten.

Nun zum eigentlichen Beweis:

Zu (i) = (ii). Klar nach Vorbemerkung.

Zu (11)) = (iii). f ist reell-differenzierbar und D,, f komplex-linear, ndmlich Multiplika-
tion mit m := %(20) + i%(zo). Nach Definition der reellen Differenzierbarkeit gilt daher

f(2) = f(z0) + m(z — 20) + R(z) mit lim ()

iz [z — 20l

0.
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Offenbar ist

R(z) . R(z) R(z)

lim = =0 < lim =0.
Z—20 ||Z - Z()H Z—20 |Z - Zo‘ z—20 Z — 20
Also folgt
()= fe) | RE)
Z— 20 Z— 20
Das ist aber (i) mit f'(z9) = m.
Zu (i) = (i). Aus (iit) folgt
.o R
f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + R(2) mit lim . (Zz) =0.
Z—Z20 — 20
Also ist D, f die Multiplikation mit f’(z) und C-linear. O

Satz 229 (Integralsatz von Cauchy). Ist f holomorph in G und C € Cy(G), so gilt

f(z)dz = 0.
oC

Beweis.

/ f(z)dz = / (udz — vdy) + z/ (vdx + udy)
ac ac ac
:/(du/\dm—dv/\dy)+i/(dv/\dm+du/\dy)
c c

ou Ov . ou Ov
__/C(ay—i_@x) dm/\dy—i_l/c(ax_@y)dx/\dy
=0.
O

Bemerkung. Beachten Sie, dass nach unserer Generalvoraussetzung holomorphe Funktio-
nen C'* sind. In der Funktionentheorie setzt man fiir die holomorphen Funktionen nur die
einmalige komplexe Differenzierbarkeit voraus, nicht einmal die Stetigkeit der Ableitung.
Der Cauchysche Integralsatz gilt dann immer noch, der Beweis wird aber schwieriger und
lasst sich nicht einfach auf den Stokes zuriickfiihren.

Dieser unscheinbare Satz ist das Herz der komplexen Funktionentheorie mit phantastischen
Folgen. Zum Beispiel dieser:

Satz 230 (Integralformel von Cauchy). Ist f holomorph auf einer offenen Umgebung
G des abgeschlossenen Kreises K und ist ¢ der positiv durchlaufene Rand von K, so gilt fir

alle zg E[O(

f(z0) = I iC)

= - dz.
2mi J. 2z — 2o

Die Werte von f auf dem Rand des Kreises bestimmen also alle Funktionswerte im Inneren!

Beweis. Seien R der Radius und a der Mittelpunkt von K. Dann ist also

c: I —C,t— a+ Re*
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eine positiv orientierte Parametrisierung des Kreis-
randes.
Sei weiter 0 < € < R — |29 — al.

[e]
Der abgeschlossene e-Kreis um z( liegt also in K.
Wir definieren nun ein zweidimensionales C°°-
Intervall

Ce € I(G\ {z0})
durch

ce(t) := zp + ee®™
Ce(s,t) :== (1 = 8)ee(t) + se(t).

Uberlegen Sie, dass nach Konstruktion zo nicht im Bild von C' liegt!
Dafiir gilt
C, = (a + Re*™") — (2 + ee®™).

c =:Ce¢

Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt daher

o), [,
Lz—z9 z—z

Ce

weil der Integrand in G\ {#} holomorph ist.
Nun gilt aber

f 20 +6€2mt>

g 2miee? ™t dt
Z— zo ee=Tt

Ce

= 27ri/ f(z0 + ee®™ ) dt — 2mif(z) fiir e — 0.
0

O

Bemerkung. Aus dem Satz[44]iiber die Differentiation unter dem Integral (trivial erweitert
auf komplexwertige Funktionen) folgt, dass zum Beispiel fiir stetiges f die Funktion

e = [T
21 J. 2 — %o

nach x und y beliebig oft partiell differenzierbar, also C*°, ist

Im Beweis der Cauchyschen Integralformel haben wir neben dem Cauchyschen Integralsatz
explizit nur die Stetigkeit von f verwendet. Wenn man den Integralsatz ohne die C'°°-
Voraussetzung bewiesen hat, folgt aus der Cauchyschen Integralformel also, dass Funktionen,
die auf einer offenen Menge G C C einmal komplex differenzierbar sind, immer beliebig oft
differenzierbar sind. Ja sie besitzen lokal sogar immer eine konvergente Taylorreihe. Darum
ist die Theorie komplex differenzierbarer Funktionen, die sogenannte Funktionentheorie oder
komplexe Analysis, sehr anders als die reell differenzierbarer Funktionen.

Als Anwendung beweisen wir noch den

Satz 231 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante komplexe Polynom
hat mindestens eine Nullstelle. (Mit Polynomdivision folgt daraus sogar die Existenz von n
Nullstellen, wenn das Polynom vom Grad n ist.)
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Beweis. Sei p(z) = 2" + a12" "' + ... + a, ein Polynom vom Grad n > 1. (O.E. kann man
den hochsten Koeffizienten auf 1 normieren.) Dann gilt

aq a
Ip(2)] = 2|1 + = +...+ ;: |.
~—

—0 fiir |z|]—o0

Also gibt es ein rg > 0, so dass fiir alle z € C mit |z| > ro gilt

[2"
>
() > 5
Nun nehmen wir an, dass p keine Nullstelle hat. Dann ist f(z) := ﬁ eine holomorphe

Funktion auf ganz C. Aus der Cauchyschen Integralformel angewendet auf den Kreis ¢, vom
Radius r > ro folgt

L[S / flremity
=|— —d 2 Tt
0 27ri/ ' omi Jy rezmit E
2
< / I re2“f>|dt</ 2t =
()
Daraus folgt f(0) = —) = 0. Widerspruch! O
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10 Anhang

10.1 Sternférmige Mengen

Bis auf die Vorbemerkungen stammt dieser Abschnitt von Stefan Born.

Das Lemma von Poincaré in der von uns bewiesenen Form besagt, dass in der offenen Menge
G C R jede geschlossene Differentialform ein Potential besitzt, wenn G diffeomorph zum
R™ ist. In der Literatur finden Sie diese Behauptung oft unter der Voraussetzung bewiesen,
dass G sternférmig beziiglich eines Punktes p € G ist, was bedeutet, dass p mit jedem
anderen Punkt von G durch eine Strecke in G verbunden ist. “Unser” Beweis, der dem
Buch von Bott und Tu folgt, ist geringfiigig einfacher zu formulieren als der Beweis fiir
den sternférmigen Fall, liefert gleichzeitig aber die niitzliche Information, dass H*(G) =
H*(G x R). In den praktischen Anwendungen ist die Diffeomorphie zum R™ genauso leicht
zu zeigen, wie die Sternformigkeit. Es bleibt jedoch die Frage, ob die Version fiir sternférmige
Mengen allgemeiner ist, denn offenbar ist ja der R™ sternformig. Die Frage ist, ob umgekehrt
jede sternférmige offene Menge des R™ diffeomorph zum R" ist.

Beispiel 232. Sei G C R" offen und sternférmig beziiglich 0. Sei U.(0) C Gund ¢ : R — R
eine monotone C'°°-Funktion mit
0 firt<Eg,

1 firt>e

Wir bezeichnen fir z € G\{0} mit d(z) den “Randabstand” in Richtung von z, also

d(z) := sup {t ‘tf;” € G}

und definieren f : G — R™ durch

oy o= (1 (A2 7Y

Die Funktion ¢ dient vor allem dazu, die Singularitit von d(z) in 0 zu entschirfen. Wenn
d(x) auf G\ {0} eine C°°-Funktion ist, so ist f ein Diffeomorphismus von G auf den R",
und wir haben unser Ziel erreicht. Sie finden aber leicht Beispiele, bei denen die Funktion d
nicht einmal stetig ist, und dann schligt diese Konstruktion fehl.

O

Dennoch ist es richtig, dass jede sternférmige offene Menge des R™ diffeomorph zum R”™
ist, wie die folgenden Ausfiihrungen von Stefan Born zeigen. Ich kenne dafiir sonst keinen
Beweis in der Literatur.

Definition 233 (Halbstetigkeit). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f :
X — R heifit von unten halbstetig, wenn fiir jedes € X und jedes € > 0 ein § > 0 existiert,
so dass fiir alle y € Us gilt: f(y) > f(z) —e.

Lemma 234. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f : X — R eine von unten halbstetige,
nach unten durch s > 0 beschrdnkte Funktion. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge
stetiger, nach unten durch s beschrdnkter Funktionen f, : X — R, die punktweise gegen f
konvergiert.

Beweis. Definiere f, : X — R durch

fn(x) = inf {f(p) +nd(x,p) |p S X} .
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Aus der Definition folgt unmittelbar s < f,, < f und f,, < f,y1 fiir alle n € N. Seien nun
z,y € X, und sei € > 0. Dann gibt es ein p € X, so dass

Jn(x) > f(p) +nd(z,p) — e

AuBlerdem gilt nach Definition

fn(y) < f(p) +nd(y, p).
Somit
fn(y) = fulx) < nd(y, p) — nd(z,p) + € < nd(z,y) + .

Da das fiir jedes € > 0 und mit vertauschten Rollen von x und y gilt, folgt

Daher ist f, Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante n und insbesondere stetig. (Die fiir
normierte Rdume gegebene Definition von Lipschitz-Stetigkeit erweitert sich ohne weiteres
auf metrische Rédume.)

Es bleibt noch die Konvergenz zu zeigen. Sei x € X,e > 0. Dann gibt es, da f in x von
unten halbstetig ist, ein § > 0, so dass

d(z,y) <0 = f(y) = f(z) — e
Wihle n so, dass nd > f(z) — e. Sei nun p € X beliebig. Falls d(p, z) < 4, gilt

f(p) +nd(x,p) > f(p) > f(z) —e
Fiir d(p,x) > 0 gilt aber

f(p) +nd(z,p) = f(p) +nd =né = f(z) —e.

Somit gilt also f(x) > ... > faop1(x) > fo(z) > f(x) — €, d.h. f, konvergiert punktweise
gegen f.

O

Bemerkung: Wir haben jetzt also fiir jeden metrischen Raum bewiesen, dass eine von
unten halbstetige Funktion sich von unten monoton durch Lipschitz-stetige Funktionen f,
approximieren lésst, und zwar so, dass die Lipschitz-Konstante von f,, gerade n ist. Man
kann sich das genauer ansehen und sieht, dass fiir eine Lipschitz-stetige Funktion f mit
Lipschitz-Konstante L die Funktionen f, mit f identisch sind, sobald n > L.

Lemma 235. Sei M eine kompakte (mdglicherweise berandete) (Unter-) Mannigfaltigkeit
und f: M — R eine stetige Funktion. Dann gibt es fir jedes e > 0 eine C*°-Funktion g mit
If(z) — g(x)]loo < € fiir alle x € M (d.h. f ldsst sich durch glatte Funktionen gleichmdfig
approximieren. )

Beweis. Fiir jedes x € M gibt es eine in M offene Umgebung U,, so dass |f(y) — f(x)| < €
fiir alle y € U,. Diese U, iiberdecken M, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung durch
Ug,;,j =1,...,1. Nach dem Satz {iber die Zerlegung der Eins gibt es eine subordinierte glatte
Zerlegung der Eins A\;,i = 1,...,m. Die \; sind also C*°, nichtnegativ, addieren sich zu Eins
und supp(A;) C Uy, . Nun liefert

g = Z f(xJL)AZ

i=1

das Gewdlinschte. O
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Lemma 236. Sei M eine kompakte (mdglicherweise berandete) (Unter-) Mannigfaltigkeit
mit der (vom umgebenden Raum geerbten) Metrik d und f : M — R eine von unten
halbstetige, nach unten durch s > 0 beschrinkte Funktion. Dann gibt es eine nach unten
durch s/2 beschrinkte, punktweise streng monoton wachsende Folge von C°-Funktionen
fn: M — R, die punktweise gegen f konvergiert, und ein N € N, so dass fiir alle n > N

gilt: ||fn+1 - anoo > m

Beweis. Wir wissen schon, dass es es eine monoton wachsende, nach unten durch s be-
schrankte, gegen f konvergente Folge stetiger Funktionen f,, : M — R gibt. Wir betrachten
nun g, := f,—1/n. Wihlen wir N > 4/s, so konnen wir fiir alle n > N feststellen g,, > 3s/4.
AuBlerdem gilt

1 1 S 1
n+1 LT nn+1)

gnt1(2) = gn(@) = fria(2) = fu(z) =

Nun gibt es dem letzten Lemma zufolge fiir jedes n € N eine C'°°-Funktion h,, mit

1
Dann gilt
o 1(2) = (@) 2 gn1(8) = gy = ga(e) = oo
n+1 &) = Gntl int+Dn+2) dn(n +1)
1 1 1

> .
“n(n+1) dn(n+1) 2n(n+1)
AuBerdem gilt fiir alle n > N
3s 1 3s 1 3s

S

hy >

s
= > > 2=l
4 dnn+1) 4 n_ 4 42
Die Folge (hy)nen benennen wir jetzt um in (f,)nen. Diese Folge hat alle gewiinschten
Eigenschaften. O

Satz 237. Sei C' C R" eine sternformige offene Menge. Dann ist C' diffeomorph zu R™.

Beweis. Der Beweis ist etwas linglich. Wir nehmen o.E. an, dass C' sternférmig beziiglich 0
ist. Der Plan des Beweises sieht nun so aus:

1. Zunéchst fithren einen Vorbereitungsschritt durch, indem wir einen Diffeomorphismus
von R™ auf U7 (0) angeben, der die Sternformigkeit beziiglich 0 erhélt. Wir kénnen also
im Weiteren davon ausgehen, dass C' C U;(0), und es geniigt, die Diffeomorphie von
C' zu Uy (0) nachzuweisen.

2. Sei S"1:= {2z € R" |||lz|l = 1}. Wir definieren eine ,Radiusfunktion*
f:S”*1—>R+,x»—>sup{)\>O |)\m€C’}.

3. Diese Funktion f ist nach unten durch ein s > 0 beschrdnkt und von unten halb-
stetig. Sie ldsst sich also durch eine punktweise streng monoton wachsende Folge von
C*°-Funktionen f,, > s/2 approximieren. Ersetze fy durch die konstante Funktion
S"=1 — R,z — s/2. Das enstpricht einer Ausschépfung von C durch sternférmige
offene Mengen

C, = {tw }xeS”‘l,Ogtgfn(x)}, n>N

mit glatten Réndern.
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4.

Jetzt

Das Ziel sieht nun so aus: Bilde durch radiale Verzerrung U;_,5(0) auf Cy ab und
fir n > Nden ,Ring” Uy_1/(n41)\Ur—1/n auf Cp11\Cy, so dass sich alles zu einem
Diffeomorphismus ® : U;(0) — C zusammenfiigt. Zur Angabe der radialen Verzer-
rung der Ringe wihlen wir streng monotone Funktionen [1 —1/n,1 —1/(n+ 1)] —
[fn(), fus1(x)], x € S*71, die in einer Umgebung der Randpunkte linear mit Stei-
gung 1/2 sind. Indem wir diese Funktionen in einer Weise wéhlen, die C*° von den
Randpunkten 1 —1/n, 1 —1/(n+1), fno(z), fot1(z) abhingt, bekommen wir an den
Réndern zusammenpassende C'°°-Diffeomorphismen der ,,Ringe“. Mit einer Hilfsfunk-
tion [0,1 — 1/N] — [0, s/2], die bei Null linear mit Steigung 1 und bei 1 — 1/N linear
mit Steigung 1/2 ist, bildet man U;_,y glatt auf Cy ab, so dass die Abbildung am
Rand ebenfalls passt.

also zur Durchfithrung dieses Planes:

. Sei h : Rf — Ry eine C*°-Funktion, die auf einer Umgebung der Null gleich der

Identitét ist, deren Ableitung iiberall grofier als Null ist, und die lims oo h(s) = 1
erfiillt. (Man bastelt sich leicht eine solche Funktion.) h ist streng monoton und besitzt
eine C*°-Umkehrfunktion mit lims ~ h~'(s) = co. Die Abbildungen

®:R" - U1(0), z+— xh(”Hx””)
x

und

U:R" - Uy(0), x>

sind invers zueinander. Sie sind in einer Umgebung der 0 gleich der Identitdt. In
allen anderen Stellen ist z — ||z|| eine C°°-Funktion. Damit sind ® und ¥ C*°-
Diffeomorphismen. Die Abbildungen erhalten, da sie ,,radial® sind, die Sternférmigkeit.
Wir kénnen also anstelle von C' die Menge ®(C') betrachten. Sei also im folgenden an-
genommen, dass C' C Uy(0).

Sei S"!:= {z € R" | ||lz|| = 1}. Wir definieren eine ,Radiusfunktion®
f:8"PsRY z—sup{A>0| zeC}.
Wir stellen fest, dass f(S™~1) C [0, 1].

Da C offen ist, gibt es ein s > 0 so dass Us; C C, folglich ist inf f > s. Weiter wird
behauptet, dass f von unten halbstetig ist: Sei z € S~ ! und € > 0, dann gibt es ein
s> f(x) —e€, so dass sx € C. Da C offen ist, gibt es ein § > 0, so dass Us(sz) C C. Ist
nun y € "1 mit ||z — y|| < §/s, so gilt

)
sz = syll = sllz — gl < 55 =5,

also sy € Us(sx) C C, daher f(y) > s> f(x) —e.

Nun wende ich das Lemma an und erhalte eine Folge glatter Funktionen f,, mit
den dort angegebenen Eigenschaften. Wir ersetzen fy durch die konstante Funkti-
on S"~! — R,z + s/2. Dann schopfen die C,,,n > N die Menge C durch glatt
berandete sternférmige Mengen aus, und es gilt immer noch || fr11 — fulleo > m
fir allen > N.

Um nun den gewiinschten Diffeomorphismus angeben zu konnen, brauchen wir zwei
C*°-Hilfsfunktionen.
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Die eine g : [0,1 — 1/N] — [0,5/2] soll in einer Umgebung der 0 gleich der Identitét
sein, in einer Umgebung von 1 — 1/N gleich « — 1/2(x — (1 — 1/N)) + s/2 sein und
eine iiberall positive Ableitung besitzen. Es ist klar, dass es so eine Funktion gibt.

Die zweite Hilfsfunktion ist mithsamer zu bekommen. Sei
M :={(a,b,c,d) eR* |[a<b, c<d, d—c>(b—a)/2}.
Gesucht ist eine C*° Funktion i : R x M — R mit den Eigenschaften
(a) Oph(z,a,b,c,d) >0

(b) h(-,a,b,e,d)([a,b]) = [e,d]
(¢) Zu jedem a < b gibt es ein § > 0, so dass fir < a + d:

1
h(z,a,b,c,d) = E(x—a)—l—c

und fiir x > b—4§ )
h(z,a,b,c,d) = i(x—b)—&—d.

Wir stellen zunéchst fest, dass es eine C°°-Funktionen ¢ : R — R gibt, die monoton
fallt, und fiir die gilt
whfoo,i] =1, w|[%,oo| =0.

So eine Funktion kann man leicht angeben. Nun setzen wir

h(z,a,b,c,d) = (;(a:—a)—i-c)w(i_s) + (;(x—b)—i—d) (1_¢(§‘Z)).

Die dritte Eigenschaft ist erfiillt fiir § = Z’TT“ AuBlerdem gelten h(a,a,b,c,d) = ¢ und
h(b,a,b,c,d) = d. Wenn wir die erste Eigenschaft und damit die Monotonie bewiesen
haben, folgt die zweite. Wir miissen die erste fiir x €]a, b| zeigen:

8mh(x,a,b,c,d):...:%+ (;(ba)(dc)> biaw/ <i:z>

Da (a,b,c,d) € M, ist 1/2(b —a) — (d — ¢) < 0. Auerdem ist ¢’ < 0, so dass folgt
Ozh(z,a,b,¢,d) > 1/2 > 0. Jetzt sind wir endlich so weit, ® definieren zu kénnen.

Setze fiir z € Ulfl/(n+1) \Ulfl/n, n > N
x
I

00 i= o (ol 1= 2 1= 2 @), fann(0)

[

und fiir z € Uy _y /N setze

B(z) = Hj—ngumn).

® ist gleich der Identitéit in einer Umgebung der Null, also dort C*° und insbesondere
differenzierbar mit umkehrbarem Differential. Im Inneren (d.h. im offenen Kern) der
»Ringe“Ui_1 /(n41) \ Ur—1/n ist & C*. In Polarkoordinaten (d.h. wenn wir Ulodol
betrachten mit der Polarkoordinatenabbildung W) sieht die Jacobimatrix so aus:

Ozh *
* En—l ’
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Diese Matrix ist reguldr, da d,h > 0. Bleiben noch die problematischen Mengen
OUi_1/p =t S1_1/n- Fiir jedes n > N gibt es eine offene Teilmenge U des R", so
dass Si_1/, C U und fiir alle x € U ist

o) = 157 (5 (1ol = (1- 7)) + 5@

daher ist ® auch dort C'*° mit invertierbarer Ableitung (Jacobi-Matrix in Polarkoor-
dinaten wie oben, nur mit 1/2 als oberem linken Eintrag). ® ist also tiberall C° mit
invertierbarer Ableitung.

Nach Konstruktion bildet die Abbildung Ursprungsgeraden in sich ab und ist dort
injektiv, also ist sie iiberhaupt injektiv. ® ist aber auch surjektiv, da

U 0 r@=z=c
resn—1

und [0, f(x)[C ®(U(0)).

Daher besitzt ® eine Umkehrfunktion, die nach dem Umkehrsatz differenzierbar ist.
Diese Umkehrfunktion ist sogar C*°.
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10.2 Homotopie und Homologie von Wegen

Definition 238. Sei G C V offen.

(i)

(iii)

(iv)

Zwei Wege cp, ¢ : [a,b] — G mit gleichem Anfangspunkt cp(a) = ¢1(a) und gleichem
Endpunkt ¢o(b) = ¢1(b) heiflen in G homotop, wenn es eine Abbildung

H:la,b] x[0,1] = G
gibt, fiir die gilt:
e Fiir alle t € [a, ] ist
H(t,0) = co(t), H(t,1) = c1(t).
e Fiir alle s € [0,1] ist ¢; := H(.,s) ein Weg von ¢g(a) nach ¢o(b) .

Die Abbildung H heif3t in diesem Fall eine Homotopie zwischen ¢y und c;.

Bemerkung. Wir setzen alle Abbildungen c¢g,c; und H als C'°°-Abbildungen voraus.
Oft finden Sie diese Definition auch fiir (nur) stetige Abbildungen.

Ein geschlossener Weg ¢ : [a,b] — G heifit in G nullhomotop, wenn es eine C°°-
Abbildung H : [a,b] x [0,1] — G gibt, so dass gilt:

e H deformiert c in einen konstanten Weg:
H(.,0)=¢, H(.,1) konstant.
e Die Wege H(.,s) = ¢, sind alle geschlossen:
H(a,s) = H(b,s) fiir alle s € [0,1].

Bemerkung. Wir bestehen nicht darauf, dass dabei der Punkt H(a,s) = H(b, s) fest
bleibt. Allerdings macht es keinen Unterschied, ob man das verlangt oder nicht.

Zwei k-Ketten Cy, Cy € Ci(G) heifien in G homolog, wenn gilt

0C, = 9C) und (68)
es gibt eine (k + 1)-Kette H € Cy11(G) mit 0H = C1 — Cy + Caey, (69)

wobei Cgeq eine degenerierte k-Kette ist, d.h. eine ganzzahlige formale Linearkombi-
nation von Intervallen ¢ : I¥ — G, deren Differential nirgends injektiv ist. Beachte,
dass das Integral jeder k-Form iiber eine degenerierte k-Kette verschwindet.

113

Bemerkung. Man kann diese Definition auch ohne “Cg.4“ machen und erhélt dann

einen anderen Homologiebegriff.

Ketten, die homolog zu einem konstanten C'°°-Intervall sind, heiflen nullhomolog.

Beispiel 239. Wir betrachten zwei homotope Wege ¢y, ¢; : [a,b] — G mit gleichem An-
fangspunkt cp(a) = ¢;(a) und gleichem Endpunkt cg(b) = ¢1(b). Sei H : [a,b] x [0,1] — G
eine Homotopie zwischen ihnen.

Wir betrachten die umparametrisierten Wege

und

¢i(t) :==ci(a+t(b—a)), tel0,1]

H(t,s) = H(a+t(b—a),s), (ts)€][0,1]>
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Dann ist H € Cy(G) und
OH = H(.,1) — H(.,0)— H(1,.) + H(0,.) = & — & — Kay(b) + Ko (a)-

Also sind é& und é in G homolog. In leichter Verallgemeinerung der obigen Definition
nennen wir zwei Wege ¢o und ¢; auf einem beliebigen Intervall [a, b] mit gleichen Anfangs-
und Endpunkten homolog, wenn die wie oben umparametrisierten Wege homolog sind. Dann
kann man das Ergebnis dieses Beispiels formulieren als:

Homotope Wege sind homolog.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.
O
Beispiel 240 (Zum Nachdenken). Hier skizziere ich ein Beispiel fiir einen Weg, der

nullhomolog, aber nicht nullhomotop ist.

Im R? betrachten wir das Komplement G von
zwei Geraden und darin den skizzierten ge-
schlossenen Weg. Nach etwas Probieren mit
einem Gummiband ist man iiberzeugt, dass
sich dieser Weg nicht in G auf einen Punkt
zusammenziehen 1é3t, d.h. dass er nicht null-
homotop ist. Das ist aber schwer zu beweisen.

In diesen Weg kann man nun eine Fliche ein-
spannen, die von dem Weg berandet wird. Al-
lerdings ist diese Fliache keine Kreisscheibe,
sondern ein Stiick von einer Torusfliche. Es
ist dann nicht so schwer, auf dieser Fliche ei-
ne 2-Kette zu konstruieren, deren Rand der
“gestiickelte” vorgegebene Weg ist. Schliellich
iiberlegt man sich, dass der “gestiickelte” Weg
homolog zum Originalweg ist.

>

5\

O

Beispiel 241 (Homologe Wege und geschlossene Formen). Sind ¢, ¢; : I — G in G
homologe Wege, so gibt es also ein Co(G) mit

Cl1 —Cy — 80 — Cdeg~

Weil die degenerierten Wege zum Integral nicht beitragen, gilt also fiir jede 1-Form w

c1 co oC

und fiir jede geschlossene 1-Form w

O:/dw:/w—/w,
H co c1

159



also

[w=] o
Cco C1

Das gilt wegen der Parameterinvarianz der Integrale dann auch fiir homologe und erst recht
fiir homotope Wege auf einem beliebigen Intervall [a, b].

Das Integral einer geschlossenen 1-Form ist eine Homologieinvariante und deshalb erst recht
eine Homotopieinvariante.

Benutzen Sie das fiir einen exakten Beweis, dass der Kreis ¢(¢) := (cost,sint) fiir 0 < ¢ < 27
sich in R?\ {0} nicht auf einen Punkt zusammenziehen l:if}t.

O

Potentiale von 1-Formen

Definition 242. Seien G C R" offen und wegzusammenhingend und w € Q'(G). Das
Integral von w heifit wegunabhingig, wenn gilt: Fiir je zwei C*°-Wege ¢ : [a,b] — G und
¢:la,b] — G mit .

¢(a) = ¢(a) und ¢(b) = é&(b)

Jo= f

Bemerkung. Man kann jeden stiickweise C°°-Weg zu ei-
nem C*°-Weg umparametrisieren, wobei sich das Integral
wegen der Substitutionsregel nicht d&ndert. Fiir die Umpara-
metrisierung benutzt man auf dem Intervall [a, b] eine C'*°-
Parametertransformation p : [a,b] — [a,b], die in der Nihe
eines jeden Stiickelungspunktes x; konstant ist. Ein solches
p findet man mittels Buckelfunktionen, vgl. Analysis I.

ist

a

a X, X, b

Das hat zur Folge, dass Wegunabhéingigkeit gegeniiber stiickweise C*°-Kurven gleichbedeu-
tend mit Wegunabhéngigkeit gegeniiber “echten” C*°-Kurven ist.

Satz 243 (Konstruktion von Potentialen). Seien G C R" eine offene, nicht-leere weg-
zusammenhingende Menge und w € QY (G). Das Integral von w sei wegunabhdngig. Sei p ein
fester Punkt in G. Wihle zu jedem x einen stiickweise C*°-Weg ¢ : [a,b] — G von p = ¢(a)

nach x = ¢(b) und definiere
() = /w.

Dann ist ¢ nach Voraussetzung wohldefiniert. Es ist eine C°°-Funktion und ein Potential
von w.

Beweis. Sei g € G und ¢ : [a,b] — G ein C°°-Weg von p nach zg. Sei i € {1,...,n}. Setze
c(t) := o + (t — b)e;. Dann gibt es ein € > 0, so dass ¢(t) € G fir b <t < b+ € und

b+t
b(z0+ (t — b)es) = / W= / Wt / w = p(wo) + / ot (r—tye, (€1)dr.
Cla,b+t] clla,b] clip,b4t] b
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Daher existiert

0
o2 (20) = (&)
und ist offenbar stetig. Also ist ¢ differenzierbar mit d¢ = w. Dann ist ¢ aber sogar C*°.

O

Beispiel 244. In der Praxis kann man die Bestimmung eine Potentials durch Integration
oft im Kopf durchfiihren. Die Form

w = 2zydr + (2° + 32)dy + (3y + cos 2)dz

ist geschlossen auf dem R3 (nachrechnen!). Also besitzt sie nach dem Poincaréschen Lemma
ein Potential, das man schrittweise so findet:

¢(x,y,2) = 2%y + B(y, 2)
= 2%y + 3yz +7(2)
= 2%y + 3yz + sin 2.

O

Korollar 245. Sei w € QY(G), G C R™ offen und wegzusammenhdingend. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) Das Integral von w ist wegunabhdingig.
(ii) w besitzt ein Potential.

(i11) Fiir alle C1,Cy € C1(Q) gilt

8C1:8C2:> w:/ w.
Cy Co

(iv) Fir alle C € C1(G) gilt
C=0 = /sz.
c

(v) Fiir jede geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — G gilt

/sz.

Fir das Integral iiber geschlossenes ¢ schreibt man suggestiv auch fc w.

Beweis. Selbst. O

Definition 246. Eine offene Menge G C R™ heifit einfach zusammenhdingend, wenn eine
der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) Jeder geschlossene Weg in G ist in G nullhomotop.

(ii) Je zwei Wege in G mit gleichen Anfangs- und gleichem Endpunkt sind in G homotop.

Die Implikation (i) = (i¢) benutzt die C°°-Umparametrisierung des geschlossenen Weges,
der von zwei Wegen mit gleichem Anfangs- und gleichem Endpunkt gebildet wird.
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Korollar 247. Fir alle n > 3 ist R"\ {0} einfach zusammenhdngend. Daher besitzt jede
geschlossene 1-Form ein Potential:

HY(R™\ {0}) =0 fiir n > 3.

Nach Abschnitt 9.4 war hingegen H!(R?\ {0}) # 0.

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — R™\ {0} ein geschlossener C*>°-Weg. Der Doppelkegel
{sc(t) |s €R, t € [a,b]}

hat eine ,,Dimension® 2 < n und ist deshalb # R™.
Beweis: Das Differential der Abbildung
[a,0] x R*™" = R™,  (t,51,...,80—1) = s1¢(t)

hat iiberall Rang < 2 < n. Deshalb ist ihr Bild gleich der Menge ihrer kritischen
Werte und nach dem Lemma von Sard eine Nullmenge.

Wihle ein p € R”, das nicht auf diesem Kegel liegt. Dann definiert
H(t,s):= (1 —s)c(t) + sp

eine Homotopie in R™\ {0} von ¢ in die konstante Abbildung vom Wert p. O
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10.3 Klassische Integralsitze
10.3.1 Der Hodge-+-Operator

Neben dem dufleren Produkt gibt es eine weitere wichtige algebraische Operation, die wir
jetzt beschreiben wollen. Wir betrachten zunéchst wieder alternierende k-Formen. Die Ope-
ration iibertrigt sich dann problemlos wertweise auf Differentialformen.

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

Wegen (Z) = (nfk) ist
Akv** ~ An—kv**.

Eine einfache Methode, einen solchen Isomorphismus explizit hinzuschreiben, ist die folgen-
de. Man wéhle eine Basis von V' und die dazu duale Basis (w1, ...,wy). Zum Basisvektor

wi, N Awg,, 1< <. < <n
von ARV gibt es eindeutig bestimmte 1 < j; < ... < jp—k < n, so dass
{i1, -y iy J1s ooy -k}t = {1,...,n}.
Wir definieren dann eine lineare Abbildung h : A¥V*" — A"~*V*" durch
h(wi, Ao Aw;y) ==2wj, Ao Awy, -

Die Vorzeichen kénnen wir beliebig wahlen, zum Beispiel stets +. Wir wihlen aber statt-

dessen
1,...,k,kj+1...,n>

€iy... 5, — SIgN < . .
sy s J15- -5 In—k

Diese Konstruktion hiangt von der gewéhlten Basis von V' ab. Andere Basen liefern in der
Regel andere Isomorphismen h.

Ist aber (V,(.,.)) ein orientierter Euklidischer Vektorraum, und verwendet man nur positiv-
orientierte ON-Basen, so hingt h nicht von der Basiswahl ab. Um das zu zeigen, geben wir
zunichst eine andere Definition des Isomorphismus. Sei also (V) (.,.)) wie angegeben.

Lemma 248 (und Definition). Es gibt genau ein p € A"V** mit

/j/(elw"aen):l

fiir jede positiv-orientierte ON-Basis. u heifit die Volumenform von (V, (.,.)).

Beweis. Ist (eq,...,e,) eine positiv orientierte ON-Basis, so gibt es, weil dim A"V** = 1,
genau ein p € A"V**, welches die Gleichung fiir diese Basis erfiillt. Weil aber

H(F(er)s- s flen)) = det(Fpalers -, en)
ist, gilt die dann auch fiir alle andern positiv-orientierten ON-Basen. O

Definition 249 (Hodgeoperator, *-Operator). Sei (V,(.,.)) ein n-dimensionaler ori-
entierter Euklidischer Vektorraum mit Volumenform p. Fiir v € V' sei w” := (.,v). Dann
definieren wir fiir jedes k den Hodgeoperator

w0 ARV o An—Ryt
durch
*wW(V1, . Uk i= w AW AL AwPTE, (70)
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Insbesondere ist
*1=p, *p=1.

Beachten Sie, dass wir fiir diese Definition zwar die Orientierung und das Skalarpordukt,
aber keine Basis benotigt habenE

Den Zusammenhang mit dem oben definierten Isomorphismus h gibt das folgende

Lemma 250. Seien (e1,...,e,) eine positiv-orientierte Orthonormalbasis und wy, . ..,wy
die duale Basis. Seien 1 < i1 < ... < ipg < nund 1l < j1 < ... < Jp_r < n mit
{81, sk, J1y e oy Jn—k} = {1,...,n}. Dann gilt

*(wil VAN /\wik) = €4y...0, Wy VAN /\w]‘n_k.

Dabei ist das Vorzeichen €;, . ;, = £1 gegeben durcﬂ

. 1 n
€iq.., — SIEN | L. i .
1. %J1- In—k

Bis auf das Vorzeichen ist also *(w;, A ... AN w;,) gerade das dufere Produkt der komple-
mentdren Basisformen.

Beweis. Nach Definition ist

k(wig Ao Awi )1, Op—k) = (Wig Ao Awiy, AWE Ao AW F)(eq, ... ep)

. . U1 Un—k . . . .
E(Wis Ao i Awiy, AW A LCAWT R )€1y 50 €y €y s v s €4y )

mit € = €;,..4,. Rechnet man die rechte Seite mit der Determinantenformel aus Satz
aus, so erhilt man

k(wig A e Aw ) (V1,0 Unk)
wiy(ei) oo wilen)  wilen) oo wi(eg, )
Cedet | winlen) o wilen)  wile) o wieg, )
w(ei) oo w(e)  wU(ej) ... w™(ey, )
wirk(e) .o wiR(e,)  w'R(eyy) ... wUR(e, )
1 A 0 0 . 0
1 0 0
T ) wtien) wh(en) . wPel)
w'n k(e ) ..o wUnR(eq,)  winR(eg) o wR (e, )
= e det(w"” (ej,))
= e det(< v,,e5, >)
= € det(wj, (vp))
= €y...04 (wjl VAR anfk)(vl, ey Unfk)-

12 Aligemeiner braucht man zur Definition des *-Operators kein positiv-definites Skalarprodukt, es geniigt
ein nicht-ausgeartetes vom Index ¢. Dann steht in der Formel (70) rechts noch ein Faktor (—1)*.

13Im nicht-positiven Fall ist €iy...ij, = Sign (111% jl---jn—:) < €ig, i > < €y, ey >
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O

Wir verzichten auf die explizite Definition des Hodegeoperators fiir Differentialformen, weil
sie so selbstverstandlich ist. Wir geben nur eine Version des letzen Lemmas fiir Differential-
formen im R"™.

Lemma 251. Im R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt gilt
w(des, A ANdag,) = €, g dag, Ao N dxg,

Dabei ist das Vorzeichen €, ;, = £1 gegeben durch
. 1 ... n
eil...ik = Slgn . . . . .
21« W%J1- - In—k

Beispiel 252. Im R? und w" = u1dz, + usdrs + usdes gilt

*w" = uirdre A drs — usdry N dxs + usdxy A dxo
O

In der Physik gibt es wichtige Anwendungen mit nicht positiv-definitem Skalarprodukt. In
der Relativitdtstheorie und Elektrodynamik stehen Minkowskische Vektorrdume im Vorder-
grund, in der Hamiltonschen Mechanik sind es symplektische Skalarprodukte. Wir schliefen
mit einem kleinen Beispiel im Minkowskiraum.

Beispiel 253. Im R* mit dem Minkowski-(oder Lorentz-)produkt
(T,y), = T1y1 + T2y + T3Y3 — TaYa
ist zum Beispiel

*d.ﬁEl = dd?g A\ diZ?g A dl‘4,
xdry = —dz1 N\ dxs N dxs,

und

*(dﬁCl A deQ) == dI3 A dl‘4,
*(d.]?g A dx4) = —d$1 A d.]?g.

Im Euklidischen R* stehen hier iiberall +-Zeichen.
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10.3.2 Klassische Differentialoperatoren und Integralsétze

Seien G offen C R", f € C*°(G,R) eine Funktion und F = (Fy,...,F,) € C*°(G,R") ein
Vektorfeld.

Unter den klassischen Differentialoperatoren verstehen wir die folgenden:

gradf := (01 f,...,0nf)
divF:=0Fi+...+ 0, F,
Af :=divgrad f
rot F := (0o F3 — O3F5, 03 F) — O1F3,01 Fy — 0o Fy), falls n = 3.

Sie spielen in vielen Anwendungen der Analysis in Physik und Ingenieurwissenschaften eine
wichtig Rolle. Wir zeigen in diesem Abschnitt, wie sie sich in das Konzept der Differential-
formen einordnen lassen.

Satz 254. Im Euklidischen Raum (R™,(.,.)) gilt:
(1)

wed S = df.

(i)

div F = *d * wT.

(iii)
Af = xd * df.
(iv) Fiirn =3 ist

wrot F _ *dwF

Beweis. Die Beweise erfolgen durch Einsetzen der Definitionen. Wir zeigen nur eine Glei-
chung:

Zu (4i). Esist

n
swd x w! = *d*ZFidxi
=1
=xd Y (=1)"Fidoy A Adai AL Aday,
=1
n

x> (=) Z

i=1

r —
dej ANdxi A...Ndx; N ... \Ndx,
Lj

0
0

n n 3FZ . .
:*Zzaxj(_l) Ydz; Ndxy A ... Ndxg A ... Adzy,

j=11i=1

" OF;
*Z@xldxl/\"’/\dx”
i=1 v

=xdivFdzri A... Ndx,
= div F.
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Beispiel 255. Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum lauten:

rot E+B =0 rotB—c_QEzqu
div B =0 div E = ppoc?.

(71)

Das sind Gleichungen fiir Vektorfelder E,B,J im R3, die iiberdies aber von der Zeit t
abhéingen. Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach der Zeit. Die Gréflen ¢, p und pg sind
Konstanten.

Wir betrachten nun den (R%, (., .}, ) mit dem Minkowskiprodukt, vgl. Beispiel Wir fassen
die Zeit als vierte Koordinate auf: ¢ = x4, und definieren die elektromagnetische Feldform
und die Viererstromform

Fi=cxwB +wf Adry, T:=w’ —cpday,

wobei *w? etc. im R? gebildet und in den R* eingebettet werden. Dann schreiben sich die
Maxwellschen Gleichungen mit dem x-Operator von (R*,(.,.);) als

dF =0, =xdx*F 4+ ugcl’ =0.

Das ist nicht nur einfacher als , sondern auch offensichtlich relativistisch invariant: Li-
neare Abbildungen T : R* — R*, die das obige Skalarprodukt und die Orientierung erhalten,
heiflen (eigentliche) Lorentztransformationen. Fiir sie gilt

*(T"w) = T* (xw).

Ist also F' eine Losung der Maxwellschen Gleichungen, so ist auch T*F' eine solche zur
transformierten Viererstromform 77T.

O

Ist (V,{(.,.)) ein orientierter Vektorraum mit nicht-degeneriertem Skalarprodukt, so kann
man unter Verwendung des Isomorphismus v — w? die klassischen Differentialoperatoren
verallgemeinern.

Definition 256 (Nicht-Euklidische Vektorrdume). Sind (V(.,.)) ein orientierter Vek-
torraum mit nicht-degeneriertem Skalarprodukt vom Index ¢ und G C V offen, so definieren
wir

(i) den Gradienten grad f von f: G — R durch

wgradf _ df,

(ii) die Divergenz von F': G — V durch

divF = (=1) xd * w’.

Weiter definiert man das Kodifferential § : Q*(G) — QF (@) und den Laplaceoperator
A QF(G) — QF(G) wie folgt:

6= (—1)ED y dse s QF(G) —
OOk — 1G.
A:=ds+dd: QF(G) — QF Q).
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Beispiel 257. Im Minkowskiraum aus Beispiel 255] heifit der Gradient der Vierergradient,
die Divergenz die Viererdivergenz und der Laplaceoperator der Wellenoperator. Zum Beispiel
ist
0*f 0%f 0°f O°f
|:| = ALorentZ _ 2 J Y J s v 5
f ! z? + Ox2 + oz% 022

O

Fiir die hier eingefiihrten Differentialoperatoren ergeben sich nun unmittelbar die folgenden
klassischen Versionen des Stokesschen Satzes. Vergleichen Sie fiir die Integraldefinitionen

J(F.ds) und [ (F,dO) die Beispiele [201]

Satz 258 (Greenscher Satz). Seien G C R? offen, p,q: G — R und C € Co(G). Dann
gilt
dq Op

—f—dx/\dy:/ pdz + qdy.
0(337 8y> ac

Insbesondere folgt (q = x oder p = y) fiir injektives ¢ € I3(R?) mit det Dc > 0

1
Fliche(c(I?)) = /dx ANdy = / xdy = —/ ydx = 5/ —ydz + zdy.
c dc Oc dc

Ein Anwendungsbeispiel fiir die Flichenformel ist der Satz von Holditch, vgl. Abschnitt
1043

Eine diskrete Variante davon gibt die in der Geodiisie unentbehrliche

Gauflsche Flichenformel. Seien (z;,y;),i = 1,...,n die Koordinaten der Eckpunkte eines
(eingebetteten) n-Ecks. Die Numerierung laufe im mathematisch positiven Sinne. Dann gilt
fiir die Fléache

1 n
F— -3 Z;%Aix’ Aiz =zip1 —Ti-1.

Dabei ist g = =y, Tp41 = 1.

Beim Vergleich mit der Integralformel F' = — [ ydz beachte, dass A;z = x;41 —xi—1 = 2Az;.
Daher der Faktor 1/2.

Beweis:
Wir betrachten zunichst ein Dreieck: Dafiir ist (X,7,)
23)2
1
F= 3 (Y22 + (y1 + y2)(z1 — @2) — y121)
1 x,y,)
= 5 (W1(zo —22) +ya(21 — 23) + y3(22 — 21)) (X50Y,)
13
i=1

Bei Vertauschung von 1 und 2 ergibt sich die negative Fliache. Die Flachenformel ist offenbar
invariant unter Translationen, weil Y. | A;z = 0. Daher folgt die allgemeine Formel aus
der Dreiecksformel. O
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Satz 259 (Klassischer Satz von Stokes). G C R3 offen, F : G — R3 ein differenzierbares
Vektorfeld und C € Cy(G) eine 2-Kette (Flichenstiick) in G. Dann ist

/C (rot F,dO) = /8 (F.ds).

Satz 260 (Satz von Gauf}, Divergenzsatz). G C R" offen, F' : G — R" ein differen-
zierbares Vektorfeld und C € Cy(G) eine n-Kette (Volumen) in G. Dann ist

/diVFdl‘l/\.../\dLEn:/ (F,dO).
C oC
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10.3.3 Harmonische Funktionen

Dieser Abschnitt erweitert den Abschnitt iiber den Cauchyschen Integralsatz.
u:R™ D G — R heifit harmonisch, wenn Au = 0, d.h. wenn d * du = 0.

Beispiel 261. Ist f = u+iv: C C G — C holomorph, so sind v und v harmonisch.

Beispiel 262. Ist 7 : R"\ {0} — R,z ||z||, so ist 7"~ 2 fiir n > 3 harmonisch.

Satz 263 (Integralsatz fiir harmonische Funktionen). Ist u: G — R harmonisch, so
gilt fiir jedes C € C,(G)
/ *du =
acC

Fiir n = 2 bedeutet das

Beweis. Trivial O

Satz 264 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen). Ist u : R? D G — R har-
monisch, und liegt die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R um a in G, so gilt

2m
u(a) = %/0 u(a + Re'®)dg. (72)

Beweis. Fiir holomorphe Funktionen gilt nach der Cauchyschen Integralformel (Satz [230)

27

1 . 1
f(a):/o fla+ Re*™Mdt = f(a+Re’¢%)d¢.

277?:¢7 0

Also gilt die Formel fiir holomorphe Funktionen. Damit gilt sie auch fiir den Realteil einer
holomorpen Funktion. Wir zeigen nun, dass sich jedes auf G harmonische u lokal so darstellen
148¢.

Auf einem offenen Kreis U, der den R-Kreis um a enthélt und selbst in G liegt, ist

geschlossen, weil u harmonisch ist. Daher besitzt w ein Potential v : U — R. Dann ist aber
f :=u +iv auf U holomorph. O

Satz 265 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Nimmt eine harmonische
Funktion auf einer offenen, zusammenhingenden Menge G C R? ihr Mazimum an, so ist
sie konstant.
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Beweis. Sei a € G ein Punkt, in dem die harmonische Funktion v ihr Maximum annimmt.
Nach dem Mittelwertsatz ist u(a) der Mittelwert von w iiber den Rand jeder abgeschlossenen
Kreisscheibe um a, die in G liegt. Weil aber u(a) > u bedeutet das, dass u = u(a) auf jedem
hinreichend kleinen Kreis um a. Also ist u lokal konstant. Aus dem Zusammenhang von G
folgt die globale Konstanz. O

Wir wollen nun die Mittelwertformel fir harmonische Funktionen auf dem Kreis so
verallgemeinern, dass sie nicht nur den Wert im Mittelpunkt sondern moglichst in einem
beliebigen Punkt liefert: wie die Cauchyformel. Sei zy ein innerer Punkt der Kreisscheibe
D% von Radius R um 0. Die gebrochen-lineare Transformation

Rz + zg
=R
f(z> R + ZZ_O
bildet die Einheitskreisscheibe auf die Kreisscheibe vom Radius R und den Punkt 0 auf zg
ab.

Ist nun u harmonisch auf D%, so ist u(f(z)) harmonisch auf D? und nach der Mittelwert-
formel gilt

1 [ ) 1 [ Re't + 2
= 0)) = — Dt = — R———)dt
uz0) = u(f0) = 5= [ urteae = 5o [ urgTLR)
Wir mochten
i Re'" 42
e = —
R+ Zyett
substituieren und berechnen dazu (%' Wir 16sen nach et auf und erhalten:
it _ Re'? — z,
R — 6i¢2_0 ’
Wir differenzieren diese Gleichung nach ¢:

ieitﬁ _ Rie'(R — €'%zy) — (Re™ — zp)(—ie™?zy)  R2ie™® — ie'202%

do (R — eiz)? (R —eitz)?
und teilen durch ie®:
dt R2e — €2y % R? — 2%
dp ~ (R—e9z2)(Re® —z9)  (Re % — 2)(Re?® — )
R? — 2% R? — 2%

(Re™® — 20)(Re'® — z)  |Ret® — 2|2

Anwendung der Substitutionsregel liefert nun

1 o B2 — 20%
- i¢ 020
u(zo) 9 /0 u(Re'?) | oo o? do.

SchlieBlich ergibt sich mit zyp = re’® aus dem
Cosinussatz

|Re'® — 2| = R? — 2Rrcos(0 — ¢) + 12

und damit

Satz 266 (Poissonsche Integralformel). Sei u(z) harmonisch auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe vom Radius R um 0. Dann gilt fir alle r mit 0 <r < R:

1

T or

27
)= [t gt as. (73)

u(re 2 —2Rrcos(0 — ¢) + 12
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Fiir » = 0 bekommt man wieder die Mittelwertformel.

Es gibt fiir die Poisson-Formel eine sehr anschauliche geometrische Interpretation: Wir be-
trachten einen inneren Punkt zo im Kreis vom Radius R und lassen die Sekante durch
diesen Punkt um ihn rotieren. Uns interessiert das Verhiltnis der Geschwindigkeit der bei-
den Schnittpunkte der Sekante mit dem Kreis zueinander.

Nach dem Sekantensatz ist das Produkt ab der Se-
kantenabschnitte dabei konstant und zwar ist

ab=(R+7r)(R—7r)=R*—1r?

wenn r der Abstand von zp vom Mittelpunkt ist.
Diesen Wert erhilt man namlich, wenn die Sekante
durch den Mittelpunkt geht. Das gesuchte Geschwin-
digkeitsverhéltnis ist daher mit den Bezeichnungen
der Abbildung

vy CO8 Bop b ab R%2 — 2

ve cosfu, a a? R2+12—2Rrcos¢’

Das ist genau der Kern aus der Poisson-Formel. Er beschreibt also die Langenverzerrung,
wenn man den Rand des Kreises durch zy auf die gegeniiberliegende Seite des Kreises pro-
jiziert. Randstiicke nah bei zy werden dabei gestreckt, Stiicke fern von zgy entsprechend
gestaucht. Wenn man die Randwertverteilung von u zunéchst auf diese Weise durch zy pro-
jiziert, und dann iiber den Einheitskreis mittelt, erhdlt man den Wert u(zp). Im Bild der
Temperaturverteilung fiir die Kreisscheibe: Randwerte nah bei zy haben groflen Einfluss auf
die Temperatur in zy, Randwerte fern von zy haben geringen Einfluss.

Ist w harmonisch auf der abgeschlossenen Kreisscheibe vom Radius R, so liefert die Poisson-
formel also die Werte im Inneren berechnet aus den Randwerten. Aber man kann beweisen,
dass man diese Formel auch zur Losung der Randwertaufgabe benutzen kann:

Satz 267 (Existenzsatz fiir die 1. Randwertaufgabe). Sei ug eine stetige Funktion
auf der Kreislinie vom Radius R wm 0. Dann definiert

o) = o [ ) g g ()
e = o 0 toi e R2 — 2Rrcos(f — ¢) + r2

eine auf der abgeschlossenen Kreisscheibe stetige und im Inneren harmonische Funktion u
mit u(Re'?) = ug(Re'?).

Das analoge Verfahren mit der Cauchyschen Integralformel liefert eine analytische Funktion
im Innern, die aber i.a. keine stetige Fortsetzung der auf dem Rand vorgegebenen Funktion
ist.
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10.4 Der Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten
10.4.1 Mannigfaltigkeiten

Seien V, W endlich-dimensionale Banachrédume.
Definition 268. Sei A € V.

(i) Eine Abbildung f : V O A — W heifit eine C*°-Abbildung, wenn sie sich zu einer
C°°-Abbildung auf einer offenen Umgebung von A fortsetzen lifit, d.h. wenn es eine
offene Umgebung U von A in V und eine Abbildung f: V D U — W gibt, fiir die gilt

o f ist beliebig oft differenzierbar,
o fla=1.

(ii) Eine Abbildung f : A — W heiit ein Diffeomorphismus, wenn f injektiv ist und
sowohl f wie f~1: f(A) — V C*°-Abbildungen sind.

Beispiel 269. Sei
D":={zeR" |ai+...+a2 <1}

die abgeschlossene Vollkugel im R"™ und sei
A= {mED" ’xn<0}.
Sei f: A — R" definiert durch

flxy, .. z) = (ml,...,xn1,xn+\/1—(ac%+...+x%_1)).

Dann ist
AcU:={zeR" |x%—|—...+xi_1<1},

U offen und [ setzt sich mit derselben Formel von selbst zu einer C'*°-Abbildung auf U fort.
Uberzeugen Sie sich, dass f injektiv ist. Fiir (x1,...,2,) € A gilt

—\/1—(x%+...+xi_1)§xn<0,

und daher ist

0<xn<\/1—(x§+...+w%1)}.

F(A) = {x eR"

Die Umkehrabbildung ist

F - mm) = (yly---,yn—hyn—\/1—(yf+-~-+y%_1)>~

Sie erweitert sich ebenfalls “von selbst” zu einer C'*°-Abbildung auf derselben offenen Menge
U C R™. Also ist f ein Diffeomorphismus.

O
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Beispiel 270. Weil eine C*°-Abbildung f : A — W auf einer nicht-offenen Menge A im
allgemeinen viele verschiedene Fortsetzungen auf offene Umgebungen besitzt, ist d,f : V —
W im allgemeinen nur in inneren Punkten von A eindeutig definiert. Zum Beispiel 148t sich
die Nullabbildung auf der x-Achse des R?

f:RzD{(x,O) |x€R}HR, x+—0

fortsetzen zu f(x,y) = 0 oder zu f(:r,y) = y auf ganz R?, und entsprechend sind die
Differentiale verschieden.
O

Beispiel 271 (Der Halbraum H*). Wir werden es im folgenden oft mit Abbildungen des
abgeschlossenen oberen Halbraumes

fH ={zeR |z, >0} =W
zu tun haben und gehen auf diese Situation hier etwas ausfiihrlicher ein.

Wenn wir von inneren (xj, > 0) oder von Randpunkten (x), = 0) von H* sprechen, beziehen
wir uns auf den umgebenden R¥, und wir identifizieren den Rand von H* mit RF—1,

Ist f: H* 5 U — W eine C*-Funktion auf einer offenen Teilmenge von H”, so ist im
Gegensatz zum letzten Beispiel das Differential d, f : R¥ — W auch in Randpunkten durch
f eindeutig bestimmt, weil sich die partiellen Ableitungen allein aus Funktionswerten von f
berechnen, egal wie die Fortsetzung aussieht ...

Sei nun h : H* > U — H* ein Diffeomorphismus einer offenen Teilmenge U C H* auf

eine offene Teilmenge h(U) von H*. Nach der Kettenregel angewendet auf h o h™! ist das
Differential d,h : R¥ — RF in allen Punkten invertierbar. Nach dem Umkehrsatz bildet h
deshalb innere Punkte von U auf innere Punkte ab. Und weil dasselbe Argument auch fiir
h~! gilt, bildet h Randpunkte in Randpunkte ab:

hlyare-1 : U NRE"L o RE-1

Hk

4
T

> R k-1

Ist z € U NR*~! ein Randpunkt, so gilt also

oh
8Z'i

h(z+ter)—h(z)
t

(z) e RF! fiir alle i € {1,...,k — 1}

und %(m) = limy o zeigt in den oberen Halbraum. Es ist also

h
a—(sc):)\ek—kv mit A > 0 und v € RF~!
8xk
und folglich
Oh Oh Oh oh
det(=—,...,—) = Adet(=—, ..., m— .
¢ (83617 ’axk) ¢ (8951’ ’8m;€,17ek)
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Hat also d,h : R¥ — RF positive Determinante, so gilt dasselbe fiir die auf den Rand
eingeschriinkte Abbildung d,h|yags—1 : RF71 — RF-L

O
Wir halten die letzten Ergebnisse noch einmal fest:
Lemma 272. Isth: H* 5 U — H* ein Diffeomorphismus einer offenen Teilmenge U C H*
auf eine offene Teilmenge h(U) von HF, so gilt
h(U NRF1) c RF1

und h|ynre-1 ist ein Diffeomorphismus einer offenen Teilmenge des RF~1 auf eine offene
Teilmenge des RF~1. Ist det dh > 0 positiv auf U, so ist det d(h|ynrr—1) positiv auf UNRFL,

Definition 273 (Berandete Mannigfaltigkeit). (i) Eine Teilmenge M C V heifit ei-
ne k-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit (oder Untermannigfaltigkeit), wenn sie
lokal diffeomorph zum abgeschlossenen Halbraum

HF .= {xeRk |xk 20}
ist, d.h. wenn gilt:

Zu jedem p € M gibt es eine (in M) offene Umgebung U und einen Diffeomorphismus
u: U — R¥ auf eine offene Teilmenge u(U) von H*.

(ii) Jedes solche u : U — HF heifit eine Karte fiir M und die Umkehrung ¢ := v~ : H* D
u(U) — M heiBt eine Parametrisierung fir M.

(iii) Eine Familie von Karten, deren Definitionsbereiche ganz M iiberdecken, heifit ein Atlas
fir M.

(iv) Sind uy : Uy — H* und uy : Uy — H* zwei Karten mit U; N Us # (), so ist
Uo oufl : Hk D) ul(Ul N UQ) — UQ(Ul N Ug) C Hk

ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von H*, der auch der Kartenwech-
sel der beiden Karten heifit.

Beispiel 274. Die abgeschlossene Vollkugel D" ist eine n-dimensionale berandet Mannig-
faltigkeit. Die Abbildung f aus Beispiel 269 liefert eine Karte fiir jeden Punkt von M mit
, < 0. Analog findet man Karten fiir die Punkte mit z,, > 0 oder x; < 0 bzw. z; > 0 fiir
beliebiges i. Die Abbildung

u:{z|ai+.. . +al <1} > H" (x1,...,20) — (31 + 1,22,...,2)

liefert eine Karte um jeden inneren Punkt von D™. Ihr Bild liegt im offenen Halbraum
z, > 0.

O

Lemma 275 (und Definition: Randpunkte). Seien M eine k-dimensionale berandete
Mannigfaltigkeit und

w:U —u(U), i:U—a()
zwei Karten und p € UNU. Liegt dann u(p) auf dem Rand von H*, d.h. ist ui(p) = 0, so
ist auch G (p) = 0. Punkte p, die von einer und dann also von jeder Karte in den Rand von
H* abgebildet werden, heiffen Randpunkte der Mannigfaltigkeit M.

Die Menge der Randpunkte von M, der Rand von M, wird mit OM bezeichnet. Sie ist leer
oder eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit leerem Rand.
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Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma O

Bemerkungen.

1. Die Definition des Randes kollidiert ein wenig mit der topologischen Begriffsbildung;:
Eine abgeschlossene Kreisscheibe B C R? im dreidimensionalen Raum ist eine 2-
dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit. Als Teilmenge des metrischen Raumes
R? sind alle ihre Punkte Randpunkte, im differentialgeometrischen Sinne aber nur die
Punkte auf der Kreislinie.

2. Fiir berandete Mannigfaltigkeit M mit leerem Rand OM = () wie etwa die offene Voll-
kugel klingt der Begriff “berandete Mannigfaltigkeit” unsinnig. Wir bezeichnen des-
halb mit “Mannigfaltigkeit” in Zukunft sowohl “echt” berandete Mannigfaltigkeiten,
wie unberandete Mannigfaltigkeiten (OM = 0)).

3. In der Analysis IT hatten wir eine Teilmenge M C V eines n-dimensionalen Banachrau-
mes eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit genannt, wenn es zu jedem p € M eine
offene Umgebung U von pin V und einen Diffeomorphismus ¢ : V D U— (b([j ) CR™
auf eine offene Menge qb(U) des R™ gab, so dass mit der iiblichen Idenifikation R*¥ C R™
galt

(M NU) =R N o).
Nach Verkleinerung von U kénnen wir annehmen, dass R¥ N (b(U ) beschréankt ist. Wir
setzen U := M N U. Offenbar ist dann ély : U — RF ein Diffeomorphismus von
U auf die offene Teilmenge R¥ N ¢(U) des R*. Und weil R* N ¢(U) beschriinkt ist,
kénnen wir ein a € R* so wihlen, dass u := a + ¢|y im Inneren von H” liegt. Also
ist jede k-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Analysis II eine k-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit leerem Rand im Sinne der neuen Definition.
Davon gilt auch die Umkehrung: Ein Diffeomorphismus u : M D> U — u(U) C R¥
148t sich nach Definition zu einer C*°-Abbildung ¢ : U — R* einer offenen Umge-
bung U von p in V nach R*¥ ¢ R" fortsetzen. Die Umkehrabbildung u~' wird durch
u N2y, ... 2) == u"H(z1,...,7) zu einer C-Abbildung auf der offenen Menge
u(U) x R"™F C R™ fortgesetzt.
Also sind die C'°°-Mannigfaltigkeiten im Sinne der Analysis II genau die Mannigfal-
tigkeiten mit leerem Rand im Sinne der neuen Definition.

Beispiel 276 (Zur Veranschaulichung). Eine abgeschlossene Halbsphire oder ein Mébius-
band sind berandete 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3.

Der Rand ist in beiden Féllen eine geschlossene Kurve.

O
Beispiel 277 (Zum Nachdenken). Die Menge
M={zeD"|z,<0}
ist eine berandete n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Was ist ihr Rand?
O
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10.4.2 Zerlegung der Eins

Sei V ein endlich-dimensionaler Banachraum.

Der folgende Satz ist ein technisches Hilfsmittel zur , Lokalisierung® globaler Objekte auf
einer Mannigfaltigkeit und umgekehrt zum ,, Verschmelzen“ lokaler Objekte zu globalen Ob-
jekten. Wir formulieren und beweisen ihn nur in einer sehr speziellen Situation fiir kompakte
Mannigfaltigkeiten, weil wir ihn allgemeiner nicht benttigen und weil dadurch der Beweis
viel einfacher wird.

Satz 278 (Zerlegung der Eins). Seien M C V eine kompakte berandete k-dimensionale
Mannigfaltigheit und (uq : Uy — H¥)qea ein Atlas fiir M.
Dann gibt es endlich-viele C'°°-Funktionen

Aoy Am : M —[0,1]
mit folgenden Eigenschaften:
(i) Zu jedem i € {1,...,m} gibt es ein o € A mit
Supp A; = W C U,.
supp A; heifit der Trager von ;.
(i) Fir alle x € M ist

Die Familie (\;)1<i<m nennt man auch eine zu (Uy)aca passende Zerlegung der Eins.

Beweis. Wihle zu jedem x € M eine Karte u, : U, — H* aus dem gegebenen Atlas aus,
fiir die # € U,. Dann ist u,(U,) eine offene Teilmenge von H*, und es gibt (vgl. Analysis I,
4.3) eine nicht negative C*°-Funktion 1, : H* — R mit
Va(us () =1,
supp Yz C g (Usz).

Setze

0 sonst.

:\x(y) - {wx(um(y)), falls y € U,

Dann ist A\, eine C*°-Funktion auf M. Das ist nach der Kettenregel klar auf der offenen
Menge U, und erst recht klar auf der offenen Menge M \ u L(supp 1. ). Diese beiden offenen
Mengen iiberdecken aber M, und daher ist A\, tiberall C*°.

(Vi := A;1(]0,00]))zens ist eine offene Uberdeckung der kompakten Mannigfaltigkeit M.
Also geniigen endlich viele dieser Mengen, um M zu iiberdecken:

M=V, U...UV,,.

Dann ist also R ~
o:=MAg; +...+ X, >0

und fiir \; := 5\11./0 gilt > \; = 1. Der Tréger von \; liegt in U,,. Aber U,, = U, fiir ein
a € A, und damit folgt die Behauptung. O
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10.4.3 Orientierung

Definition 279. Sei M eine berandete k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V.

(i)

Eine Differentialform vom Grad m auf M ist eine C°°-Abbildung
w:M— A"V,

Beachten Sie, dass sich w nach Definition zu einer C*°-Abbildung auf einer offenen
Umgebung G von M in V erweitern lift.
Den Vektorraum der Differentialform vom Grad m auf M bezeichnen wir mit Q™ (M).

Ist ¢ : R¥ 5 U — M eine (lokale) Parametrisierung fiir M, so ist ¢*w € Q™(U).

(ii) p € M heiit eine Nullstelle von w € Q™ (M), wenn fiir eine Parametrisierung ¢ fiir M

um p

(qﬁ*w),ﬁfl(p) = 0. (75)
Hat man zwei Parametrisierungen ¢; um p, so gilt

Piw = (ug o uy ) Piw. (76)
————

Diffeo
Also gilt fiir alle Parametrisierungen, wenn es fiir eine gilt.

Eine Form n € Q™(M) = Q4mM (A1) ohne Nullstelle heiit eine Determinantenform
auf M. M heifit orientierbar, wenn es auf M eine Determinantenform gibt.

Zwei Determinantenformen 77,72 auf M heiflen dquivalent, wenn

o*ni(er,... ex)

>0
o*na(er, ..., ex)

fiir jede Parametrisierung ¢. Das definiert eine Aquivalenzrelation, und jede Aquivalenz-
klasse heifit eine Orientierung von M. Jede Determinantenform auf M definiert also
eine Orientierung von M. Ein Mannigfaltigkeit mit einer Orientierung heif3t eine ori-
entierte Mannigfaltigkeit und die Determinantenformen aus der Orientierung dann
positive Determinantenformen.

Bemerkungen.

1.

Im RF ist eine Basis positiv orientiert, wenn sie genauso orientiert ist, wie die Stan-
dardbasis, das heifit, wenn die Basistransformation zwischen den beiden eine positive
Determinante hat.

Stattdessen kann man auch sagen, eine Basis im RF ist positiv orientiert, wenn die
Determinante mit den Vektoren der Basis als Argumenten positiv ist.

. Ein k-dimensionaler reeller Vektorraum hat im Gegensatz zum R keine ausgezeichnete

Orientierung. Aber man kann eine auszeichnen, indem man irgendeine Basis als positiv
orientiert deklariert.

. Auf den k-tupeln von Vektoren in einem k-dimensionalen Vektorraum hat man im

Gegensatz zum R* keine ausgezeichnete Determinante. Aber man kann eine wihlen,
indem man irgendeine alternierende k-Form # 0 auszeichnet. Das liefert dann gleich-
zeitig wie in der 2. Bemerkung eine Orientierung fiir den Vektorraum.
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5. Eine Orientierung fiir eine Mannigfaltigkeit ist anschaulich eine “kohérente” Orientie-
rung fiir deren Tangentialriume. Machen Sie sich das am Zylinder, am (nicht orien-
tierbaren) Mobiusband und an der 2-Sphére klar.

6. Wie in der 4. Bemerkung kann man eine Orientierung auf einer Mannigfaltigkeit aus-
zeichnen, indem man (in “kohérenter” Weise) in jedem Tangentialraum eine alternie-
rende k-Form = 0 vorgibt, eben eine Determinantenform.

7. Wir verzichten hier der Einfachheit halber auf die Einfithrung des Tangentialraums.
Daher “akzeptieren” unsere oben definierten Differentialformen in ihren multilinearen
Argumenten beliebige Argumente aus dem umgebenden Vektorraum V, und nicht nur
Tangentialvektoren an M. Diesen ungewollten Effekt beseitigen wir dadurch, dass wir
im wesentlichen die zuriickgeholten Formen ¢*w = (u~!)*w betrachten. Beachten Sie
die definierende Gleichung

P wvr,...,vk) = we(dp(ve, ..., do(vg)).

tangential an M

Beispiel 280. Auf RF oder H* ist n = dx; A ... A dzj, = det eine Determinantenform, die
also eine Orientierung definiert. Diese bezeichnen wir als die Standardorientierung von R
bzw. H*

O
Beispiel 281. Sei xwX € Q""1(R"\ {0}) wie im Beispiglund Sn=1 c R™. Wir betrach-
ten xwX als Element von Q" 1(S"~1). Ist ¢ : R"1 D U — S"~! eine Parametrisierung, so
sind also 1, ..., 0,_1¢ iiberall linear unabhéingig. Aus (¢, ¢) = 1 folgt durch Differenzie-

ren (¢, 0;¢) = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n — 1}. Also sind auch ¢, 919, ...,0,_1¢ iiberall linear
unabhéngig. Daher ist

¢*(*wX)(el, . ,en_l) = det(qb, 81¢, . ,8n_1¢)

niemals 0 und *w?X ist eine Determinantenform auf S"~!. Die zugehorige Orientierung nen-
nen wir die Standardorientierung von S™1.

Das gilt natiirlich auch fiir Sphéren von beliebigem Radius r > 0.

O

Definition 282. (i) Zwei Karten fiir eine Mannigfaltigkeit heilen gleichorientiert, wenn
ihr Kartenwechsel iiberall positive Funktionaldeterminante hat.

(ii) Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine Karte u : U — R* fiir M heifit positiv
orientiert, wenn

(™ H*n(er,...,ex) >0

fiir eine (und dann fiir jede) positive Determinantenform n € QF(M). Entsprechend
definiert man negativ orientierte Karten

Lemma 283. Sei M eine k-dimensionale kompakte berandete Untermannigfaltigkeit von V.
Dann gilt:

(i) Ist M orientiert, so sind die Kartenwechsel zwischen positiv orientierten Karten gleich-
orientiert. M besitzt einen Atlas aus gleichorientierten Karten.

(#i) Besitzt M einen Atlas aus gleichorientierten Karten, so gibt es genau eine Orientie-
rung fir M beziiglich der alle Karten aus dem Atlas positiv orientiert sind.
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Beweis. Zu (i). Die erste Behauptung ist klar nach (76).

Wir wihlen nun fiir M eine Atlas mit zusammenh#ngenden Kartengebieten und eine posi-
tive Determinantenform 7. Dann wechselt (u=!)*n(ey, ..., ex) nicht das Vorzeichen. Ist es
negativ, so ersetzen wir die erste Komponente u; von u durch —u; und erhalten so eine posi-
tiv orientierte Karte mit demselben Kartengebiet. Das tun wir mit jeder Karte und erhalten
eine Atlas aus positiv und daher gleichorientierten Karten.

Zu (ii). Es ist klar, dass es nur eine solche Orientierung geben kann.

Sei A ein Atlas wie in (ii). Wir wéhlen dazu eine Zerlegung der Eins (\;)1<i<m und zu jedem
i eine Karte (u; : U; — R¥) € A mit
supp A; C U;.

Wir setzen

(1) = (ufdzy A ... Ndxy), firz e U;
e 0 sonst

Beachten Sie, dass die 7; im allgemeinen nicht C* sind, wohl aber die \;; € QF(M). Wir
definieren

n= Zmi e QF(M).
=1
Dann ist

(u;l)*n(el7 coek) = Z()‘Z o u;l) ((u;l)*u;‘drxl Ao Ndxy) (eq,. .., ep)

= (Niou; ") det(D(ugu; ) (dzy A ... Adai)(er, ... ex)
> 0.
Nach Definition der Zerlegung der Eins bilden die supp A; und deshalb die Kartengebiete

U; eine Uberdeckung von M und 7 ist eine Determinantenform, beziiglich der alle Karten
aus dem konstruierten Atlas positiv orientiert sind. O

Ubungsaufgabe. Eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit besitzt keine oder genau zwei
Orientierungen.

Wir erinnern nun an Lemma Ist u: U — H* eine Karte fiir M mit U NOM # 0, so ist
ulunoa 1 UNOM — RF!

eine Karte fiir OM. Gleichorientierte Karten fiir M liefern auf diese Weise gleichorientierte
Karten fiir 0M, und ein Atlas fiir M mit gleichorientierten Karten induziert einen solchen
fir 0M. Deshalb folgt aus dem letzten Lemma;:

Satz 284 (und Definition: Randorientierung). Sei M C V eine orientierte kompakte
k-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit mit nicht-leerem Rand. Dann gibt es auf OM
genau eine Orientierung mit folgender Figenschaft:

e [stdim M gerade, so induziert jeder Atlas aus positiv orientierten Karten fiir M einen
Atlas aus positiv orientierten Karten fir OM.

e Ist dim M wungerade, so induziert jeder Atlas aus positiv orientierten Karten fiir M
einen Atlas aus negativ orientierten Karten fiir OM .

Diese Orientierung heifit die induzierte Randorientierung.
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Beispiel 285. Auf der Einheitsvollkugel D™ definiert die Determinantenform
det =dxy A ... Adx, € Q"(R™)

eine Orientierung und nach Beispiel ist

Wy, ..., 2y) = <$17~-~»$n+\/1—($%+~~+5f%1))

eine Karte fiir D™. Das Orientierungsverhalten dieser Karte ist gegeben durch das Vorzeichen
von

ou~1t ou~1t
Ly = =1
(u™")* det(er,...,en) det( o o ) ,

weil 4! fast so aussieht wie u, vgl. Beispiel u ist also eine positiv orientierte Karte
fiir die berandete Mannigfaltigkeit D™. Es liefert in geraden Dimensionen n eine positive, in
ungeraden Dimensionen eine negativ orientierte Karte beziiglich der Randorientierung von
St =oD".

Wie verhélt sich diese Randorientierung zur Standardorientierung, vgl. Beispiel [281]
Dazu berechnen wir

((ulgn-1)")* *w(e1,...,en 1) = (u pn1)* *w*(e1,...,€n 1)

ul(y) ou! Ou”! >
= det ) y
(||U_1(y)|| I Oyn—
= det (Uil(y)7e17 e 7en_1)
= (_1)77,—1 det (ela - €n—1, U_1<y)) .

Weil u~!(y) negative n-te Koordinate hat, vgl. die Abbildung in Beispiel hat der letz-
te Ausdruck also Vorzeichen (—1)". Die Orientierung von S"~! als Rand der kanonisch
orientierten Vollkugel D™ ist also die Standardorientierung von S™~!. Das mag mit der
Fallunterscheidung in der Definition im Satz [284] versshnen.

O

Bemerkung. Die Aussagen von Lemma [283| und damit der Satz gelten auch fiir nicht-
kompaktes M. Den Beweis muss man nicht &ndern, man braucht nur eine allgemeinere
Version des Satzes von der Zerlegung der Eins. Da wir im folgenden Abschnitt ohnehin aber
nur kompakte berandete Mannigfaltigkeiten betrachten, reicht unsere “Sparversion”.
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10.4.4 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Sei V ein endlichdimensionaler Banachraum.

Definition 286. Seien M eine k-dimensionale kompakte, orientierte berandete Unterman-
nigfaltigkeit von V und w € Q¥(M). Nach dem Satz von der Zerlegung der Eins, ins-
besondere nach der letzten Bemerkung dort, gibt es einen Atlas (u; : U; — H*)1<;<x mit
positiv orientierten Karten und dazu eine Zerlegung der Eins (\;)1<i<x mit supp A; C U;.
Wir bezeichnen mit ¢; = u-_l die zugehorigen Parametrisierungen und definieren:

[ e

Beachten Sie, dafl supp \; abgeschlossen, also kompakt ist. Daher ist auch
x = ¢f (Aiw)z(e1,...,ex)

eine C*°-Funktion mit kompaktem Tréger u;(supp A;) und die pi-Integrale existieren.

m

/ 65 () 1= Z/ st Ouw)(er, . ex) dyin.
u;i (supp A;) i—1 v ui(supp A;)

=1 i=1

Wir miissen zeigen, dass diese Definition unabhéngig von den gemachten Wahlen ist. Das
liegt im wesentlichen an diesem

Lemma 287. Seien u; : Uj — HY fiir i = 1,2 zwei gleich-orientierte Karten fiir M mit
Parametrisierungen ¢; := ui_l und w € QF(M) mit kompaktem Triger

S :=suppw C Uy NUs.

[ ee=[ o (77)
w1 (S) us(S)

Beweis. Nach der Transformationsformel Lemma gilt

[ o= [ (wouysw= | o= [ o
uy(S) u1(S) ugouy H(u1(S)) uz(S)

Dann gilt

Nun zum eigentlichen

Beweis der Unabhingigkeit. Sei (iij : U; — R¥)1<j< ein weiterer Atlas wie in der Definition
und (A;) dazu eine Zerlegung der Eins . Dann gilt

m m

TAw) = HOYPPYIY
Z/ui(supp/\i)@( “) -Z/uf(supp/\-)(b(Z ! “)

i=1 =1

Z Z i (NAw)

j= i(supp Ay Nsupp A;)

1,
Z / &5 (\jAiw)
= _—
jzlzw;,rh ‘/ﬁj(supp ) 6;(Aw)

=1, (supp)\ ﬁsupp/\ )

O

So elegant die Methode der Zerlegung der Eins fiir die Definition von | W auch ist, niemand
wiirde sie benutzen, um konkrete Integrale zu berechnen. Dafiir ist das folgende Lemma
hilfreich:
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Lemma 288. Seien M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, w € Q*(M), k = dim M,
und
6 RFDG—-M

eine C*°-Abbildung einer kompakten Menge G C R* mit folgenden Eigenschaften:

()

suppw C ¢(Q).
(i) Es gibt eine uy-Nullmenge N C G, so dass G\ N offen in H* und
Pla\n : G\N — M

eine positiv orientierte Parametrisierung von M, d.h das Inverse einer positiv orien-

tierten Karte fiir M ist.
/ w:/ P*w.
M G

Beweis. Es geniigt, den Beweis zu fithren fiir den Fall, dass supp w enthalten ist im Defini-
tionsbereich einer positiv orientierten Karte u : U — HF. Dann ist

/w:/ (u™ ') w.
M u(supp w)

Sei G’ := {x € G | ¢(z) € U }. Dann ist
h:=uog¢|g : G —RF

Dann ist

auf der offenen Menge G’ \ N ein orientierungstreuer Diffeomorphismus auf eine offene Teil-
menge von H* die u(suppw) enthilt. Daher gilt

/ (u™")wler,... ex)du, = / (™ w(ey,...,ex)dus
(supp w) h(G")

:/ (=) wn(er,. .., ex) det(Dh) dyu
’ H,—/
>0

=/ W (u) wn(er, ..., ex)dux

_ * ok —1*: * o *'
—Gl¢u(u ) w Gl¢w /G¢>w

O
Beispiel 289. Die Kugelkoordinaten
sin 6 cos ¢
[0, 7] x [0,27] — S?,(0,¢) — | sinBsin¢
cosf

erfiillen die Voraussetzungen des Lemmas, wenn man S? mit der Standardorientierung ver-
sieht. Darum ist

sinfcos¢p cosfcos¢p —sinfsing
/ *wX = / / det | sinfsing cosfsing sinfcoso | dodh
52 [0,7] J10,27] cos 6 —sin 6 0

= / / sin Od¢df = 4.
[0,7] J[0,27]
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Beispiel 290.

Bildet ¢ : R*™! 5 G — S™! die kompakte Men-
ge G surjektiv auf die Sphire S"~! ab und ist auf
dem offenen Komplement einer Nullmenge ein orien-
tierungstreuer Diffeomorphismus, so leistet

S

¢:Gx[-m/2,7)2] — S", (x,t) — (H(z) cost,sint)

dasselbe fiir S™.
Wir berechnen die Zuriickholung q{;*(*wx) der Flussform *w™ € Q*(R"+!) mit X = 7‘|$‘ﬁ,+1 .
Dabei beachten wir, dass ||¢|| = ||¢ZH =1.

7 7 8(;5 99 96
* X
(e .. en) = det(d, - i
5 ) lers - ven) = det(B 5 50 E8)
qb(x) cost | ‘%(T) cost | —¢(z)sint
= det
sint | 0 | cost
1 [$(x) costsint | ag—f) cost | —¢(x)sintcost
costsi sin?t | 0 | cos? t
1 [¢(x) costsint | ad)(z) cost | 0
costst sin? ¢ | 0 | 1
1
= ——det {gb(x) costsint | a¢(x) cos t]
costsint
_ n—1 9¢(z)
=cos"" "t det [gf)(x) |
=cos" Mt " (xw¥)i(e1, ..., €0 1),

wobei in der letzten Zeile die Flussform auf dem R™ steht. Durch Induktion ergibt sich
daraus, dass

/ *w™ = Volumen(S™),

vgl. Beispiel
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10.4.5 Der Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten
Sei V ein endlich-dimensionaler Banachraum.

Lemma 291. Sei w € Q¥1(H¥) mit kompaktem Triger S C H*. Wir betrachten R¥~1 als
Teilmenge R¥~1 x {0} von R¥. Dann gilt

/dw(el,...7ek)dpk = (—1)’“/ w(er,...,ex—1)dug—1.
s

SNRk—1

Beweis. Sei r > 0 so gewahlt, dass

S c |-rrFtxo,r € [~ x [0,r] = Q.

SN

]Rk-1

Definiere
c:I* =5 Q, (x1,...,2p)— (r(2zy —1),...,7(2z_1 — 1), 72%).

Dann gilt nach der Transformationsformel Lemma und dem Satz von Stokes fiir Ketten
k .
/dwz/dw:/ dw:/c*dw:/dw:/w:Z(—l)i_l(/ w—/ w).
S Q c(I¥) Ik c dc i—1 cost cos;

Aber allenfalls die untere k-te Seite von c trifft den Tréger von w. Wir erhalten

[doteredim = (0% [ o= (0F [ wen e dui.
S cosy, SNRk—1
O

Beachten Sie, dass die Identitéit eine positiv orientierte Karte von H* ist. Ihre Einschrinkung
auf R*~1 ist ebenfalls positiv orientiert beziiglich der Standardorientierung von R¥~1. Aber
die Randorientierung von OH* stimmt damit nur bei geradem k iiberein. Deshalb kann man
die Formel der Lemmas auch schreiben als

dw = / w.
HF OHF

Das ist die einfachste Version des Satzes von Stokes fiir Mannigfaltigkeiten, den wir aber
nur fiir kompakte Mannigfaltigkeiten beweisen:
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Satz 292 (Stokes). Seien M eine k-dimensionale kompakte, orientierte berandete Unter-
mannigfaltigkeit von V und w € Q*~Y(M). Der Rand OM trage die induzierte Randorien-

tierung. Dann gilt
/ dw = / w.
M oM

/ dw = 0.
M

Ist insbesondere OM = (), so gilt

Beweis. Seien (u; : U; — Hk)ie{l,...,m} ein Atlas mit positiv orientierten Karten und sei
(Xi : Ui = R)igqa,....my eine Zerlegung der Eins dazu. Dann gilt

_ Z/ (WY dAw)(ers .. ex)
u;(supp ;)

i=1
m

= Z/ d((u;l)*)\iw)(eh...,ek)
i—1 7 ui(supp A;)

— —1)* / w7 ) Nwler, ... e
(Lemma( ) ~ ’U«i(supp)\i)ﬂkal( 7 ) i ( 1, s €k 1)

[ w
oM

Beispiel 293. Fiir 0 < R # 1ist M = {z € R"™ | (1 — ||z[|)(R — ||lz]|) <0} eine (n + 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit M deren Rand die beiden Sphéren S% und S™ vom Radius
R bzw. 1 mit entgegengesetzten Orientierungen bilden. Sei *wX wie im Beispiel Weil
d x wX = 0 folgt aus dem Satz von Stokes

W™ — / W™ ) .

O:/Md*wX:i</S

/ swX :/ swX = Volumen(S™).
S n

n
R

O

n
R

Es folgt also

Allgemeiner gilt das fiir jede kompakte Hyperfliche X C R"*!, die gemeinsam mit einer
Sphére S% eine kompakte Untermannigfaltigkeit M des R"™! berandet.

O

Beispiel 294. Ist M eine kompakte unberandete k-dimensionale orientierte Mannigfaltig-
keit, so ist M x [0,1] C V xR eine kompakte berandete (k+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
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Mx[0,1]

M x {0} Mx {1}

Ein Atlas (u; : U; — RF);c; mit positiv orientierten Karten liefert einen Atlas fiir M x [0, 1]
mit folgenden Karten:

Ui1 (JJ)
uig(l‘)
ul U x [0,1]— R (2, t) v : )
uz‘k(fﬂ)
t
—u“(ac)
uz‘2($)
u : U;x0,1] — RFL (2, 1) — :
1—1¢

Man rechnet nach, dass diese Karten gleich-orientiert sind. Wenn man die Randkomponenten
M x {0} und M x {1} auf die offensichtliche Weise mit M identifiziert, stimmt bei geradem
k+1 die Randorientierung auf M x {0} mit der urspriinglichen Orientierung von M iiberein,
auf M x {1} erhilt man die entgegengesetzte Orientierung. Bei ungeradem k + 1 kehrt sich
das um.

Sei nun N eine weitere k-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € QF(N). Seien
Jfo,Jr: M — N
zwei homotope Abbildungen, d.h. es gibt eine C>°-Abbildung F : M x [0,1] — N mit
F(,0)=fo, F(,1)=fi.

Weil w vom Grad k = dim NV ist, ist dw = 0. Also ist auch

O:/ F*dw:/ d(F*w):/ F*w:l:( fa‘wf/ fl*w>
Mx [0,1] Mx [0,1] oM M M

Fiir homotope Abbildungen fy, f1 : M — N gilt also

/M fiw= /M fiw

O
Beispiel 295. Wir wenden das an auf den Fall M = N = S* und die Antipodenabbildung

R A L ——y
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Weil die Form 7 := *wX € QF(R¥*1\ {0}) die Orientierung von S* definiert, ist

/ n > 0.
Sk
(@ n)p(v1,...,v) = n_p(—v1,...,—vg) = det(—p, —v1,...,—vg) = (—1)

/ a*n <0
Sk

und die Antipodenabbildung damit nicht homotop zur Identitit id : S¥ — S*.
Sei nun 7' : S* — R*+! eine C°°-Abbildung mit

Nun ist aber

k+177p(v1, ey V)

Fiir gerades k ist also

<$7 T(x)> =0

fiir alle 2 € S*. Dann nennt man T auch ein tangentiales Vektorfeld auf der Sphire S*.

Hat T keine Nullstelle, so liefert

, T(z)
F(x,t) := cos(nt) x + sin(7t)
1T ()
eine Homotopie F : S* x [0,1] — S* zwischen ‘

der Identitit und der Antipodenabbildung.
()

Solche Abbildungen kénnen also nur fiir ungerades k existieren. (Tun sie auch!) Fiir gera-
des k, insbesondere fiir k& = 2 hat hingegen jedes tangentiale Vektorfeld auf der k-Sphére
mindestens eine Nullstelle:

Jeder glatt gekimmte Igel hat mindestens einen Glatzpunkt. ‘
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10.4.6 Der Abbildungsgrad

In diesem Abschnitt skizzieren wir die Definition einer Homotopieinvarianten fiir Selbstab-
bildungen der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphére

Sl = {z e R" ||z =1}.

Lemma 296. Seien f : M — N ein Diffeomorphismus zusammenhdngender kompakter
k-Mannigfaltigkeiten und w € QF(N). Dann gilt

f*w::t/ w.
M N

Wir verzichten auf den Beweis. Er benutzt die Definition des Integrals iiber Mannigfaltig-
keiten und das Lemma [199

Sei wieder X := i7 auf R” \ {0}. Wir versehen S"~! mit der von *w® induzierten Orien-

tierung. Dann ist
Cn—1 I:/ Wp—1 > 0.
Sn—1

wn_1 = *w™ € QR™\ {0}).
(Tatséchlich ist dies das Volumen der Sphére.) Wir setzen im folgenden

1
* UJX.
Cn—1

Wp—1 =

Dann ist also [g,_, wp—1 = 1.

Satz 297 (Abbildungsgrad). Sei f: S"~! — S"~1 eine C°°-Abbildung. Dann ist

des(f) = [ Frunn

eine ganze Zahl, der sogenannte Abbildungsgrad von f.

Bemerkung. Nach Beispiel 294] ist deg(fo) = deg(f1), wenn fo und f; homotop sind.

Beweis. Sei P := e, der ,Nordpol“ von S®~! und fiir » > 0
D, = {x e st } 1P —z| < T}

die ,,Polkappe® vom Radius r.
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Wir nehmen zunéchst folgendes an:

Es gibt ein » > 0, so dass f~!(D,) die Vereinigung von endlich vielen
disjunkten Mengen B, ..., By C S~ ist, die jeweils durch f diffeomorph (%)
auf D, abgebildet werden.

k
/ f*wn—l = / f*wn—l + Z/ f*wn—l- (78)
Sn—1 Sn=1\ U B; i—1 B

Wir betrachten das erste Integral rechts. Nach dem Lemma von Poincaré besitzt w,_; auf
dem sternférmigen Komplement der Halbachse {)\P | A> 0} ein Potential 0,,_5. Damit gilt

/ s — / Af 6o — / FOn_s
Sn=1\U B: Sn=1\ U B a(Sm—1\ UBi)
k k
_ _;/E)Bif - Lemn?a_;i/m s
k
= :I:/ 0,—2 = :I:/ df,,_2
Z 8(Sn71\Dr) Z

i—1 Sn—l\DT

= E i/ Wp—1=m Wn—1
N Sn—l\Dr Sn—l\Dr

Dann ist

fiir ein ganzzahliges m.

Fiir r — 0 geht dies gegen m f L, Wn—2 = m, wéhrend die B; jeweils auf einen Punkt
schrumpfen. Die B;-Integrale in gehen daher gegen 0 und aus folgt die Behauptung.

Wir skizzieren nun noch, warum man ohne Einschrénkung die Annahme (*) machen kann.
Wir setzen f durch f(z) := [|z[| f(;77) auf R™ \ {0} fort und wenden darauf das Lemma von
Sard an. Man rechnet nach, dass Q € R™ genau dann ein reguldrer Wert von f ist, wenn
dasselbe fiir Q/||Q] gilt. Wir kénnen also o.E. annehmen, dass P = e,, ein regulidrer Wert
ist. Nach dem Umkehrsatz bildet f dann eine Umgebung eines jeden Punktes € f~({p})
diffeomorph ab. Weil S"~! kompakt ist, ist f~1({p}) = {p1,...,pr} endlich und eine Umge-
bung U, von p; wird diffeomorph auf eine offene Umgebung von P abgebildet. Wir kénnen
annehmen, dass die U; disjunkt sind. Wahlt man r > 0 so klein, dass

k K
D, C (ﬂ f(Ui)> \ (ST U Ui),

i=1
so folgt (x). O

Bemerkungen.

1. Der Beweis liefert eine anschauliche Interpretation des Abbildungsgrades: Dieser zéhlt
einfach die Urbilder eines reguldren Wertes von f mit Vielfachheiten £1 abhéngig
davon, ob f in diesen Punkten die Orientierung erhélt oder umkehrt.

2. Eine Standardanwendung des Abbildungsgrades ist diese: Gegeben sei eine Abbildung
f: D™ — R™ und ein y € R"™. Man mochte wissen, ob

flz) =y
eine Losung besitzt. Wenn y € f(S™~1) ist das klar. Andernfalls betrachtet man die
Abbildungen
_ _ flx)—y
g: St sl g ot T
1/ (x) =yl
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Wenn deg(g) # 0, besitzt die Gleichung eine Lésung.
Andernfalls wére namlich f((1 — s)z) # y fiir alle s € [0, 1] und

L J=9) —y
1F(=5)@) —

eine Homotopie zwischen g und einer konstanten Abbildung, also deg(g) = 0.

G(z,s): 8"t — gn~1,

. In der Funktionentheorie spielt die Umlaufzahl eines geschlossenen Weges c : S — C
beziiglich eines Punktes zg ¢ c(S!) eine wichtige Rolle. Sie wir definiert als

1 1
n(c,zp) 1= %/z—zodz

Diese Umlaufzahl ist gerade der Abbildungsgrad von

c(z) — 2o
)= —t—

9= To@) =20l
Das beweist man mittels der Identitét

1
Zdz=——
z T+ 1y

1

. T — 1y .

xdy —ydx
2 + y2 22 _|_y2 !
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10.4.7 Der Antipodensatz

Satz 298 (Antipodensatz von Borsuk-Ulam (1933)). Sei f : S"7! — 8"~ cine
ungerade C*°- Abbildung, d.h. es gelte

f(=z) = —f(x) fir allex € S™*.

Dann ist der Abbildungsgrad von f ungerade, insbesondere also # 0.

Beweis. Der Beweis benutzt vollstéindige Induktion iiber n. Die topologischen Argumente
sind dhnlich denen in Beweis von Satz

Wir bezeichnen

S:=8""1  §,:=85""2cCS, S, :=abgeschlossene obere Hemisphire.

n=1. Dann ist f(—1) = —f(1), also f bijektiv und der Abbildungsgrad daher = £1.

n=2. Wir wihlen in S\ (f(So) U Sp) einen regulédren Wert N von f. Dann ist auch —N ein
regulidrer Wert. Wir bezeichnen mit 7 : R? — R! die Projektion entlang der Geraden RN
und definieren

) ro /()
G S\ AN ~NY) = Souz o ot
|70 f(z)]
Sei f7Y({N,—-N})N Sy = {p1,...,p} mit paarweise verschiedenen p;. Das Komplement
von {p1,...,pr} in Sy \ So besteht aus r + 1 Intervallen, die durch G jeweils in einen der

zwei Punkte von Sy abgebildet werden. Weil f in den p; regulér ist, werden aufeinander
folgende Intervalle in verschiedene Punkte von Sy abgebildet. Weil G|S, wieder ungerade
ist, werden die Punkte von Sy, also auch die daran angrenzenden Intervalle (das ,erste* und
das ,letzte®) in verschiedene Punkte von Sy abgebildet. Damit ist r ungerade, und weil f
eine ungerade Abildung ist, erhalten wir

L= = (AN, SN NS4 = S#UTHNSD) = #( (VD) = deg(s). (79)

(n—1) — n, n > 3. Nach dem Satz von Sard ist f(Sp) # S. Weil f(Sp) tiberdies kompakt
ist, gibt es wieder nach dem Satz von Sard einen reguldren Wert N von f im Komplement
von f(Sp) U Sp. Nach der Voraussetzung iiber f ist dann auch —N ein reguldrer Wert von
f im Komplement von f(Sp).

Sei f~'{{N,-N}) NSy = {p1,...,pr}. Seien Uy,..., U, C S\ Sy paarweise disjunkte
offene Umgebungen um die p;, die durch f diffeomorph auf eine kleine offene Kugel um N
bzw. —N abgebildet werden, vgl. den Beweis zu Satz Wir bezeichnen mit

7:R* - R"!
die Projektion entlang der Achse RN und betrachten die Abbildungen

G:S+\(UBi) — Sp,x — H:Z;Ei;”, g := G|So.

Dann ist g wieder ungerade, hat nach Induktionsvoraussetzung also ungeraden Abbildungs-
grad. Sei w,_o € Q(R"™1) wie im Abschnitt [10.4.6| Dann gilt

/ Grwn o — / G dun_s = 0. (80)
9(S+\ (U By)) Sy \(UBs)
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Andrerseits ist aber nach Lemma [296]
G*wn_z = :t/ Wp—2 = +1
oU; So

und daher

r

G wp_g = — /SO 9 wn_o — Z( G*w) = —deg(g) — Z +1. (81)

/8(5+ \ (U Bi)) ou; 1

Nach , ist also r ungerade. Aus folgt die Behauptung. O

Korollar 299. Fiir jede stetige Abbildung f : S™ — R™ gibt es ein x € S™ mit f(x) =
f(=x).

Beweis. Andernfalls wére mingegs» || f(2) — f(—2)|| =: € > 0, und man koénnte wie im Beweis
des Fixpunktsatzes von Brouwer f approximieren durch eine C*°-Abbildung f : " — R"
mit mingegn || f(z) — f(—x)|| > §. Dann ist

_f@) - f-a)
M= @) = F—o)]
eine ungerade C'*°-Abbildung g : S — S"~1 C S"

Offenbar ist g(S™) # S™ und deshalb ist deg(g) = 0 im Widerspruch zum Antipodensatz.
O

Korollar 300. Man kann einen Apfel durch einen ebenen Schnitt so teilen, dass beide Teile
dieselbe Menge an Kalorien, Vitaminen und Schadstoffen enthalten.

Beweis. Wir betrachten den R? als eingebettet in den R*. Seien k,v, s : R®> — R die Dichte-
verteilungen der Kalorien, Vitamine bzw. Schadstoffe. Fiir x € S® C R* setzen wir

M(z):={y e R® | (z,y) > (x,e4) } = {y | m1y1 + T2y2 + 3ys > 24 } .

Das ist also ein Halbraum im R3. Wir definieren f : S® — R? durch

f(@) = (/ b, [ v, [ sdu3>
M(z) M (z) M ()

und setzen voraus, dass f € C*°. Dann gibt es ein « mit f(z) = f(—=z), d.h. von allen drei
Ingredienzien liegt genauso viel im Halbraum M (z) wie in seinem Komplement. O
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Korollar 301. Fiir m # n ist R™ nicht homdomorph zu R™.

Beweis. Sei m < n. Dann ist die Inklusion j : S™ C R™*! C R" eine injektive Abbildung.
Gébe es einen Hom6omorophismus h : R” — R™, so wére hoj : S™ — R™ ebenfalls injektiv
im Widerspruch zu Korollar

O

Derselbe Beweis liefert: Fiir m # n sind R™ und R™ nicht einmal lokal homéomorph. Ist
G C R™ offen, nicht leer und homéomorph zu einer offenen Teilmenge von R™, so folgt
m=n.
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10.4.8 Der Satz von Holditch

Wir schlieffen mit einer ebenso ,,harmlosen®“ wie hiibschen Anwendung des Satzes von Stokes
und der Umlaufzahl auf ein geometrisches Problem in der Ebene.

Satz 302 (Holditch). A rod CC’ of a given length has its two ends in the curve of an
ellipse and moved round, having a tracing point P, at the distances ¢ and ¢’ from its ends,
tracing a curve. The area contained between the curve and the ellipse = mec', and is therefore
independent of the ellipse.

Der Satz wurde von einem in der Mathematik weiter nicht bekannten Herrn Holditch unter
dem Pseudonym , Petrarch® als ,,Prize quest XV* in , The Lady’s and Gentleman’s Diary
for the Year of Our Lord 1857“ publiziert. Im néichsten Jahrgang findet man eine ,, General
solution* des ebenfalls weiter nicht bekannten W.S.B. Woolhouse, mit folgendem Ergebnis:

Let C,C" and P denote the areas of the curves described by those points respectively. Then

In obtaining this remarkable general formula we have assumed the curves to return into
themselves and the angle the rod makes with the x-axis to revolve through 2w, but in all
other respects the reasoning obviously holds good absolutely. It is not even necessary that
the curves described by C, C' should have any algebraic equation. They may, indeed, be any
lines drawn at random.

Ich gebe eine moderne Formulierung dieses hiibschen Satzes. Siehe auch A. Broman, Hol-
ditch’s Theorem, Mathematics Magazine 54, 1981.

Definition 303. Seien c,cy,co : [0,1] — R? geschlossene C°°-Kurven.
(i) Setze &(s,t) := sci(t) + (1 — s)ca(t) fiir (s,t) € I? und definiere
A(cy, c2) = /da: A dy.

Ist ¢ im wesentlichen injektiv und orientierungstreu, so gibt A(cq, o) die Fliche von
¢(I%) an. Deshalb nennt man ¢ die algebraische Fliche zwischen ¢; und cs.

(i) Setze

Ale) = /zdy = %/a:dy — ydzx.

Ist ¢:[0,1] — S*, so ist also A(c) = 3 [, +w™.
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Lemma 304.
A(Cl,Cg) = A(Cl) — A(CQ).

Ist insbesondere co konstant, so gilt A(c1) = A(cy, c2), und das ist die von ¢ eingeschlossene
algebraische Fléche.

Lemma 305. Definiert man (c1 + c2)(t) := c1(t) + ca(t), so gilt
B(ei,ca) = Aler 4+ c2) — Acr) — A(co)
= [oenoayta [ @ontwon) v
Insbesondere ist B in jedem Argument homogen:

B()\Cl, Cg) = )\B(Cl, 62) = B(Cl7 )\62).

Satz 306 (Holditch/Woolhouse). Seien c1, ca : [0,1] — R? geschlossene C*°-Kurven
und ||ca — 1| =1 > 0 konstant. Seien ly,lo € R mit 1y + 1o =1 und sei

c3:=cC1 + *1(02 — Cl).

l
Dann gilt
l1A(CQ) + lQA(Cl)
l
wobei n(7,0) die Umlaufzahl der Kurve

= A(c3) +n(y,0)mlilz,

Coy — C1

(also der ,Stabesrichtung®) um 0 ist.
Ist insbesondere A(c1) = A(ca), 2.B. weil ¢1, co (wie bei der ersten Formulierung von Herrn
Holditch) bis auf eine Parameterverschiebung dieselbe Kurve sind, so folgt

A(er,e3) = Aer) — A(es) = n(y)wlyls.

Beweis.

Aler) = Ales + ez — 1)

= Ales) + AR (e2 = ex)) + Bles, 2ea — 1))
= Ales) + 3A(Y) + 12B(es, )

Ebenso folgt

Alc1) = Ales — 171(02 —c1))

= A(cs) +2A(y) — 1 B(cs, ),

und daraus folgt durch Elimination von B die Behauptung. O
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