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CHAPITRE 1 :

§ 1 : Notion de triple.

PA00OSGUDAUoOaOoRQg

Un monoide peut se décrire comme eétant

{axiomes du neutre?’

un triplet (M, e, )

ou
1] M est un ensemble
2} ¢ ¢ 1——M est une application, appelée unité du monoide
3) 0w ¢ M x M———amM est une application, appelée multiplication
di monoide
4} les deux diagrammes suivants commutent
M
M Mx M x N M x M
1 H pox M U
M x e
Y ¥
M M x M = M
il

taxiome d'associativité).




Remplagant 1'ensemble M par un foncteur et les applications

€, u par des transformations naturelles, nous cbtenons la

notion de triple :

péfinition 1
Un triple est un tripfet (T, e, w) ol

11} ! W ———=x 24 un foncleuh

2) 1x==&==$T'eét une trnansjormation natunrelle

3) T o Te=—===T esf une transgormation naturelle

deux diagrammes sufvants commutent

Par onalogie avsc l’exemple des monoldes, u est appelée

"multiplication duy tripls” et e "neutre du triple”.

: Triple engendré par une adjonction.

Q0000 UAO0C00QOPRRIOLDILQYQUDOd0O0QOD

Soient F ety deux foncteurs tels gue F soit adjoint
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che

T

de U . Ce Fait'peut s'exprimer par l’existence de geuyx trans-
farmations naturelles n et § rendant commutatifs les deux dia-
grammes ci-dsssous 3

a.

g F U

U s
g 1 | =t} F - ¥
x
S U
' : ¢d
8 ! FU =
M a, _
X U

F
Fe
F \ Fomrsromisnmetey™
§F

F—u

Nous définissons alors

2y u = WS F 1 T 4,7 = VFU Frereemiwf = T,

I1 est aisé de remarquer queg le triplet (T, €, u) ainsi obtenu

est un triple sur la catégorie X ,

L'adjonction (F,U , g, 8) déterminant entidrement le triple

(T, €, u), on peut se poser la gquestion de savoir si la réci-

preque est vraie : la connaissance du triple (7T, ¢, p) permet-
elle de reconstruire la situation injitiale d'adjenction ? La
réponse est négative comme le prouvent les exemples suivants

le triple identigue sur la catépgorie des encsembles peut bien

sdr étre ebtenu & partir de l'adjonction triviale (1En5———11En5] ;
il peut aussi &ire obtenu & pertir de l'adjonction emntre le
foncteur d'oupli de Top vers Ens et le foncteur "topologie dis-

créte” de Ens vers Top. Gitons un autre exemple : le foncteur

‘d*oubli de 1ls catégarie des groupes vers celle des ensembles




admet comme adjoeint le fencteur "groupe libre” et 1l en est
de méms si on se restreint & la catégorie des groupes libreg
les deux situations d'adjonction engendrent le méme triple 5y

Ens.

§ 3. Catégbrie'dé;Kleisli d'un triple.

e ACCoORON0D0N0000ODO0QD00QD00

Si (T.” e, w) est un .triple sur une catégorie X, il est toujp
passiblé de le déerire camme le triple associé & une certaipe
situation d'adjonction. I1 n'y a bien sir pas uniqité, C emme
le proyvent les remarques précédentes : nous allons en fait
présenter deux solutions & ce probléme, celle de Kleisli et
celle d'Eilenberg - Moaore. qui seront,_en un ,sens & préciser,

montrées Btre "les solutions extrémales”.

Si (T, £, p) g5t un triple sur la catégorie 3 , sa catégorie

de Kleisli, notée )CT, est définie comme suit

{1} les objets de 3&.]. sont les objets de %

(2} un morphisme de X vers Y dans X% T gst un morphisme de ¥

de l1la forme

X=———s=TY

(3] 1'identité sur 1'gbjet X de EET est le morphisme

ey P Km———egn T X
{4) si x ¥ X TY 2t 'y 3 Y= TZ sont deux morphismes de
)ET. leur composé y ¢ %X § X—+T7 est défini par

X

X - Ty— 1Y ki

e TTZ wirme—— T2




Nous definissans un foncieur

Teyg
o FT :}'E,———wh-%T
. s X
® } 5 EY
: {
o ¥
VMY
ou§
: 2t un autre fonctour
(VI 3£T*—4~—+‘x

ht 'll\:, o Tx

‘;’MA.M-'PTY-

Le premier axiome des triples indigue aussitdt gue T = L)T o FT’
En suire. FT gest adjcint a4 gauche GBKJT,
tipns naturelles décrivant cette adjonction &tant las sulvantes !

les deux transforma-

A1) e s Eaﬂ“———ﬁ>iLr FT-= H

™

I A
P21 6 '.FT UT@}I,._ .

6T{X} & 1TX;

C*est alors un calcul aisé de verifisr gue l'adjonciion

[FT,IJT,

€, 6T] sngendre 1le triple (7, . unil-.

te théoréme suivant va indiguer en guel sens la catégorie de
Kleisli peut Btre considérée comme 1a soliution minimale dans

le mrobléme de la génération du triple.



The u.r'érne 1

Solent (T, e, u) un triple surn X ez (F,U, ¢, 8)

- @

une adfonetion engendrant ce faiple.
IL exisfe un unique foncteur @ * T Q@ fel gque

o ¢

_TH*(S*@"

Si X est un objet de 3£T’ 0n a nécessairement

alx) = (& , Frl(x) = F(x}.

31 % : X———3Y 28t un morphisme de kTﬂ 0on a nécessairement

Fe

&lx) P0x) 5FX ° X

dlx} o, § a Fe

& X X

alx) ¢(6;J o Fe,

@[6$J o {0 FT o UT](x} o st

T




= SFY a FLUY o TX] o FEX

a § ®)

py © Fluy o Eqy o

= GFY o FXa

Citons trois exemples de catégories de Kleisli
{1} le fonctaeur T-: Ens——»Ens defini par
TEX) = X o {k} et Tix) = x & 1., s'agence

de manidre &vidente en un %triple ; comme il exlste une
pijection entre les applications de X vers TY 8t les
fonctions de X vers Y, la catégorile de Kleisli de ce

triple est la catégorie des fopctions.

{2} le foncteur T : Ens——Ens défini par TX = &(x)

{ensemble des parties de X} devient un triple si l1'on prend
pour unité la faonction "singleton" et pour mﬁltiplication
le fanction "union“ 3 comme 11 existe une bijeection entre
les applications de X vers % (y) et les relations de X

vers Y, la catégorie de Kleisli de ce triple est la caté-

gorie des relations.

(3) Notons (T, e, p) le triple engendré par l'adjonction entre
ie foncteur d'oubli de la catégorie des groupes vers celle
des ensembles et le foncteur groupe libre. La catégorie
de Kleisli correspondante est celle des groupes libres.

En effet., i1 v a8 une correspondance biunivogque entre les
ensemblies et les groupes libres, un groupe libre étant
identifié & son systéms fondamental de générateurs. De

plus, s5i LA et LB sont les groupes libres engendrés par




les snsemblies A et B, un homomorphisme de LA vers LB est
détermingé entiérement par san image sur les générateurs
fondamentaux de LA, d'cl la bijection entre les homomor-

phismes de LA vers LB et les applications de A vers LB.

§ 4 ; Catégorie d'Eilenberg - Moore d'un triplaQ

00000 COOBRRONONOCOORO0ROODGQROQODHDOODOLO0D0

Si (T, e, u) est un triple sur la catégorie % ., sa cateégorie

d'Eilenberg - Moore, notée xﬁ& est définie comme suit :

(1) les pbjets spont les couples (X, E£) o0 X est un objet de
X et £ : TX=——=X un morphisme de X rendant commutatifs

les deux diagrammes suivants !

€y . My
XL TX TTX ———m TX

T X i X

==

(2} un morphisme ¥ : (X, E}J=—3= (X', £') @5t un morphisms

f § X—=»X* de ¥k rendant commutatif le diagramme suivant

TF

=TX'




Un objet {X, £) de la catéporie }ET est appele "algébre sur

le triple 7", & atant la fléche structurelle de cette algdbre.

Nous définissons un foncteur

Flo R —— "))

}

K v o (TX, My

f TF

]

Y o2 [ TY, UY

et un autre foncteur

(X, E1rmrrmeengn X

¥ J T
(X', £') oy

Il est immeédiat que T = UT ° FT. En outre, FT est edjoint &

gauche de UT, les deux transformations naturelles décrivant

cette adjonction étant lses suivantes :

(11 ¢ :1x;=::=:puT QFT = T
{2) 5T H FT o uTmr:fp‘] T
*
51 - £,




C'est alors un calcul aisé de vérifier gue l1'adjenction

{FT,RJT. £, GT} engendre le triple (T, €, nl.

e théorame suivant va indiguer en gquel sens la catégorie
d'Eilenberg - Moore peut 8tre considérée comme la solution

maximala dans le probléme de la génération du triple.

Theéoreme 2

Sodlent (T, e, u) un tripfe sun 22 e (F,U, &, 6)

&

une adionction engendrant ce tfaiple.
12 existe un unique {foncteun V¥ :&.——_pg tel que

T

La coendition W V indigue gue

<
=
H

{1) si a est up morphisme de &, ¥(a) = VUV a.

(2} si A est un objet de & , ¥[(A) est de la forme (M A, £) 3

mais comme

T

£ 7 Sya)

?[GA} =0 3




-1 -

vu la trolsidme condition sur ¥, on doit nécessairement poser
Y(AY = (VAU GA);
Donncns desux exemples de catégories d’Eilenberg - Moore.

{1} Reprsnant 1'sxemple du triple (T, €, 6} + Eng~—Ens
décrit & partir de T(X) = X & {*}, une algébre est un
couple (X, £} olt £ = X b {#}——pX 25t telle que sa
restricticn & X est 1'identité ; £ est donec entiérement
définie par la donnée de £ (%) d’ol une algdbre sur ce
triple est un couple (X, x) cl X est un ensemble et x
un élément de X. Il est alsé alors de remarguer que.
la catégorie d'Eilenberg - Moore correspondante est

celle des ensembles pointés.

(2] Soit A un anneau commutatif avec élément unité ; notons
Mod (A) la catégorie des A-modules 2t Ab celle des groupes
abéliens. Le fomcteur d’oubli de Mod (A]) vers Ab admet
comme adjoint & gauche le foncteur A & ~. Cherchons 2
craractériser les algébres sur le tripfé correspondant.
Une algéhre est un couple (X, E) ol X est un groupe abélien

et £ : A @ X=—X un homomorphisme de groupes abéliens ;
z

si 1’on considére £(a & x) comme la multiplication de a

et x, les deux axliomes des algé&bres expriment que X muni
de cette multiplication est un A-module. O0On déduit aizé-
mant de ces gonsidérations que la catégqrie d*Eilenbereg -

Moore correspondante n'est autre que Mod (A).

Le théoréme 3 précgise le rapport existant entre les catégories

de Kleisli g% d’Eilenberg - Mogre d'un triple.




Théoréme 3

Sedt (T, e, u) un traiple sur x . _

La catéigorie de Kﬁeiéﬁi'xeT de ce tniple est Equivalente
a La sous-catligonie pledine de fLa catégondie d'Ellenbeng -
Moore, ayanit pour obfets Les objets Libres,

Les theorémes 2 et 3 fournissent deux fectorisations

¢, ¥ E.T;::Fzg.XT.

En fait ¢ = ¥ car
T P .
eLX) F' (X} (TX, ux) = (U.IX,U GT(X)]
b (x) Flix) = py o T(x).= U _(x)
Y o LY @ : T

noterons J== % = ¥ : 3 T—r-«-——-.b-.BE.T.

(1) 3 est fidale.

Soient x, x' : X———mY deux morphismes de X¥ T tels. gue

d{x) = ¢[(x") ;

Hy o Tix) = Hy a T(x']
gt a forttari

My o Ti{x) 4 & Hy o TIlx') o €

X X




La naturalité de ¢ et .le premier axiome des triples

quent alors que

CI0K) = J(Y Yeemmp X

St (TX, 1 = (TY, p,l, les isomorphismes entre X et Y

1]
bt
dans Jg_r sgnt décrits par

€x
Ko TX = TY

£
SO SRS SO

t4} On appelle objet libre de ﬂaT-un objet sppartenant a l'image

de FT. Tl s'ensuit que le théoréme est démontreé.

Terminons ce paragraphe en décrivant guelgues propriétés impér—

tantes du fonoteur U T,

car 11 admet un.adjoint a gauche FT.
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s R i TR Om —_————
p= e Rl -

Explicitons catte propriété P3.

-

Un foncteur U : & ——» € est dit créer les limites 3 gauche
si pour tout foncteur D : Y- Qtel que YD admette une limite
4 gauche {L, (pi}iE|EfJ’ il existe un gt un saul coupls

(M, [qi}ié[gl} qui soit tel que UM = L et Uaqg; = p; pour tout
objet i de T si &n outre ce couple st 1imite & gauche de D.
Montrons gque P T vérifie cette propriéaie.

So0it D : 3-——a~§? un foncteur tel gue UT o O admette_une limite
& gauche (L, [piji€|?|}‘ Notons (Xi, 51]53 D{1) pour tout |
objet i de I. La famille [Ei e Tpi]iE|3| de morphismes de ¥

se factorise de manigdre unigue & travers la limite L en un

TL 1 2 e b
Tpg\\\n
TXi
N
Ky

morphisme £ qui est tel que (L, &) soit une algdbre. Le couple

({., £, [pi)i€|3|] gst la limite cherchée du foncteur D.

Pa_; B T crée_lss limites_a_droite préservées_par_7

———————————————————————————————————————————— -

Soit D :‘3"-——““—-3*3E.T un foncteur tel que u?t o D acdmette une
iimite a draoite (L, [si}iflw|] préservée par T. Notons tou-
jours {Xi, Eilss 0(i). La famille [si o Ei]iGI de morphismes

~

de X se factorise ds maniére unigug & travers la limite & droite

(TL. {Tsi)iﬁl3]] #2n un morphisme £
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£
TL e |
&
75, 5,
i
3
te
TX,
i
it qul est tel ques (L, £€) soit une algdbre. Le couple
L, €1, f[-si']i_f-{rx.li est la limite cherchée du foncteur DO,
nit
yle




CHAPITRE 2 :

§ 1 : Le critére de Beck.

CeQOOIGVI0000a0D0Q0

Definition 2

S4 (T, e, u) est un Ltraiple sun X%, une catigonie & est
dite algibrique Aurn ce trhiple 54 elle est Zquivalente
a La caiégonie*x-rcVEiﬂenbeng -~ Mooxre de ce ftrniple.

Les propriétés P1 a P4 du foncteur U T. jointes & 1la con-
naissance de la catégorie %X , permeitent donc de déduire
aussitdt des propriétés de toute catégorie algébrique & ,

notamment en ve gui concerne l'existence de limites.

Le but du présent paragraphe est d'établir un critére, di a

Beck, permettant de décider si uns catégorie G est algébrigue

par rapport & un triple denné.

DéFinitiUn 3

Soii (F, U, e, 8) une sLituation d'adfonction.

&
F [ v
%
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Le diagramme ci-deddous

FL Fo A Z _ —g;FlJ A — A

24t appelé pnééenzaiiah cananique de £'objet A de & .
On a bilen entendu

aﬂ a F U €, ® 6& o G

FUA
vu fa naturafité de 8.

En reprenant l'exemple d&ja cité de la catégorie des groupss,
ocn remarque que c'est précisément au moyen de ge diagramme que

1'on montre gue tout grouvpe A est quotient d'un groupe libre.

Propogition 1

Soit La sdtuation suivante :

@ ~ - &
[ gu;
w F
F 4]
N e
x .
cd (F', ', €', 8') et (F,y, e, 8) sont deux adjoncticns
et ¥ un foncteur, '

1L existe une bijection du type

Nat (', U o ¥) = Nat (F, ¥ o F?)




Sin: U'le— U, ¥ st une transformation naturelle, on lui
fait correspondre

{8YF') o, (FnF') o (Fe")

et sin’ : F=eesm> V¥ , F' on est une autre, on lui associe

(UY¥6') o (UNn'Y"') o (e ')

Prppositiun 2

Soit La Adltuation sulvante

Fr—d v
F ____4 Q

o% (E’, ', ', §') et (F, U, ¢, 6) sont deux adjonctions
el ¥ un foncteun tel que

Y ok &' = § Wy

D2s Lors Le foncteur ¥ transforme La présentation canoni-

que d'un obfed A de @ ' en La prisentation canonique de
L'objet YA de @ .
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i,a démonstration est un simple calcul de routineg.
On remarquera en autre que
(1) U F' = Yy F* = UF

(2)J PS8 F = UPSs ¥ F" = UY¥ & F = 4y & F°

d'ol les desux adjonctions engendrent le mBme triple sur %

dés gque & = €',

Définition 4

Seit 0+ J——s @ un foncteun,

Ce foncteun est dit admettre une Limite & droite
absolue A'LL admel une Limite a droife qud soit
priservie pan tfout fonctfeurn de source @ .

Prcpoéition 3

Seit Le diagramme suivant dans une catigoride ¥ :
do o
A, TR A ———— A,
2 q 1
| 1

Les conditions sudlvanites sont gudvalenics

(1) ¢ est Le cobgalisateur de d, ef d,

(2) 48 existe deux monphismes




=20~

vinifiant Led quatre Egaliiis sudvanites

g o dg = 8 5 d

g ¢ 5 = 1

o
-]
ot
n
-

On trouvera la démenstratiaon de ce résultat dans [47]. Dans
la suite de ce texte, nous utilisereons uniquement 1'implica-

tion (2)=——» (1} dont la démonstraticn est aisée

b]SiXQdSXod

n 1" la factorisation cherchée est x o S

c) estte factorisation est unigue car si x' en st une autre !
x' = x' o B o 58 = X s 5.

Le caractére équationnel de cette situation de coégalisateur

implique gqu’elle est préssrvée par tout foncteur.

Citons deux sxemples de coégalisateurs absolus déjd rencontrés

dans ce texte :

(1) Soit (F,\W, e, 8) une situation d'adjonction :
F

@,%’ - - %: F-—q U.

L




L?’image par U de la présentation canonigue d'un objet A

de & est un diagramme de rcoégalisateur absolu :

Vieya _ 8y
UFU FU A ZuFu A = ) A
F U6 P
v U g\\\wﬂ/
“UFUA LA

(2) Soit {T: €+ v} un triple sur X.

Tout algsbre (X, £} sur ce triple admst vne présentation
canonigue et le dlagramme correspondant est un diagramme

de coégalisateur absolu :

{TTX, ) {:'ETX, uxl“"“——”'—'—-"*"f)(. £l

Hrx

<;
(

Proposition 4

Bodent (F, U, g, 8) et (F*, 0", g, 8') cdeux Adlfuations

d'adfonction engendiant Le méme trniple (T, e, u) sut X .,
gs

SL U crBe Les codgalisateuns des couples de {L2ches de &

e

dent fes profectiona pan t3 admetient un coigaliisatenn

absolu, alorns 4L exdate un undique foncifeus i

L IG" &, Lol gque ?




ra

VU oo ¥ = U

Faw
L]
m

¥ , F'

i
o
*
]

LW w8

Pour tout objet X de ¥ nous sommes forecés de définir :

¥(F’X) = FX.

Soit alors un objet guecangue A de @' ; il edmet une présen-

tation canonique

Fra " Fr U A BF Y A A,

%i 1le foncteur ¥ existe, il transforme cette présentation cano-
nigue en la préssntation canonique de 1'objet ¥Y(A), en vertu
de la praposition 2. Mals alors la projection par Y de 1lsa
présentation canonigue de YA colncide avec la projection par

Y ' de ls présentation canonique de A, et nous savons que
celle-ci admet un coégalisateur absolu Ipreﬁier exemple) qui

se reléve donc le long de & en 1'cbjst Y(A), d'all, 1'unicité
da ¥{A). .

Ce raisonnement nous oblige & poser la défihition suivante :
si A est un objet de @ ', considérons las deux moprphilsmes
Fru' s et b, , 4 de @ qui se projettent selon U en les
deux morphismes W' F' U ! G;\ et '’ G'F, U A de ¥ . puls-

qua les deux adjonctions engendrent le méme triple ; nous
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savons gue ges deuX morphismes de ¥ admettent {3* 8! comme

A
coégallsateur absolu et done, vu 1l'hypathése sur M , ce

coégalisateur absolu se reléve de maniére ynigue selon y

"en un objet Y(A), ceégaliscteur de F {J}°* &' et §

A Fard A

F U 3 F ] U ] A

Fu' s
ﬁh\L*m ‘(’B‘-
u ~ F U AP yia
Fu FuU'® A ,,_,/—”’""?

§
Fu' A

SiL maintenant x ¢ X—— X' €5t un morphisme de ¥ , nous sommes

forcés de définir

Y{F*x} = Fx,

Soit alors a : A~————mA’ un morphisme de & °'.

H ¥ ] Fq' 6A ] ’?‘ﬁ i
Fu® Fru’ A E U A LA

¢

Fu' A
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Si le foncteur ¥ existe,. T T w[ég} pulisgue ces deux mnrphi5ma

se projettent par U sur le morphisme ¢ Gé. Comme
Spr o FT U @ = 2. 8y,

¥(a) doit rendre comme commutatif le carré de droite dane le
diagramme précédent, d'ol 1°'unicité de ¥(a) puiszque Y, 85t
un épimorphisme. Par ailleurs [YA' o F L2' 2) Spalisant

Fig " & et &

A v oAC la factorisation ¥Y{a) cherchée existe pij,

F

Théoréme 4 (crit2re de Beck).

Sodt (F,U, e, 8) une adfonction,

Q@
F U , F _*_% v

>

La condition nicessaine et suffibante pour que & soit
Loomonphe 4 La catlgondie d'Eilenberg - Moone du £nriple
engendré pan cetfe adjonction est que Le fonctfeurn W
enle fes colgalisateuns des couples de (LZches de @
dont fLes profectlons par U admeitent un colgalisateun
absolu dans ¥ .

La condition est nécessaire en vertu de la propristé P4 de la

caetegorie 3£T d'Eilenberg ~ Moore du triple correspondant.

La condition est suffisante en vertu de la proposition 4 qui

fournit deux foncteurs

Yoo @L-h—ﬁPJET

?2 i 35 T"_""*‘QJ
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ces deux foncteurs é&tant des isomorphismes réciprogues en vertu

toujours de cette méme praposition 4.

§ 2 : Exemples de catégories algébrigues,

OOR0QROCORO0USC0TOO0AQOIRDaRaRONDG

(1) : Les catégories mslgébriguss au sens de Lawvere

Soient G une théorie alpgébrique au sens de Lawvere et & la caté-
gorie algébrique associée. Nous noterons (F, U, ¢, §1 1’adjonc-

tion entre le foncteur d'oubli & et le foneteur "structure libre”

@
F U F__,Eu
Ens
Pour prouvsr que & est la catégorie d'Eilenberg - Moore gssociée

& l’adjonction, utilisons le critére de Beck.

Soient ¢, ®» + AR B deux marphismes de @ tels que ui¢] et U{pl

admettent un coégalisateur absolu dans Ens, noté (R, gq).

Notone %, tl, ..., t", ... les ohjets de § et s0it w : t eww t

une operation ; il faut déFfinir

Qle) : Q= Q(t") 2 Q=01t})

6 (t™) . " _
ACt™) e = g"

yet™y 'ﬁftn)ﬁg//ﬁﬁ

R TS
Alw) Blw) D{w)
¥ : Ple) 1
1
1 ¥

Artl) 9l ) e Bt)) o O

pitl) d

n{tl) 'Jr P

=
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Mais 0 est le conoyau de ${t") et w[tHE car le foncteur
"puissance n" commute avec le concyau absulu g. D&s lors,
g o Blwl) égalisant ¢(tn3 et ¢(tn], nous obtencns 1'unigue

factorisation Qiw} cherchése.

Nous avons donc déja obtenu un fonctsur § objet de & et une
transformation naturelle g== (ql)i€N égalisant ¢ et ¢. Si
maintenant 7 est un autre morphisme de & égalisant ¢ et ¢,

il existe dans Ens une unique application p telle que

i

P o g = a(tl) et donc pi o 4 = nfe™) pour tout entier i.

Le fait gque p= [Di]iﬁﬂ ainsi cbtenue soit une transformetion

naturellie résulte du fait que chague qi est un &pimorphisme,

en tant que conayau.

Finalement, & est bien iscmprphe a la cetégorie d'Eilenberg -

Mogre asscciés & l'adjonction.

{21 Généralisation de l'exemple précédent

Soient#f une catégorie avec produlits finis etrE une théarie
Notons Alg (,¥ ) 1a sous-
catégorie pleine de Nat {?'fﬁ] ayant pour objets les fonc-

algébrique au sens de Lawvere,

teurse commutant aux produits., I1 existe un fonctaur d'oubli

avident

o

Alg (%, 6) ———pn f

qul est l'évaeluation au point £},

5i ce fonctgur admet un

adjoint & gauche, la catégorie Alg ErZ{f ) est algéhrique sur

leg triple corrsspondant.
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{3} : La catégorie des espaces

campacts

Seient.ﬁf la catégorie des espaces compactyg seéparés et Ens

cglle de$ ensembles. Nptons {) le foncteur d'oubli de K

vers Ens et F le foncteur asscclant & 1'ensemble X le

compactifié de Stone - Chdch de X considéré comme Espace

topologique discret. On sait que F est adjoint 3 gauche

de U' : verifions, au moyen du critére de Beck, que A

g5t algébrigque sur lg triple correspondant.

J

F U F “‘;4‘J

Ens

Rappelons tout d'aberd qu'une topologie sur un ensemble X

est entidrement déterminé par la donnée de son application

de fermeture

Pix) —= Ly

B orpraraaage A

Soient alors F1 et +2 deux applications continues entre les

compacts K1 et Kz; telles gue U'?1 etIU'fz admettent un coé-

galisateur abhsolu ) dans Ens.

Considérons alors

la situation




2B

suivante, ol Tl et T2 représentent les opérations de Fsrmetupg
5T K1 et K2. -
_ e . 57 g}
S, ) o q
Pruk,) L Pruk,) = o)
- G‘fuf?J :
T1 - '['2 T
¥ L) ¥ \
' =D — = (e
Tuk, ) T3 Pruk,) = $n)
Voqgws,) 2 4>l

-c;é[q] est le conovau absclu de G)[l)¥1] et Gh-[u f2] car
g est le conoyauy abso;u de {} F1 et lJz ;1 en outre, les

deux carres de gauche commutent, c'est-a-dire

S Flet =T @tU?i]

car fi étant continue entre deux compacts, est fermée

Oes lors, ﬁj[q] o T, &égalisant gu[Lqu} et @){LPFZJ. il
5 .

existe une unique aﬁplication T telle que

T . ) = B o T,

Soit P une partie de 0 telle que t(P) = P ; alors

(r o @rayria Ve

o
n

T(P)] =

D —

(‘® g (q (P))

(a1 ot )(q '(PY) =

et donc qn1[P}'E'q~1 q_1[P].

-1
{P}, c'est-a-dire que g (F)




‘fermés disjoints de K

~20=-

I1 suit aisément de cette remarque gue t est une opération ds

fermeture sur § et gue g est continue et farmée pour les deux

topologies associées &8 T et T.
. o 2 .

En remarquéﬁt gue l'espace topologinue (§, T) ainsi construit

est de maniére évidente 1leo coégalisateur de F1 et Fz dans 1a

catégorle des espaces topologiques, il ne nous reste plus qu'a

verifier que (0. t) est en fait un cempact. Mais (@, 1) est
1’image continue par la surjection 1 du compact Kz, dong

(@, t) est quasi-pompact. 11 faut encore prouver que (Q, )
éét séparé. Soient x1 et X deux points distinctsg de B X4
est image d'un point de K2 par la surjecticn fermée g, donc

{x,} est un fermé de Q. D&s lors q"1[x11 et q 1(x.) sont deux

2
2]

01'Bt 02 disioints.

Ko 0
el |
N s, TR ey o
1 a] fx1] Xy
e _1(x ) X
2 q 2 y

Les ouverts 01 et 02 €tant disjoints, leurs complémentaires

sont.¥ermé5 et recouvrent K ; des lors, les deux fermés q (% 0

z2 '
et g (f 82) recouvrent [ et isurs complémentaires sont deux

guverts disjeints séparant X4 et Ko

(0, 1) est donc bien un compect et par le critdre de Beck.

3 6t& montrée &tre algébriqua.

done ils sont contenus dans deux ouverts

4
[

~
i
<
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