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LES DISTRIBUTEURS

R

1. Les Bicatégories.

7.1, Dé&findition.

Une bicatégorie A est déterminée par iles données suivantes

(il Une ciasse Ob(R) dont les éléments A, B8, €, ... sant

appelés les objets de .

{ii) Pour tout couple f{A, B) d'objets, une catégorie A(A, B ;
un objet £ de M(A, B) ast appel® une fléche et noté
. . Lo=ElE
A~———B ; un morphisme o de la fléche f vers la fliche

f' est appelé une Z-cellule et on éerira -

(3ii) Pour tout triplet (A, 8, C), un bifoncteur "de composition”

C{A, B, C) : AIB, C) x AlA, BR)—> AlA, C)
cette cemposition sera notée brid@vemant @, la notation habi-
tuslle étent réservée pour la composition au sein de chacune

des catégories citéps en (ii).



Pour la situation ci-dessogus

*F g
P T E T
A F2 m B o ! -
\_ﬂl‘iﬁ.;—-’- \{lﬁ_’__’/y

£ g"

on aura dong

.

8" ®a')l o (3 @a) = (8" o 8) @& la' o ).

(iv) Pour chague objet A, une fli&che notée 1A’ nrise dans

ALA, A) et appelée "fliéche identique sur A", L’identité

sur 1 sera noté i
A notée A

(y) Pour chaque guadruplet (A, B, C, D), un isomorphisme natu-

rel d'associativité, noté aflA, B, C, D) de

ClA, B, D) o [€(B, C, D} x Id] vers

ClA, C, D) o, [Id x Cc(A, B, CIT.

Pour f + A—=»B, g : B——=C et h : C——1D, on écrira
alA, B, C, B)J(Ff, g, h) plus briédvement al(f, g, h} ou

méme a [(si aucune confusion n'est & craindre}.

(vi) Pour chague couple [A, B), deux iscomorphismes naturels

r(A, B) de C(A, A, B) o [(Id x 1A} vers le foncteur canocnigque



"

AlA, BY = 1 = MA(A, B],

ct 1(#, B) de ClA, B, P} o (1, x Id}

!’3

vers Je fonciteur cananigue

1 x BP(A, Bl——— (A, B).

ta F-eelilule rlA, BY(FY @ F ﬁiﬂA———:;—hF se note aussi
rif) eur, et 1(A, BI(Ff) : 15 & F
1{f) ou 1. ' ' ‘

f s'écrit aussi

On suppose cue les Ilsomorphismes naturels cités en (v) et (vi)
sant "congrents” - ce qui'signi?ie an gros gue tout diagramms
080 ne figurani gue des 2-cellules de ce genre est commutatif.
Cette exigence sg ramdne & la commutativité des diagrammes de

Geux tvpes {(cf. par exemple J. Benabou [1], p. 8).

1.2, Exemplies.

s et

-
s

. Une Ze-cat

[

gorie est une bicatégorie particulidre, ci lss
isos indigués en (v) et (vi) sent des identités., En parti-
sulier, Tat ~ la 2Z-catérorie des petites catégories - pst une

fn A
PN I, )

i)

I R
LREUT L.

5. Ure catdgorie multiplicative (€, ® I, a, 1, r) peut Btre
considérée cemme une bicatégorie & un seul ohjet *. On poss

R, %) = §, Cl#, %, *) = @, I, etc.

I

Txe

Récioroguement, & tout ohjet dJune bicatégorie est associé

canonicuement une catégorie multiplicative. En particylier,
. ' &

4 chaques cbjet @ de Cat est associé la c.m. & des endo-

Foncteurs de Q..



c. La situation ol une c.m. B opére & droite sur une catégorie

€ neut B8tre décrite par la donnée d'une bicatégprie & 2

aobjets -~ 0 et 1. disons - telle que
meo, 0y =8 , ACo, 1) =& , AC1, 1) =4, A1, B) = O

(la catégorie vide) ; C(O, 0O, 0) est la multiplication et
cl(o, 90, 17 1'action de € sur &,

Réciproguement, si A et 8 sont deux opjets d'une bicatégorie,
la c.m. associée & A op@re canoniguement 3 droite sur la ca-

tégorie A[A, B].

d. Un exemple important, parce gu'il servira de guide pour la
suite, est celui des bimodules., La bicatégorie Bim a pour
objets les anneaux unitaires, pour Fiéches les bimodules et
pour Z2-cellules les homamorphismes de bimodules. .2 compo-
sition est le produit tensoriel : si M est un (A, Bl-bimodule

et N un (B, C)-bimodule, alors M @ N est cancniquement muni
B ,

d'une structure de (A, C)-bimodule, La fl&che identigue sur

A est A lui-mé@me considéré comme (A, A}l-bimodule.

e. 5i ¥ est une catégorie & produits fibrés choisis, an peut
définir la bicategorie Span(jil dont les cbjets sont ceux
de ¥ , les fléches de A vers B les couples (o, B) de flaches
de méme source et de buts respectifs A et B, et les 2-cegl-
lules de (o, B) vers (o', B') les fléches v telles que
o'y = o e%t 8'y = 8-
La composition se

fait par produit

' »
fibré. La flache - - y \
identique sur A _ - g

gst le couple

(10, 140 . .



1.3. Morphismes de bicatégories.

Spient A et A' 2 bicatégories. Un morphisme (F, ¢} de A vers A’

consiste en la donnée

(i} d'une application F : Ob(A)——0Ob({A') ;.

(ii)} d'une famille de foncteurs Fa, B ° A(A, B)——/A'(FA, FB} ;
Eiii} d'une.z—ceilule dans IA'[_FA, FA) pour tout A € Dh(R), soit

(1

bp 3 Tgp—F aAld s

FA AA
(iv} d'une transformation naturelle pour teout triple (A, 8, C)
d'objets de A, soit -

C'{FA, FB, FC) o (F clAa, B, C)

%a, B8, ¢ B, C A, B A, C °

la composante gorrespondant au couple {g, f) sera notée

olg, ¥ ou méme ¢ - au ;1eu de ¢A, B, C[g, .
On suppose que ces donnéegs sont cohérentes au sens suivant

- (M1) pour tous f, g, h compaosables, le diagramme ci-dessous est

commutatif

(Fh @ Fgl @ Ff—2 tEfs Fes FR) gy T' (Fg @ Ff)
olh, g) & Id Id @ ¢{g, f)
| l
Fih @ g) @' FF Fh @' Flg @ f)
$th @ g, F) ' $(h, g & f)

F((h @ g) @ F)



{M2) pour %tout f pris dans A(A, B) on a la commutativiteé des

diagrammes

F (1)
Fl1, & ) A B - FF
A
$05, F) 1
by ®' Id
g [ - 1 ] r
Fl15) @' Ff= Tep ©' Ff
F (r)
F(f © 1,) A. B > Ff
¢ (F, 1A] r'
Id e’ ¢,
Ff @' Fl1,)« FE @' 12,

1,4. Exemples de morphismes.

a.

Les Z-~foncteurs entre 2-catépories sont des morphismes pour

lesquels les transformations naturelles indiquées en (iii)

gt {iv] sont des identités,

Les morphismes de catégories multiplicatives correspondsent
exactement aux morphismes entre les bicatégories gqui leur sont
canoniguement assocliées.

si 9 désigne la bicatégorie & un objet % telle que Tk, %)
soit la catégorie finmale ¥, on appelle monade dans la bica-
catégorie A tout morphisme de A vers A. La donnée d'une
menade dans A revient 3 la donnée d'un monoide dans la ca-

tégorie multipiicative M{F(*), F(*)],



d. Si E est une bicatégorie localement ponctuelle, c'est-a~dire
telle que pour tous A, B dans Ob{E), E{A, B) est 1lsa catégorie
finale 1, on appelle polyade dans 1la bicatégorie M tout mor-

"phisme de E vers A. Si A est 1a bicatdgorie & un objet associée
& une c.m. ¢, la donnée d'une polyade dans A revient & 1la
donnée d'une catégorie relative a 14 {ayant pour ensemblie d’ob-

jets Ob(E}}.

Pour les détails concernant ces axzmples, on pourra se reporter

a8 J. BENARBDU [11, pp. 37 & 52.

1.5, Fléches adijointes.

a. Soient f : A——B gt U : B———=A deux fliches de la bicatd~

gorie A,

On dit que f est adjointe & gauche de u (et on écrit f— u)
8'il existe des 2-ecellules n 1A===¢»u ® f at

e : T ® u=#=¢18

telles que les diagrammes suivants (o0 les indices ont &té omis)

commutent

v
U—— 1, @ u N®Y L ue ) ® u

I

Ut U @ 15 = ue {f @ ul
Fe o F @ 1 fen .. ® (U ® f)

PR

f~—'“-—15@f~:€®‘° (f @ u) @ ¢




b,

Pour une fléche donnéde, 11 n'existe pas toujours d'adjointe -
il suffit de penser & CTat. Mais la théorie des caﬁégories

de fractions peut suggérer le prebléme EA"Peut*Dn blonger

la bicatégorie Gat dans une bicatégorie ol {1'image del) tout

foncteur se verreit attribuer une fléche adjointe 7 Y a;t~il
de tels plongements pour d'autres bicastégories gue Cat ?" La
théorie des distributeurs fournit une réponse & ce probléme.

Nous verrons d'abord comment il a été résoclu pour CTat et nous
indiquerons guelques propriétés importantes de la hicatégorie

Dist mise en évidence dans cette voie.

1.6, Bicatégories fermées et exactes.

a.

On dit gqu'une bicetégorie B est fermée & dreoite si pour tout

diagramme

-

il existe vne Fl&che unigue, nctée HomA(¥, g}, de 8 vers C

telle gue pour tout kK : B~——=C on ait la biljection (naturellie)

Homg e pylk, HDmA[f, g)1 ¥ Homg (s C]fk ® f, g).

Autrement dit, on veut gue pour tout f, le foncteur {(-) @ f

ait un adjoint & droite.

On dit que B est fermée & gauche si pour tout disgramme
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2O

1l existe une fléche unigue, notée HomB[F, h] de C vers A,
telle gque pour tout 1 : C-—> A on ait la bijection {(natu-
relle)

- ]
HomE[C’ A}[l’ Hom (f,h)] Hommtc, B][F ® 1, hl.

Autrement dit, on veut que le foncteur £ & (-) ait toujours

un adjoint & droite.

On dit gue B est Férmég si elle est & la fois fermée & droite

et & gauche.

On dit gu'une bicatégorie B est exacte si elle est fermée et

si pour tous objets A, B € 0b(®), la catégorie B(A, B) admet

des limites projectives et inductives finies.

¥

Exemples.

Toute catégorie multiplicative ¥ symétriqus et fermée fournit
un exemple de bicatégorie fermée (& un seul objet). Celle-ci

est exacte si € admet des limites finies.

Réciproquement, & tout objet d'une bicatégorie sxacte - nous
gn verrons plusieurs exemples importants dans la suite - est
associée une eatégorie multiplicative fermée, généralement

non symétriqus.

La bicatégorie Bim est fermée. Si M est un (A, B) - bimodule
et N un (A, C) - bimodule, l'’ensemble des applications A-1i-
néaires de M dans N se munit d'une structure de (B, €) - bi-

module. Si P est un (C, B) - bimodule, l'snsemble des appli-
cations B~linéaires de P dans M se munit d’une structure de

{(C, Al - bimodule.
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En outre Bim est localement compléte, donc en particulier

axacte.

Ceci s'obtiendra plus loin comme cas particulier d'un résul-

tat plus général (cf. 4.3.).

2, LLa bicatégorig Mist.

2,1, Définition de Dist.

- Les ohjets de BDist sont les petites catégories Q. ,gﬁ,ﬁ s e e s

- Une fléche de @ vers &%, appelée un distributeur, est un

. . *
bifoncteur & : T x & —» Ens.

Censidérons des fléches a« : A—>s» A', o'’ 1 A'——» A" dans

a
&, , st des fléches 3 : B8'——= 8, f' ¢ B"———B' dans & .
La fenctorialité de= ¢ en la seconde variable s'dcrit

[¢(8, a') o ¢(8, a)lle) = &(3, a'elld) et (B, 1,)08) = ¢

pour %tout ¢ € &{B, A). Flus bBridvement on pourrait écrire

(en se rappelant les opérations a effectuer) o'lad) = (a'ald
et 1A¢ = ¢, De méme la fonctoriellté par repporit & la premie-
re variable s'écrit en abrégd (¢RIB' = (BRI} at ¢QB = b,

La reiation alé¢B) = (as$)f achive elors d’expnrimer gque ¢ est

un bifoncteur.
- Soient & a-w—~965 et ¥ : Sd-—-8 deux distributeurs.

Pour définir le compesi on s'inspire du fait suivant @ 4 ¢

corrsspond ¢ : Q& -—a £ et A4 ¥ correspond ¥ @ o
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ce dernier foncteur s'dtend, par le théorame de Kan, en un
o - ~ ) .
foncteur ¥ de {, dans §. 0On peut alors prendre le bifoncteur
- . Ly -
de € x @ vers (ns correspondant & ¥ o ¢ et l'appeler le

caompos® de ¥ et &.

En faisant le calcul axplicitement (& l'aide de la catégorie
de représentation de ¢(-, A} et en évaluent pour chague C la
limite inductive dss ¥{-, Bi) - pour #; ohjet de R¢(_, Ay -

‘en trouve que

v (e, Ay - L 8B, ) x ¥(C, D
€05 R
ol R disigne relation d'énuivalence engendrée par la re-

1=
lation (¢f, ¢ ~ (&, o) (¢ et o désignant respectivement
un Blémaent

de 8 vers '],

quelecongue de $[8', A) =t de ¥(T, 3), 8 une fléche

Si on note ¢' ® ¢' la classs d'un coupile (o', ¢'), l'éguiva-

lence donnege 68 @ 3 = ¢ & 2.

La définition de ¥ @ ¢ se complete par les clauses :
aldg © ) = (ad) B b
et (¢ @ vlv = ¢ @ (bv].

On vérifie trivialemeni gue cette définition n'est pas
P

ambigug.

Une Z2-cellule A entre les distributeurs ¢ =t &' est une

transfermation naturelle antre ces bifoncteurs.

La composition défimie pour les distrihbuteurs se nrolonge
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aisément aux 2-cellules (on obtient facilement une fléche
entre sommes ; le caractére naturel en B des 2-cellules
permet d'assurer 1'indépendance vis-a~-vis du choix du re-
présentant ; les autres naturalités se transportent au com-

posé pour en faire une 2Z-celluls).

Pour chagque objet &, on choisit le distributeur particulier

Hom . (-, -7,

12

On peut alors vérifier que ces 8léments s'organisent bien en une

bicatégorie,

a.

2.2. Morphisme canonigue de Cat vers Dist.

Un envoie les ohbhjets sur eux-m@mes.

Au foncteur f : @ ——— @ on associe le distributeur

: Q== Bhrdéfini par (-, =) = Hom_ (-, f(~)),

@

A la transformation o : f=—==>f' on associe la 2-cellule

®u : Humﬁbf—, F(—]}====$H0m63[-, Fri-11}

telle que @a[B, Al = HDmgBiB, aA).

On vérifie facilemsent, en utilisant le lemme de Yoneda, que
l'association Fuw—a-éf, o —~——a-®a détermine un fancteur de
Cat(@&., 83] dans Dist(&, 83 qui est un plongement f{donc

Pleinement fidéle et injectif sur les objets}.

Remarque : On aurait pu envoyer f sur st - HDmQB(f[_]’ ~) et

______ ¢ !

¢ 3 fT=——==f' sur ¢ P ———— @F telle gue

o%(B, A) = Homgy (ap, B)
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et obtenir de la sorte un plongement de
Cat(@ , )™ dans Dist (&, ).

b. On veut montrer gue le plongement défini localement ci~dessus
donne lieu & un morphisme de Tat vers [Dist (en tant que bica-

tégories),

4
L=
»

FPar définition on a Hom_. (-, =)

K

On vérifie en outre cque © o]
_q Y @ F o oot

En fait ce dernier point s'’obtient aisément & partir de 1'énon-
c€& suivant.
. . §
Lemme 1 : Dans La sifuation Q=—=== D e~ — 8.

on a de facon naturelle
(o ®agllc, Al o slC, fAl

Par définition de la composition on a

Hom(B, FfA) x o(C, B)
R .

(2 ® ¢F)[C’ A) = l l
BEOL (TY
Si & ¢, € ¢(C, fA) on fait correspondre Tep ® ¢o et i &8 B @
on fait correspondre B¢, il est facile de voir gque la deuxigme
application est bien définie et qﬁ'elle détermine avec la pre-

miére une bhijection.,

On montrerait de la méme facon 1l'énoncé analogue :

1
] 8
Lemme 2 : Dans La situation B-- - »PPE<T— 6
— ‘£
i) ¢t

on & de fagon naturelle

(28 ® o) (A, B ~ ol4A, B).
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c. Si on suppose & = 4, on voit immédiatement que le plonge-
ment de Cat(%, G3) a @ dans
. 2 -
Dist (3, B)) o Hat(S x 1, fns) oA

revient au plongement de Yoneda habituel.

2.3, Propriétés de MDist.

2.3.1. Proposiifion,

Pour tout foncteur 4 : @& —8, Le distnibuteun
. S, , 4
A & ——-—2 a un adjoint & droife. Clest o6,

I1 faut définir

N 19, -~ o7 @ ®., donc pour tous A, A' € | & |
Mo Hom (A, A') 4o @y $ € Hom(B, A }l ;

a $ € Hom{fA, B) {
on posE pour o : A—AT, nAA.[aJ = 1¥A’ @ fia),

Bn définit ensuite

R | '.
€ t. @0 * in » donc pour tous B, B € |5

Cagr P |0 O ¥ $ & Hom(fA, B')
——»Homﬁbe, 8')

v € Hom(B, fA)

en posant EBB.{¢ ® ¥) = 9., Cette définition ne dépend pas

du choix du représentant car
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(68).0 = (6. F(BI).Y

u

egp (48 ® V)

d. (F(RI W), pour B : A'——a A,

]

et EBB,(¢ Q@ By) $.(8Yy)

On vérifie sans peine que ces 2-cellules satisfont les relations

voulues (cf. 1.5.).

—r o — T . —

Remarguye : Si f admet un adjoeint & droite g, alors @g gst 1'ad-

joint & droite de Qf.
En effet, dans ce cas

- - - - - = -F
Qg = Homa,( , 2031 N HomGBIF[ }, =1 ¢ .

2.3.2. Proposition.

Pour tout distnibuteur ¢© : Q ---—+8, {L exdste des catié-
gonies % et € et des foncteurns § : @— %, g : E—l,
' : F————> @ et g' : F—a B Ltels que

1t

®m¢>g®@6g¢ @ ol .

= g’

a., Construction de X .

On fait la somme des catégories
& et 3 et on ajoute comme fla-
ches pour chaque couple (8, A}

l'ensemble (B, A). Les compo-

sés d'un ¢ € o(B, A) avec

a ¢! A——A' ou avec
B : B'—B sont respective-

ment les €léments ad et ¢83.

Les foncteurs ¥ et g sont les plongements évidents de @ et ® dans
X . La relation @ v ¢% ® &, résulte trivialement des lemmes

2.2, b. (1 et 23.



_18_.

b. Construction det} .

1
o

On prend pour % la catégorie comma
pour les foncteurs g et f, munie de
ses foncteurs canoniques f' : E—ﬁ'Q

et g' :'8————%(%.

De fagon explicite, un objet de ?
est un triple formé d'un objet B de
™, d’un objet A de & et d'un élément y de 3(B, A) ; une fléche.

dans % de (By, Ay, qu vers (8,, A t,) est un couple (B, al

2!
tel que av, = Y,8. Le fonciteur f' envoie (B,, A v;) sur A, et

i’
» f3) sur By et (B, al

(B, «) sur o ; le foncteur g' envoie {Bj, A 5

3

- 5Ur B

Véarifions par exemple gue pour A, B guslecongues an a

508, A) ~ l Huma'[F'(?il, Al x Homﬁ%(B, g'(Ti])

(8,, A, ?i}ﬁubin

R
g6 ¥ pst la relation d'éguivalence engendrée par ls relation
(3, al, w) ~ (¢, (B, alvl.

Ay € 2{B, A) on associe le couple [1A, 1H}.

Réciproguement, & un couple (¢, %) - cl ¢ : A'—— A et
W 1 B—=3' - tel gqu'il existe y' € ¢(B', A'), on associe le
compasé (dans X) ¢v'¢. Cette derniére applicstion ne dépend pas

du chaoix du représentant. En effet, si deans ¥ on a le diegramme

cei-dessous avec Y2B = 0y,

A*—CL___..._..
2\\K 1
b
A
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donc (da, 9) ~ (¢, BY)

~ou encore ($(B, a), ¢) ~ (¢, (B, aly)

on a aussi E¢a}y1¢ = ¢y, (8Y)
(par associativité ds 1la loi de composition dans 3¢ ).

Remargue : Le but visé en construisent Dist était d’'ajouter des
adjoints pour tous les foncteurs (les fléches de Gat). Ce but

est atteint de la fagon la plus économique possible : tout distri-
buteur peut &tre représenté par un couple formé d'un foncteur et
du distributeur adjoint d’un autre foncteur. On a méme deux re-
présentations différentes, La situation est analogue au cas ob

en théorie des fractions on peut dire qu'on a un calcul des frac-

tions & gauche et & droite.

2.3.3. Proposition.

Dist est une bicatigonie fermée,
Spient @, 35, € trois objets de Dist.

)
Pour le diagramme é&————wf—Qigb,
N

N
AN

e

le distributeur Hom, (¢, ¥) est d&fini par

&

HGmQ(tI’, y)(C, B) = Natle(B, -), wi(C, -)].

Dans 1a situation

e = 2B
4

-/
e/
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le distributeur Homqb(Q, ©) est défini par

Homﬁzfé, G)(A, C) = Natl[e(~, A), B©(~-, C}].

Supposons en effet donnée une transformation naturells
Ao o : 0(C, BY—= Nat[o(B, -), ¥(C, =)]
pmmﬂw%’§m=;ha¢w~w+%wn
[ ol EA(¢] est une abréviation pour AC, BEB] AI¢]] :
on lui associe les applications

e, a4 ¢ (8@ @)(C, A—s¥(C, A)

On vérifie gue les Hp sont bien définies (ce qui resulte de 1la

A

naturalité par rapport &8 B des AC BJ et gu'elles sont naturelles

F )

par rapport @ C et A,

Réciproquement, si 1'c¢n s'est donné une famille naturelle He op
. 2

on lui associe la famille X_.

c, B telle gue

lc’ BEBJAM] = We Al & °).

On montre ainsi pas & pas l'existence d'une bijection naturelie

entre les ensembles

HDmmist[@B,‘e ][O, Homéité, ¥i] et Homg v ca@, \@}[O @ o, ¥1.
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Cas pa&ticuﬁia&$.

a. 81 @ = ¢gs ON voit facilement que HDmﬁB[Q, 0) n @F Q0 4,
car Hom@5(®, e} (A, CI]

Qo f D
N % = Net[Homg (-, fA), 8(-, €]
g ~ [oT @ 01(a, C).
X
De mB8me, si ¢ =_¢g, och voit gue
o HomeLEQ, ¥l(Cc, B)
@‘IL""'_..____,_“"_,.SI\B _ . = Nat[Homg (gB, =), ¥{C, -)]
o5
\ @ /I v y(C, gB)
\ .
AN Y@ ¢
ug#/ g v [y @@gMC,B].

Donc Homeb[¢, ¥ v ®o,.

b. Dans la situation ci-dessous

g > H0m65(®, 1) est noté D¢ et on
@”'—"_'ﬂ? 1'appelle le dual de ¢. Si o = o,
// ‘%5 alors D@10 = ¢¥.
-
&y

] PP
Si de plus & = 1 et F : D ——eﬁﬁns est le fonecteur associé & ¢, on
trouve que D¢ correspond & un foncteur covariant de ™ dans‘gns,

noté 0OF, et défini par

DF(B) = Nat[F(-), Hom(—-, 8)].

2.3.4. Proposition,

Dist est Loecalement complite,
Ceci signifie gue pour-chaque couple (@, %) d’objets de Dist,
la catégorie Dist(& , $3) est compléte. Ceci résulte du fait

que wns est compléte bien sir.

Corollaire, Dist est une bicatégorie exacte.
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3. La bicatégorie Dist ().

Dans toute cette étude nous supposerons gue b est une catégorie

multiplicative bien compléte & droite (on suppose donc gue U paos-—

séde desc limites inductives et gue la multiplication commute &

ces limites]).

3.1. 2W-foncteurs vers 6 .

si 2 est fermée, donc si elle est slle-méme unell-catégorie, on
sait ce gu'est un 2 -foncteur. Sinon, con peut paser les défini-

tions suivantes.

a., UOn appelle 26 ~faoncteur covariant de la 26~catégorie & vers U

un couple (f, ¢J), od
f est une applicatian de 0Ob(®& ) dans 0b(%W),
et ¢ une famille de fléches $apr ¢ fFAQ QLA, A')}——>FA",

indexée par les couples d'objets de &, telle gue les diagram-

mes sulvants commutent toujours

[fA @ Q(A, A']] @ @&(A’', A" ) — e FA ® [alAa, A"} T Q(A', A")]
fA' @ Q(A’', A") )@ Q& (A, AY)
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fFA® I - ~FfA ® Ql(A, A)

TA A

Exemples.

10

20

30

Si% = Ab et si & a un seul objet A (donc si & est un anneau)
un T -foncteur de @ vers Ab est simplement un A-module & droi-
te.

Plus généralement, si & est une % -catégorie & un seul objet
(ce qui équivaut & un monoide dans % ), un % ~foncteur de Q

vers 9 est un module & droite sur ce monolide.

Pour tout objet Ao de @ on peut définir 1e 26 -foncteur
@ (As, =) par ¥ : A =@ (Ao, A) et

¢ : Q. (As, A) ® &(A, A')— Q(A., A').

AA* T M

' Siﬁb= gns, on retrouve les foncteurs de Yoneda covariants

habituels.

La notion de % -foncteur contravariant de @ vers b peut se

définir de maniére analogue.

e
Si % est symétrique on peut parler de la 2 ~catégorie Q, duale
de @ , et dans ce cas définir un tsl foncteur comme %6 -foncteur

covariant de 9,* vers 36 .

SiQ et @ sont deux % -catégories, un % -bifoncteur covariant
en @ et contravariant en %), vers 2, est défini par la donnée

d'un triple © = (¥, a, B), ou
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f est une application de Ob(3}) x Ob( &) vers 0Ob(26)

o = uﬁA, A, A’ € 0L avec apa, ¢ FIBA) @ Q(AA'JnflBA")
B ¢ 0b(&)
s = [ B, B' € Ob(SH) A . B (B!B) @ LB, A)—»F(B’A)
B!B 2 avec BBIB - -.’): 3 & » ' ) 1
\ A € Obl@)

ces données étant Helles que

(i) pour tout B & 0Ob(») 1'appiication f{B, -) et la famille diA"

forment un b -foncteur covariant de @ vers 26

(ii) pour tout A € Uh(® ) 1'application f(-, A) et la famille Bg’a

forment un 26 -foncteur contravariant de %% vers 26 ;

(iii) pour tous A, A', B, B' le diasgramme sulvant commute

A
BB, B) @ f(BA) @ @A, A') - = F{B)A) @ G (AA")
N e
VY %AA
] A y
4 BH!B
BB, Bl ® f(BA") ‘ = f(B', A')

Exemples.

1° 51 @ et T4 sont deux Ah-caetégories & un objet, identifiables &
des anneaux A et B, un bifoncteur du type indiqué est un (A, Bl-
bimodule (& gauche sur A et & droite sur B8J.

2% si 26= “8ms, on retrouve les bifoncteurs habituels.

3.2. Définition de Dist( ).

- Les objets sont les ¢ -catégories &, B%, 5 , ...

- Une fléche de & vers @), appelée un distributeur, est un

zﬁ-bifoncteur vers ¢, contravariant en ® et covariant an & .
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Une 2-cellule ) entre deux distributeurs &, v : 9;——-—~545
BA | A € ob(@), BE Ob({®)

de fléches ds W, donnée compatible avec les actions de &

consiste en la donnée d'une famille (X

et de %, c'est-3-dire telle que les diagrammes suivants soient

cammutatifs

& '
(B, A]T QlA, A") A s 5(B, A")
Apa ©@ 1 BA
‘]' fan:
y(8, A) ® @lA, A’) . y(B, A')
¢grp
@al8', B) T@[B, A3 > 5(B', A)
T @ Agy : ‘g A
l WB’B
®(B’, B) @ y(B, A) - y(B’, A)

B
(on a éerit @AA' pour o , etc., en vue d’'alléger les nota-
AR’

tions]).

Soient ¢ ! @ -——> et v : FH-—- > deux distributeurs.

On se propose de définir leur composé de maniégre & obtenir
comme cas particuliers le produilt tensoriel de bimodules ou

le composé défini plus haut de bifoncteurs vers gma (cf. 2.1.3.
On pose (y & @) (C, A) égal au conoyau de 2 fléches do et d,

de

y(C, B) @ (8, B') @ ¢(B’, A) vers

B, B'€0b(%Y)

| w(C, B) @ (B, A),
B’@J =
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do 8tant la factorisation wpananigus des fléches

v .
‘par @ e, a)

et d1 celle des fleches

1dq:[C, Bl 4 Ypot

Les flaches décrivant 1'action de @(A, A') et de $ (C, C")

sur ce conoyau s'aobtiennent & partir de l'action de & [A, A')
sur les ®(B, A) et de l'action de % (C, C') sur les ¥(C, B},
puisgue la multiplication commute aux sommes et aux conoyaux.
Il faut montrer qufon 2 bien défini de la serte un bifoncteur.
La vérification des propriétés (i1}, {(i1) et (1ii) ne pose

guere de probléme, bien gu'glle soit ipngue & écrire.

Four étendre la composition aux Z2-cellules, on cbtient faci-
lement une Tléche entrs les sommes, et les compatibilités
avac les actions assurent l'une la factorisation & travers
les conoyaux, 1'autre la competibilité de la fléche dé&finie

avec cette action-1a.

Pour chagque objet , on choisit le distributeur particulier
g J 8]

défini par F{A', A") = &{A', A™),
aAIAn = 11 : e"[A: A'] @ @[A', ID\"]—"' @{A‘ P\"};
Bawg = Bt B (A", Al ® @ (A, A’)——»s Q(A", A'].

On peut alors vérifier gue ces éléments s’organisent bien an

une bicategorie.



-.25...

3.3. Morphisme canonique de Cat(%) vers Dist (2],

@« On envoie les objets sur eux-mémes.

Si F :€b~———b%595t un ?5-F0ncteur, on lui associe le distri-

buteur ¢F défini par
®f[B, Al = BB, FA) ;

qu’_AA, = ue (1@ fapr) ¢ Sy (B, FAY @ & (A, A')

id @ fAA’

BB, fA) @BIFA, FA')

B, FA')

¢ H(B', B) & Db, FA)—> D(B*, £A).

f, p'g T M

Si a ¢ f===> g est une ¢ ~transformation naturelle, on lui

associe la 2-gcellule @u définie par

@a, BA ¢ (B, FfA) A~ (B, FA) @ I"""'T“'Q—ar "S)-};[B, FA) @ SA(FA, gA)

& (3, gAl.

Les distributeurs de @ vers®™ et les 2-cellules entre ceux-ci
forment une catégorie Dist(26) (&, 1. Si on désigne par
Eat[%&)(@t,ﬁﬁ } la tatégorie des % -foncteurs et 2 -transforma- °

tions naturelles de & vers €y, on peut vérifier que 1'associa-
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tion f— & O ——tx @a décrite ci~dessus détermine un foncteur

_F.'
de Cat(¥)le , ®) vers Dist(WI( S, B}, lequel est pleinement

fidéle et injectif sur les objets.

b. On veut montrer gue le plongement défini en a. denne lieu & un

morphisme de Cat(T6} vers Dist( 2} (en tant gue bicatégories).

Par définition on a @1 égal au distributeur identique sur & .
&
On vérifie alors que pour deux % -foncteurs composables ¥ et g

on a la relation

Ceci s'obtient comme conséquence du lemme suivant :

8
temme 1. Dans 2a situation G ——2 5 I ¢
°f

on a de facon naturelle
(o ® 841 (C, A) » o(C, §A).
La demonstration est analogue & celle esquissée pour le cas W = éﬂs.

Dn définit une fléche ¢ de | | s(c, 8) ® B(8, £A) vers
BCOB{3Y)

-9 (C, fA) : c'’est celle déterminée par 1l'action de® sur o¢.

Elle égalise d, et d1 (1’action étent associative) et se factorise

donc & travers leur conoyau ; soit ¢1 cette factorisation.

Désignons d'autre part par ¢' le composé suivant

¢(C, FA)—= &(C, fA) @ > ¢(C, fA) @ B(FA, fA)

id @ 1_.
£A

i

l fA

)] etc, 8) & @B, fA).
BEND (RS T
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"En la faisant suivre de la projection sur 1le conoyau, on

chbtient ¢
Vérifions que ¢1 et ¢5, sont inverses 1’une de 1'autre,
¢1 o ¢2 = 1@[0 £p) cor c'est ls composé

2(C, fA)—s 0(C, fA) @ T ——— > o(C, £A) @ T(FA, FA)

18 1fA

®fA, fA

pfC, TA).
by o ¢, = s © ®£[C, A) C8F ¢'¢ et 1’identité sur la somme

sont égslisées par le conoyau. En effet, ces deux fldches
peuvent s'obtenir en faisant précéder do et d1 respectivement

de l'injection déterminée par les fléches composées

¢(C, B @ DB, fA)l—Y»s(C, B) © (B, fAl @ T

id @ id & 1FA

®(C, B) @NB, FA) ® N(FA, FA).

¢. On aurait pu envoyer ls % ~foncteur £ : & —— 3 sur le dis-
tributeur @7 : B_.—_p@ déFini par oT(A, B) = B\(fA, B) sur
les objets, et ainsi de suite, A ce propog, on notera 1lsg
lemme suivant
- §
Lemme 2. Dans La situation CS‘..\“-'@"'*-’* G—ihﬁ____é_. gl
o]

on a de fagon naturelle,

(¢ @ 2] (A, B) 2[4, B).
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Remargque : Si M est un (B, C)-bimodule et si f : A—=B est un
homomorphisme d'anneaux, auguel on associe une structure de (A, Bl-
bimodule sur B, alors le (A, Cl-bimodule obtenu en faisant 1ls pro-
duit tensoriel sur B coincide avec le (A, Cl-bimoduls #¥(m) obtenu
"nar restriction de l'anneau des scalaires” au moven de ., Si on
considere un {C, Al-bimodule N, le produit tensoriel sur A de N

et du (A, Bl-bimodule cité donne le (C, Bl-bimodule obtenu par

"extension de l’annsau des scalairss”.
La méme abservation vaut "de 1l'autre cdté” {(situation du lemme 21}.

3.4. Proprigéités de Dist(2h).

3.4,1. Proposdition.

Poun tout U -foneteur § : & ——e B Lo distributeur

4
@6 a un adfoint a droitfe, c'est oV,

I1 faut défindir une 2-cellule de

n o '1&ﬁc1>-F @ %., donc pour tous A, A’ € | Q|

.F

I’IAAu H G_,[A, P\']““"—"-‘b(q) ®®-F][AJ P\']-

On prend la fléchg comﬁoséa suivante

> R {(FA, FA') @ D(FfA', FTA')

Q@ (A, A'")——» Q(fA, fA') @ I
: A’

id x 1
i

FA!

Seonrey D(FA, B) @B, FAM)

qu'on falt suivre de la projection sur le conoyau.
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On définit ensuite
-F F
IR SN @—-~+1€5, donc pour tous B, B' € ||

E (¢, @ @f](B, B')—— (B, B') comme factorisation & travers

Bg' * £

le conoyau de la flache

| | ¢.(B, A) ® ::fm, B')——> (B, B']
ACUD (@]

induite par les fl&ches de composition dans 3
DB, FA) ® B(fA, B'I— (B, B'),

I1 faut alors vérifier que les 2-cellules satisfont bien les re-

£
lations voulues pour que 1'on ait @F—~ﬂ o',

Remarque ¢ Dans la définition de n on aurait pu prendre la fléche

composée
O(A, A'}——>T @ G(FA, FA')—> B(FA, FA) @ BH(FA, FA')

1P

G {(fA, B) ® Sh(B, fA’).
BEOUD [ )

Celle-ci et la fléche ci-dessus sont égalisées par le conoyau.

3.4.2. Proposition.

Pourn tout disinibuteur ® : Q--——»By (f existe une catigonrie
G et des Th-foncteuns § : @ —— G, g : D —>¢ tels que
¢;¢9®<1>6.

On prend Ob(¥ ) = 0b(&Q ) dL ob{®). 9.—'—@——4‘@.3

\’ 4
/

o} \\-F %F’;
I
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CAA') = @A, A') (A, A' € 0b(@))
G(BB') = T(gs") (B, B' € 0b(%))
8 (BA) = &(BA)

€(AB) = 0 (1'objet initial de 2%).

La composition comme dans @ ocu comme dans 8} aquand c'est possible.
Sinon elle est définie par 1'action de @ et % sur ¢. Le caractére

bifonctariel de ¢ assure justement qu'on a bien une 6 —catégorie.
J g

Les foncteurs f et g sont les plongements évidents deCL et 3 dans

¥ . L'isomorphisme annoncé résulte aisément du lemme 3.3., b, 1.

3.4.3. Il n'est plus vrai que Dist(2% ) soit - en général ~ une bi-
catégorie fermée. Nous verrons plus loin qu’'on peut retrouver ce
résultat en mettant des hypothéses supplémentaires sur % . Il
pourra alors s'ocbtenir comme cas particulier d'up théorame plus

général sur les bicatégories exactes.

On exigera par exemple que Ub soit fermée. Cette condition paraitra
naturelle si 1l'on se reporte au cas de Ab : chagque groupe abélien
peut &tre considéré comme un 7 - Z-bimodule, done si 1'aon veut
pouvoir parler de 1l'cbjet des homomorphismes entre bimodules en
général, il faut au moins pouvolr parler de l'opjet des homomor-

phismes entre deux groupes abéliens.

3.4.4. Proposition,

Pour Zoutes o -catigories Q, @, La catigonie Distla, &)
admnet des Limites inductives.

Si on se donne un diagramme de distributeurs, ayant pour sommets

la famille (¢, | i € I), on peut définir la limite inductive @
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en posant

o(BAY = lim @i[BA].
L'action de © et ’bsur ¢ se définit aisément a3 partlr de l action
sur les @ » Puisque la multiplication commute aux llmltes 1nduc—

tives,.

3.4.5, Proposition.

SL U admez des Limites projectives, alorns pour foutes Vb -
catlgories &, T, La catigonie Pist( &, ) admet des
Limites projectives.

Pour un diagramme de sommets (¢, | i € I) on définit la limite

projective & en posant

2(BA) = 1im 5, (BA).

Il est & noter gue pour dernir l'action de & et %Y sur @ il n'est
pPas nécessaire de supposer que la multiplication commute aux 1i-
mites projectives (ce qui n’est d'aillesurs généralement pas le

cas) : pour obtenir une fldgche de
(1im 2;(B, A)) @ (A, A') vers 1im ?,(B,. A")

11 suffit de considérer le chne projectif

(1im 2.(B, A)) @ @(A, A") T Ta> 2:(B, A) @ &(a, a")
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4, Distributeurs pour un cosmos.

Nous supposerons maintenant que %6 est un cosmos c'est-a-dire une

catégorie multiplicative symétrique fermée compléte & gauche et

& droite.

4.1. Proposition.

Pour foutes W ~catigornies @ , S, 0ist{@, ) est une
U -catigonie,

&
a. Solent & et @' deux distributeurs : @ ==——-= 3.
. 5
I1 faut définir un objet D(®, ¢') de U qui représente 1l'en-
semble des 2-cellules de ¢ vers &'. Cet objet sera 1'égali-

sateur du couple 6,, &

1.
8o
TTUets,A),2" (8,A))——= TT%[S(8',B) ® ¢(3,A) @ QIA,A"),
(A,B)€0B(Q xB) 1 A,8,A",B’

'(B',A"]]
o0 8o est définie & partir du cdne suivant

on prend la pfujection d'indice (A', B') et on la fait suivre
de la fléche correspondant par adjonction (de fermeture) au

composé
Ue(B', A'), ¢'(B', A')) @ B(B', B) @ ¢(B, Al @ Q[A, A")

id & (QB, )

B ° %aar
WiseB', A'), @'(B', A')) @ ¢(B', A")

)
| o

e'(B', A'],
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et -08.6, est.définie par le cbne. sulvant

1
on prend la projection d'indice (A, B) et on la fait suivre
de la fl2che correspondant par adjonction (de fermeture) au
composé
Weetgar, ¢ (BAY) @ D(B', B) ©
o ® id @ id
Sy’ , Bl @ %(2(BA), ¢'(BA)) @ ¢(B, Al @ @ (A, A')

id ® ev ® id

(B’ , B ®@ ¢'(BA) ® Q(A, A’)

$ s @

B'B AR

¢'(B', A').

Il faut maintenant encore définir pour tout triple de distri-

butsurs ¢,.-¢', ®" une composition de
D{¢, ¢'} & D(¢', ¢") vers D(®, &")

et pour tout distributeur ¢ définir la 2-cellule identique sur
® par une flé&che de I vers D(d, &), Ceci ne présente pas de
difficulté essentielle. Remarguons par exemple gu'on peut ob-
tenir une fléche "de composition” & partir d'une bonne fléche

dans le produit

[T%eB, AY, ¢"(B, A))
A, B

et celle-ci & partir d’un cdne convenahle. On n'a pas besoin
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de la commutatien de la multiplication aux noyaux (cette coandi-
tion n'est d'ailleurs en général pas vérifigel,

Il faut ensuite montrer gue les axiomes des Qé-catégories spnt

bien vérifiés.

4,2, Proposdition.

Pist(&, B} est W -complite & droife et & gauche.

On sait déja, d’'aprés les hypothéses faites sur % et les proposir
tions 3.4.4. et 3.4.5., que Dist(& , &) est compléte & droite et
& gauche. Conformément aux définitions de W -complétude, 11 faut

Wl et tout ¢€|pist(Q, ]

encore montrer l’existence pour tout U €

{i) d'un objet U @ ¢ de Dist(@ , 3%) tel que l'on- ait
HDWDist(&.@%](U @ ¢, ') o Hmmwb[u, D(e, ¢*+1)
pour tout ¢’ € |Dist(e, )|

{ii) d'un objet oY de Dist(®, ) tel que l'on ait

oY) o Hom_ (u, Dlo', @))

Homy st (2 % -

pour tout 5" € Ipistt@ , BI.
Pour cela on pose
(U@ el)(B, A) = U @ 2(B, A) et
u

$- (B, A) = Uy, (B, A)),

ces définitiaons se complétant de mani2re trés naturelle en ce qui
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congerne les actions de @ et de®.

Les vérifications sont laissées au lecteur,

Corollaire,

Si on prend& = 1, on obtient en particulier le fait gue la caté-
gorie & = mist[ﬂg & ) est une 2 -catégorie, 2 -compldte 3 droite

et &4 gauche.

4,3. Proposditdion.

Dis2 (%) est une bicatigorie feamie,
On peut mettre ce résultat en évidence de deux manidres différentes,
selon l'usage que 1l'on fait des hvpothéses sur %.

v

. s - — . ——

Soit la situation ci-dessous, ol il faut définir le distributeur
HUmGLIQ, ¥) tel gque 1'on ait la bi-

~ ' jection naturelle

H?mmistt@‘a,‘@![e’ l—lom&(@, ¥3] ~ Ho%ist;a-'\g_} [o @ o, ¥].

Homélfé, ¥}(C, B) est défini comme noyau des fléches suivantes

-

do

TTWle(B, A), wic, AI)IZ T Ule(B, A) @ @A, A'), vw(C, A*)]
)
A °1 ALAT

00 3o s'obtient & pertir des fléches correspondant par adjonction

de fermeture aux composés
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Wia(B, A), ¥(C, A)) ® &(B, A) @ &(A, A')

ev & id

Y

y(C, Al ® &[(A, A']

Yanr

L 4
y({C, A')

et ol 81 s'obtient & partir des correspondants des composés

Wleea, A'), y(C, A'}) @ (B, A @ @ (A, A')

|

id @AA,

€, A')) @ 2(B, A"}

i

s A'l.

w (e (B, A'), ¥

¥ (
Il faut définir l'action de® 2 droite et de § a gauche.
Regardons comment on peyt mettre en €vidence la bijection indiquée.

Une 2-cellule X : @====>Hom&'{®, vy} étant donnée, on en déduit 1lsa

famille de fléches composées

‘cB
: e ——rr e
ACBA e(c, B) Hnma_(®3 ¥i(c, 8)

y

A
T %te (B, AY, w(C, A))
A

Pa

Y
%o (BA), YIGA)D,
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Celles~ci correspondent par adjoncticn & des fléches

Moppa ¢ 908, B © 600, Al——n¥(C, A)

d’ol une femille de Tléches

nep P holc, B) @ o8, Al v(C, A)
a :
se factorisant & travers (8 ® 8)(C, A) & cause de 1la naturalité
en B des AFH’ et naturelles par rapport a8 C et A vu gue chague ACB
€galise un 6n.et.un"31 tels gue définis ci~dessus. -

Réciproquement; §i l’on se donne une famille de fléches

u'm : e @cbl[c. Al—>»Y(C, A),

on en déduit la famille

iB
Memp, t OLC, B) ® o(B, A} _éJ,. 8(C, B) @ 8(B, A)—=(0 ® 2)(C,A)

¥(C, A)
correspondan® par adjonction & la famille
Aopp ¢ OLC, Bl——o%(6(B, A), ¥(C, A)) ; d'od les

A ]

c — I oy ;
co ¢ elC. 8) =l Weecs, A1, vc, AJ)

qui se factnrisent bien & treavers le novauy Hnm9 (e, wI{C, B) vu
o

la naturelitd en A et sont neturelles an C gt B puirque chagque

”Eﬂ €pgalise un de &t un d1 tels que définis plus 6%t fcf., la dé-

finition du comnosé de 2 distributeurs).

Le reste de le vérification sp fait par un calcul sans difficulté

¢e principe.
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Deuxi&me manidre.

Sous les hypothéses données sur 2( on peut définir un distribu-
teur ¢ de @ vers @ (¥ de @ vers € ) comme U -foncteur de BT @ &
vers % , (de € ™ ® @ vers W) et prendre

Ham@‘[é, ¥iy(gc, 8) = Nat[o(B, =), ¥(C, -}]

6’
c'est-a-dire l'objet des fldches dans U  de &(B, -) vers ¥(C, -]},

Y]
De mé&me, dans la situatiaon 9""""'_’_“""";@3
on peut définir le distributeur //

Hom™ (8, 8)(A, C) = Nat[ol-, A), 6(-, C)1.

Cas particuliers.

a. 8Si 1'on a la situation ci-dessous, & et y correspondant respec-

tivement aux 46 -foncteurs

1-——"F—— »'&
A oy *
// F i@ ———=16 et G : TH——» U,
;s ¥
/
/ HomGB(Q, ¥) = Nat(F, GJ.
1
b. Dans la situation Q—— =t B
«
Ve
5} /
Hom "2 (e, 1m) s
. ® /7 ®
: %
est aussi noté D@ est appelé le distributeur dual {& droite)
de ¢.
Corollaire.
Si 26 est un cosmos, Dist(%6) est une bicatégorie exacte. C'est

aussi vrail pour Mod(2%), la bicatégorie ohbtenue en ne retenant
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comme objets que les Zﬂ-catégories & un objet, c'’est-a-dire les
monoides de 6. En particulier pour 26 = Ab, on obtient le fait

gue Bim est une bicatégorie exacte.

4,4, Proposition.

Le plongement de €at{@, ) dans D20, T) est un W~
joncteuwr pleinement {idéle en fant que b -fonctfeur.

Si f et f' sont deux W-foncteurs de @ vers G, montrons que 1l'ob-

jet Nat%L{F’ ') estrisummrphe a l'objet D[®€, ®F'J'

Rappelons gus NatQL[F, f') peut Btre défini comme le noyau des
fleéches 3o, et 31 du diagramme suivant
P
TT ®\ea, 'RV —— [I %I[fA® G(A, A'), f'A’],
A % A, A |

30 &tant induite par les composés
fA @ @lA, A') @ DIFA, £'A)
FA @DFA, F'A) @ @(A, A')
F'A ® @ (A, AT)——— A,
34 par les composés
fA @ &U{, A'Y @ @.}(FA', FIAT)
V-FA'.lé ’S‘a(fﬁf', FIAT)—>F'A",

Pour D£¢f, @f,l,‘rappelons que c'est le noyau de fléches
au départ de ' | ‘

———

¥

uiR(s, £A), DB, £'A11.
A, B ‘

B
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En vue de montrer gque ces noyaux sont isomorphes, construisons

une fl&che ¢ de
T;I_GBHA, FrA)

VEeIS

;U; WD (B, fA), (Shié, FIAY]
on envoie P (FA, £'A)} dans

2 L% (8, fA), BB, F'A)]
en transposant

DB, FA) @ BIFA, FA)——> BB, £'A)

construisons une flé&che r dans l'autre sens

on prend la projection d'indice (A, fA) et on fait suivre du

composeé

UL DCFA, FA), DIFA, F'A]—=I @ W[ (FA, fA), TH(fA, F'AY]

|

1{A ® id
[FA, A1 @ UL (FA, FA), D(FA, F'A)]
R (FA, F'AY,
Le reste de la démonstration est du ﬁalcul.

Remargue : La possibilité de définir Dist (W) comme bicatégorie

oll pour tout couple d'echjets & , &, Rist(&, ™) soit une W -

catégorie dépend de 1'existence dans U de limites & gauchs =t a
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droite finies, de sommes et de produits indexés par les objets

dea)&]"lll

On pourrait améliorer la théorie précédente en prenanit comme ab-
jets de Dist( W) non seulement les petites U -~catégories, mais

celles gui sont raisonnablement petites par rapport & % au sens

suivant : & est raisonnablement petite par rapport a U si pour

toute application 1 de Ob(® ) dans W la somme

HJ__L_ 1(A) et 1le produit b1 1(A)

A€Ob(Q)  AEODB(®)

existent dans 0.

5. La bicatégorie Dist({ ¥ ),

Dans ce paragraphe, £ désignera toujours une catégorie & limites
& gauche finies et & limites & droite finies, préservées par les

foncteurs "image réciprogue”.

5.1. Définition de Dist( €,

- Les ohjefé sont les catégories internes a §
a'=7[p.‘1: ADJ_ BD; 813 11: Sjl@= [81} BO: BOI a.1l U: SJJ
(avec un abus de notations clair).
= Une fléche de® vers @, appelée un disﬁfibuteur,'ést un

objet 9 de ¥ muni de fléches

36 1 @———=Ay, 3, : b~—mB,,
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c'est donec un ohjiet & la fois au-dessus de A, et de Be.
sur lequsl opérent a la fois @& et &, et muni de fléches
de structure (u, et u1) pnrécisant ces opérations. Elles
doivent &tre "assoclatives” et présenter un caracteére
"unitaire”, ce qui s‘exprime par la commutativité des

dlagrammes suivants

u X idﬁ
A ‘
A % A % 9 » A, X B
1 1
Ao |1 A, A,
id ¥ e He
A1 A,
¥ Y
A'I X i e
Ag Ho
e x id
. a &
o A, x & = A ®x O

gt deux diagrammes analogues pour l'action de o,

e plus, ces opa&rations doivent Btre "gompatibles”, ce gui

s'éerit

W
s
¥

2

]
—
P K= X g X
°
= .
. Y
—
@ A X%
=
=3

[}
o X
0

]
Y

commute.

=}
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- Soient ¢ et ¥ deux distributeurs de > vers @ et de € vers B

respectivement.

Pour définir leur composé.d & ¥ on prend le conoyau des

flaches
¢ X B
Be

suivantes

k=

x ¥
Bo
¥ 5 x Ye—wd Q@ Y.
X Ha - Be
Bo

On définit 1'action de @ et de ¥ sur cet objet a partir des

actions

SUr

$ et ¥ respectivement, ce.quil est possible vu

les hypothéses générales sur §.

- Une Z2-cellule entre ces distributeurs ¢ et &' de §H vers &

Lo

pst une Fléche o 1 @ > 5!

compatible avec les actions de &
et de 8, cl'est-a-dire telle que

les diagrammes suivants commutent

Ag

et un diagramme analogue pour l'action de .

Pour tout couple (%, Q.) de5batégories internes‘é'ér, les distri-

buteurs de ® vers & et les Z-cellules entre eux farment une caté-

gorie D% (%Y,

al.

La composition définie pour lies distributeurs
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s'étend Ffacilement aux Z2-cellules de manifre & fournir pour

toutes catégeries internes & , @b, ‘ﬁ , un bifoncteur
Q:Bistﬁ(%. @4] me(ﬁ: 65)#*@%[6:@’}9

Avec ces éléments on obtient bien une bigatéporie (avec des iso-
morunismes d'associativité =2t des isomorphismes concernant les

distributeurs identiques - définis de Ffagon évidentel,

5.2. Nous pourrions entreprendre ici une &tude analogue & celle
faites & propos de Dist(%6), mais nous ne le ferons pas car les
principaux résultats peuvent s'obtenir - comme ceux de 1'étude
précédente d’ailleurs - commsz corollaires de rééultats plus gé-

neraux sur les bicatégories exactaes.

6. Distributeurs pour une bicatégorie exacte,

8.1. La bicatégorie Dist(24).

Soit 2% une picatégorie exacte. 0On va définir une npyvelle bica-

tégorie, Dist(2£), 2t montrer gu'elle est exacts elle-aussi.

B.1.1. Les cbjets de Bist(3£) sont les monades de 2, c'est-a-
dire les morphismes de la bicatégorie 10 vers 2, ou esncare les
couples formés d'un abjet A de 2 et d'un triple (T, u, nl sur

cet objet. On écrira plus brisvement (A, TI), (A', T'), ...

Une fléche de [A1, T1] vers (A T?] - appelée un distributeur -

2’
est une fl2che de A2 VEers A1, dans 3 , sgit M, munie de 2~cel-

lules m, T M——= M et m 1 M g To—>M telles gque les

f1o° 2 2
diagrammes suivants commutent
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u
{T,] o T1] o M i T,]_o (T,I o MIJ ‘ M-——)-1A1 e M
].1,] rl) M T,] o m1 ldM 0 (i; M
W ‘ y
T, o M T, M a——T, o M
! m
1
m, m
i
[on 8 deux diagrammes analoguss pour T2]
(T,] o M3 o T2 l T,] o (M © TZJ
my o T2 T,] o My
¥
M o T T1 a M
m., m,
L
M

On appelle une telle fleéche également un [Aq, A.l-bimodule (Bn

sous-entendant les triples T1 et T?J.

Une Z2-cellule dans 2€ de M vers M!' - tous deux (Aq, A?J-bimodules,
sera une Z-cellule de Pist(* ) si elle e2st compatible avec les.

opérations m, et m, des triples.

1 2

Pour chague couple (A A?] d'objets, fléches et bimodules forment

1 r
une catégorie Bim(A,, Ayl

On. veut défindir une composition de

Blm(Az, AS) x Bim(A,, A,) vers Bim{A,, ABJ.

e
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Ay couple (N, M) on fait correspondre 1'objet N ® M défini comme

conoyau dans Bim[A1, AS] des Z-cellules ci-dessous

M e N—a N ® M.

L'action de T1 et de T3

partir des actions respectives sur M et sur N : suite aux hypo-

sur ce conoyau se définit aisément &

thases d'exactitude faite sur 3, la composition y commute aux

CONOYauUXa

Ainsi obtient-on facilement la factorisation de dreoite dans 1e .

diagramme ci-dessous

T,io["!on7 ’

T,[oMoTzoN T = ?}T,]of“ioN ——'bT,lQ(N & M)

qumzoN ' ]

!

|

Mye TyoN mq ol |

i f“]on,? f *!-
P’loT?oN - = MoN ——————e M @ M

B m?of‘! )

A tout objet (A, T) de Pist(3 ) on associe 1e (A, Al-bimodule T
comme fléche identigue sur {A, T)l. On vérifie alors que ces &lé~
ments s'orgenisent bien en une bicatépgorie {isomorphismes cohérents

d'zssociativité et relatifs aux unitésl,

8.1,2, Proposition.

Pour Lout couple (A, A'} d'objetfs de 6, Bim{A, A') a des
Limites findes.

L'existence de limites & droite résulte de leur existence dans
¥ (A', A) et du Ffait que ila composition dans 2€ commute aux 1i-
mites inductives : pour définir les apérations sur la limite
dans % [A', A), 11 suffit de prendre la limite inductive des

fleéches structurelles.
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L'existence de limites & gauche résulte de leur existence dans
2t (A’, A} ; on peut les obtenir de maniére analogue 3 ce qui

a été fait pour Mist(W) (proposition 3.4.5.).

8.1.3, Propoesiiion.

Dist(3€) est une blcatigorie fenmie,

Considérons la situstion ci- Hﬁ_u_mi_.m._haq
1 Vs £
contre. On doit définir un A 7
‘ \
distributeur Hom L, W SN P‘/
te]l que 1'on ai% la bijection \ %
naturelle : *ﬁ;i)
J -
T,
Hom, . [P, Hom,, (m, N1 & Hom, | [P @M, NI.
fﬂlm[f\z, ABJ [A1‘ T1) - {Blm[f\,l. AS)
On prend le noyau des fléchss suivantes
A, I ' A,
Ham " (M, N) ™ Hom [T1 M, NI,
5 :
1

ol 81 est la fléche adjointe (par fermeture & gauche da 2£) de
lq '

A1 m1oHDm 1(M, M ' Aq
anMoHom (M, NI » [pHom (M, NI
ev
¥
P
et o0 3, est l'adjointe de.
A1 T1oev
T,IOMOHDIT] {MJ N) e T/ION
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L*action & gauche de T2 sur le noyau s'obtient & partir d'une
flache dea
A
T2°H°m[A1, T1](M, N) vers Hom (M, N)
cu de M°T2°Hum[A1, qu[m’ M} vers N
qui est
M.~
MoT.,0Ham (M, NJ =~ MgHam (M, N)
2 (A1.T1] EA1,T13

h | Aai
MoHom ' (M, N

ev

L'action & droite de T3 s'obtient & partir d'une fléche de

A

Hom[A vers Hom 1[M. NJ

cu de Mo Hom j[M, NYoT., vers N

3

qui est la composée

f‘:\
MoHam(A1’T1](M, N)oT 4 Moliom Tn, NloeT,
DVQTB
\i
NOTS
!
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Le lecteur pourra poursuivre lui-méme les vérifications d'usage,
en s'inspirant Aventuellement de ce gqui a été fait pour 1la propo-

sition 4.3.

La fermeture a gauche s'obtient de maniere anslogue. Les propo-

sitions 5.4.2. et 6.1.3. donnent ensemble le résultat suivant.
8.1.4. Théiorime,

Pist(x) est une bicatigonie exacte.

6.2. La bicatégorie Mmat( L6).

QL désigne comme précédemment une catégofie multiplicative bien
campldte & droite. Dans 1'8tude précédente de Dist(16), on &tailt
parﬁi de CTat (W), gue 1'on voulait compléter du point de vue de
1'existence de Tléches adjointes. 0On avaii montré que sgus des
hypothéses supplémentaires sur o , on obtenait une bicatégqpie
exacte. Cette fois on se propose d'utiliser le résultat praéagé-
dent (8.1.4.) en retrouvant Pist(Ps) comme catégorie de distribu-
teurs pour la bicatégorie Mat{ W) -exacte sous les hypothéses en

guestion sur W.
6.2.1. Définition.

Les cbjets de Mat( %) sont les ensembles : I, J, K, ...
Une fléche de I dans J est une famille rl [ 1 € 1, 3 € J) dfob-
]

jets de U. Une 2-cellule de (A..} vers. [B gst une famille

13
(f, 13 I Fij : Aﬂja-——kﬂ J]. Les flieéches de I vers J et les Z-cel-
T
lules forment une catégorie Mat(I, J) = 26~ x

(A..) ¢+ T—J &t dtune

Bn définit le compcsé d'une fleche A = 17
fléche @ = (B,,) + J—— K - composé noté BEA - par la condition
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(8A),, =L A e,
i ;161 J J
Cette composition s'étend facilement aux Z-gellules. A tout

objet I on associle la fléche identiqus 6ij 1, qui vaut 1 (3'uni-
té da W) si i = j et vaut O (i’objet initial de ) si 1 # j.

Ces données s'arganisent en une bicatégorie Mat{ W) - la bicaté-

gorie "des matrices & coceffigients dans th ",

B.2.2. Phoposition.

S4 U est un cosmos (symétndique fenmée avee des Limifes pro-
jeetdves) alorns Mat(W) est exacte.

Ceci découle immédiatement de l'existence de ces limites dans

W et du calcul des limites dans wt* I,

b Mat( W] evst fermée.

L N A e T

Dans la situation 1]

on peut dé&finir HomI{A, B] avec 1la prbpriété universelle vou-

lue. Il suffit de poser

O TT
= ‘U.(Aij, B., ).

HomI(A, 3) ik

i, K
ia vérification peut se faire directement. Nous remarguons
gqu'il s'aglt d'un cas particuller de la situation étudiée en

4,3., cas ol les Qﬁamatégories considérées sont discrétes.
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Le caractere fermé & gauche s'obtient de la méme maniire.
Exemple.

Silh est une algébre de Heyting compl&te, donc une catégorie
cartésienne fermée et compléte, alors Mat( W) est exacte et mame
localement compléte. C'est vrai en particulier si %= 2 (la ca-
tégorie & une fléche - ou l1'algébre de Boole & 2 éiédments), augquel
cas Mat(W) n’est autre que la catégorie des relations dans las

ensembleas.,
Corollaire.

Si % est un cosmos, alors DistMat( %)) est exacte.

§.2.3. Ce dernier résultat permet de retrouver le fait que Pist( W)
est exacte lorsgue ¢ est un cosmos. UOn remargue en effet laes

choses suivantes

a. lUne te-catigondie Q peut &tne considénte comme un ohjet mund
d'un triple dans Mat{).

Danner une Zb—catégorie & , c'est donner un ensemhle I

Ob(& )

et pour chaqgue couple d'é€léments de I, uh objet Aij de ZL.

C’est donc donner une fléche A de I vers I dans Mat(%), G'est
aussi danner une composition, donc pour tous i, j, k & I une
fléche de Aij ) Ajk vers A, , ou pour tous i, Kk € I une flache
de

i
A,. ® Ajk vVers Ai

jer M K

ou encore une 2-cellule py de AA vers A, C’est enfin donner des

unités, c’'est-a-dire une fléche de 1'unité de % vers Ai pour

, , i
tout 1 € I, ou encore une Z2-cellule £ de 513 1 vers Aij'
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lLes relations exprimant que (A, u, g) est un triple sur I
reviennent aux propriétés disant gue @ est une catégorie

relative.

b. Un distaibuteur o entre Les U -catlgonies & et Py peut 2tre
condidine comme un {0b(6, ), 0b{®)}-himodule,

Il suffit de retourner aux définitiens pour s'en convaincre.

Les notions de Z~cellule entre distributeurs et d’'homomorphisme

de bimodules se correspondent &galement.

§.3. La bicatégorie 3pan[ & 1.

% désignera le méme tvpe de catégorie qu'au paragraphe 3. On va
. montrer que sous certaines hypothé&ses supplémentaires la bicaté-
goriefﬁpan(ﬁ )] est exacte et comme on constate aisément gue 1la
catégorie des distributeurs de ﬁpan(% ] n'est autre que la bica-
tégorie mist[ﬁ ) deéfinie en 5, celbte derniére est donc exacte sous

les hypothéses en guestion.
6§.3.1. La hicatégorie ﬁpan[‘%] ayant 6té définie plus haut (cf.
1.2.), indiquons seulement que les hicatégories %@an[%uns] et

Natfgd1s) coincident,

§.3.2. Proposdiidion.

Si dans & fLes foncteuns "image néedproque” ont un adjoint @
droite et s4 ‘% admet des Limites finies, alons 3pan(“g) et
une hicatigordie exacte.

Démonstration.

a. L'existence de limites finies & droite et & gauche dans chaque

catégorie $pan{I, J} découle aisément des hypothéses sur % .
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g - - s ot

On a¥panli, 1) ~ ¢ ,;  ;, gui admet les limites en question.

Montrons que fpan(€) est fermée.

Si on donne une fléche f de I vers J et une fléche g de I vers
K, i1 faut trouver une fléche de J

vers K, soit HomI[{, gl, telle que

1'on ait la bijection naturells

Ham %/J % K [Z, HomI(F, g} ]

y Hom $,0 ok [x;z, Y]

pour toute fléche h = Ea%, 3%] de

J wvers K.

Si‘% étaitEns, on poserait

—rr- Hom (X

i€1

HDTHI[‘F, g][J, k) = :LJ, Ylk].

Compte tenu de la formule donnantjrx’ dans gms

t
fon a (IT xy = T T xr.1 x
i Y x€t (y) l
X t =Y
on est amené & poser
HomI{F, g) = (X x Y] : en effet, dans'%ms,
X .
31 x K I

[ xll (X x Y)1] - 11 E{x} x Y,

a% x K T (3, xJ
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Pour 8 en général, on note les bijectiaons naturelles

Hom %/J.x K [z, x‘l (X x v)1]

~ Hom [(X x KY x Z,X x Y1
3y x K I = X % K J x K T

;Hum%,xXK[XFZ,X?EY]

% Hom %/I < K [ % ? Z, Yl.

On montre de fagon analogue la fermeture & gauche.

6.3.3, On notera la réciproque sulvante.

-

Si % est une catégorie & limites & gauche finies telle que g@an(‘%)
solt une bicatégorie exacte, alors ¥ posséde toutes les limites

finies et les Toncteurs "image réciprogque” ont un adjoint a droite.

a. Comme ¥pan(1, 1) coincide avec %/1 w 4 ou ‘%, l'existence des

limites finies est nlaire.

b. Il faut encore montrer gue dans la situation ci-contre an peut
définir un objet -E(p) au-dessus de

U W tel gque 1'on ait

p Ham %/w[z, ]I[p]] v Hom %/V[f*[z],p].

Il suffit de prendre HomV[¢, $), o0t ¢ est 1a flache [idV, )
et ¥ la fleéche (p, otel). La bijection de fermeture donne la

relation voulue.
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7. Applicatiogns.

7.1. La considération de distributesurs fournit d'intéressantes
. perspectives dans l'é@tude des catégories fibrées, vu la bonne
correspondance entre les catégories au-dessus d'une catégorie
Shfixée et les morphismes de @b*, considérée comme hicatégorie,

dans Dist.

7.1.1. 51 1l'on se donne un foncteur p :‘8—~m——>(3, on peut lui

assogcier le morphisme ¢ : O ——>[MDist défini comme suit.

Pour chaqgue objet B de %5, ¢(B) est la Ffihre au-dessus de B -

c'est-2a~dire la sous-catégorie de % envoyée par p sur l'objet B

gt le fléche 1B - notée aussi fB'
Si 3 ; B—»B' {dans (53], alors ®!3 ‘%B,-——-b'-'gg est défini
par '
0B, BE') = {f : E—E’ b p(f) = 31},
. 2 . A
les fleches des Cgo et ‘%B opérant par composition.
Si ' : B'—>B" et s5i & : % —“”‘—*% 28t le distributeur

B.l Bll Bl
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y associé, on peut définir une 2-cellule de @B & @3, dans

®(8.8') =n envoyant chague &lément de

~—L—L—- @ ,(E'LJE") x @
1§}

B

sur 1e compose dans % duas 2 flaéches gul l2 constituent. Il est
trivial de voir gue cette application est compatible avec la re-
lation d'équivalence définissant (¢P ® ©g,3[E, F"1 2t avec les

] £

actions des Fflaches de %Bn et fﬂ.

Il faut encore indiquer pgur chague objet B € ]@ﬁ| une Z-cellule

du distributeur identigue sur'% 5

ce sera simplement 1'identite i%_ « Un morphisme de bicatéegories
e
8

Vers @(151, donc vers lui-méme

#
7.7.2. Réciproguement, si 1'on se donne un morphisme ¢ : ™ —~Mist,

on peuit lui assoclier la catégorie f suivante

o€y = B 0h e (8.

BEQH (FH)

i E € | e(8)| et E' € | #(3’)], alors
Homg [E, E'] = f(g, ¢) | 8 : 2—=>B" dans B et ¢ £ ¢, (E, E’)},

Le composé de (B, ¢) : E—>E"' et de (8', ¢') : E'——E" sera
le couple formé du composé 3'f [(dans ) et de 1'image du couple
(6, ¢') par la cemposante d’'indice (E, E") de la Z2-cellule cano-

nigue de

e (E, E') ® ¢

8 5" (E, E"].

(', E"} vers ¢
E"} vers 23"’
A l'chijet £ € | 2(8)| on associe comme fldche identique le couple

formé de 15 et de 1l'image de 1. par la 2-cellule canonigue de

5(B) vers ®4H.

16 (gy = Hom
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On vérifie facilement gue 1'ensemble de ces données s’'organise

en une catégorie, laguelle se projette de maniére evidente sur

7.1.3. I1 peut se faire gue pour tout B : B-——>=3' dans $h le dis-
tributeur @5 soit représentable, c'est-ad-dire gqu*il existe un

.:k .
foncteur B : 9(B'}J————>3(B) tel gue 1l'on ait pour tout E' dans
#(B')} 1'équivalence naturelle
e

E']

@B(—, E') & Hom% [-, B

si de plus la Z2-~cellule canonique de &_ & @B, dans ¢(RR'] est

i

toujours une équivalence naturelle, alors & revient & un pssudo-
o . .

foncteur de G dans Lat et la catégorie $ correspondante est co-

fibrée (au sens de Grothendisck].

7.1.4, 51 1'on se donne un morphisme & de la bicétégorie 4 dans
Gat - donc une catégorie munie d’'un triple - la catégorie ﬁ cor-
respondant & ¢ suivi du plongement dans Mist, ést exactement 1la
catégorie de Kleisli du triple. FEn effet, si ¢(x) =& et &, = T,

1
on observe gue

Ub(f'} = Ob(& ), Hnm‘g_[fl.,' AtY = Hom@[A, TA')

et gque le composé de ¢ : A——»TA' et de p : A'—TA" (fléches
dans ® ) s'obtisnt en faisant suivre 1le résultat de 1l'action de
p sur ¢ - c'est-a-dire le composé& T(pl.¢ (dans @ ) -~ de la mul-

tiplication py du triple au niveau A" (ef. 2.2., b, lemme 1, et a.).

Si 1'on s'était donné directement un morphisme de 9 dans Mist -
une catégorie munie d'un protriple - on aurait pu reconnaitre

dans % la catégorie de Kleisli associée & ce protriple,

7.1.5. Comme pour tout triple sur une catégoris on peut construire
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non seulement la catégorie de Kleisli mais aussi le catégorie
d'Eilsnberg et Moore des algébres sur le triple, on est amenég
-a& rechercher une construction analogue pour un morphisme guel-

conque & : 8H——— > Eat.

Un objet de la catégorie gu'on a en vue sera une famille d'chjets
[CE | 8 € || et Cq € ¢(B)) munis pour tout 8 : B— B' dans

ces fléches vérifiant certaines

d'une fléche Eé ) [CB]~———bCB.,

B
conditions de compatibilité

pour tout couple (B, B') tel gue B B — 5 B —= B

ileg carre

He
B
¢8,£TB[CB}] ;QS'B[DB]
¢B'[is3 ‘ g1p
E Y
B .
QB'(CB') o [:Bu

n
B
C > ¢ (c_)
B 18 B
£
15
v .
cH commute également.

Une fléche de 1l'objet (CB, EB] vers 1'aobjet [DE, QBJ sera une
famille de fléches T
structurelles [Eﬁ et CB} done telle gue chaque carré du type ci-

CB-—he-DB Compétibles avec les fléches

dessous spit commytatif
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%

@BETB] ‘;CB'
@8[183 : l TB,
;'

B L.

7.2, Plusieurs gonstructions classiques peuvent 8tre décrites

en termes de distributeurs.

La donnée d'un type de diagramme dans%}ns par exemple revient a
cella d'une fléche T dans'&pan[%/ns] de source et buft confondus -
s0it To,. Dans 1la catégorie multiplicative. fermée compléte
SpanlTs, To) on peut former le monofide libre engendré par T -

1l .=

donné par nEN T - ': on obtient ainsi la catégorie libre sur

le type de diagramme donné.

Si @ est une catégorie abélienne, B) la catégorie des suites exactes
courtes dans & , 3, et 31 les foncteurs associant & une telle
suite son premier et son dernier terme respectivement, alors le

compase

donne 1lig bi?onctéur Ext1 a valeurs dans les esnsembles. Vérifions

par exemple qgue Ext1EC. Al est en bijection avec

(¢, ® @a"}tc, A).
1

A cet effet, considérons le diagramme suivant

8] =X > Y (E)
A /4
0 —————= X’ ey ! > (E')
al
[.
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o0 (g, , y¥) est un morphisme entre les suites exactes courtes
(E') et (E). Les couples (o', vvy') et (a'c, yv') sont éguiva=
lents modulo la relation n~ définissant le composé des deux dis-
tributeurs. A partir de 1'un d'eux on peut former un élément
de Ext1[C, A) : prenons par exempls o'{E(yy')) ; cette suite
exacte courte décrit la position du couple [1A, 1CJ dans 1la
classe d'éguivalence de (o', yy') ; en partant du couple

(a’a, v'), on aurait trouvé le méme €lément de Ext1[C, A] [cf.
par exemple B. Mitehell, [3]1, p.164, Lemme 1.3.]1. A tout élé-
ment de

e, ® e°°)(c, A)

1

correspond donc un 8lément unique de Ext1[C, Al tandis gue chague

extension situe le couple E1A, 1.) dans une classe pour la rela-

C
tion v,
7.3. S1€ = (F, 0, 34, 31, 2, n} est une catégorie interne & un
topos % , on peut définir un préfaisceau sur® & valeuns dans @

comme une algl@bre sur le triple défini par € dans ‘%/0.

Rappelons gue le foncteur de ce triple envoie p ¢ X— 0 sur
z * : -~ r -~
le composé 3, , 31[p], que l'unité est donnée par les fliaches

X——>» X x F factorisant les couples (np, 1X] et que la mul-

£
A Q

tiplication est donnée par les fléches
6X t X x (F x FlJe——2X x F
0 8] 0

factorisant les couples
% # #
Eutaqqu (p), [qup]] [qzll

comme l'indique brieévement le diagramme gue voici.



X x (F x F) =X X F SO

A A ,

0 0 T 0
X £
aqipJ n
X x F m X" EX

A B

3y

Fox F “ >F > 0

. (p) H
1P n
q-1 E)O

...B*]..

2> (J

Supposocns que p soit le support d'une algébra sur ce triple et

PN
gue & : 9d, 3, {p})——p soit sa fléche structurelle. Les rela-
%
tions caractéristiques Esx = 1X et EGX =_an(EJ sont done véri-
fiées.

On peut associer & p une cateégorie interne GB, la "sous-catégaorie
pleine de Y engendrée par la famille X—=B—2 0", de la manidre

suivante.

Puisqgue ﬂpan{ﬁ } st fermée, on peut considérer 1la fléche

PP
Hom,I[—”: Tr} = {aq; 31] 4

qui, d’apres la formule donnée en 6.3.2., s5'écrit
[p,I T (X x pl, ps IT (X x pl).

px0 px0

(Si‘g = L??.ns, la fibre au-dessus du couple (i, J) € 0 x 0 est

1'ensemble iji).
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Cette fleéche est canoniguement munie d'un triple d'aprés 1le
lemme suivant - de sorte qus nous sommes bien en présence d'une

catégorie interne.

§ 1 AT 05 une {LEche d'une bicatfgondie A fermie,
fLEche {-.’GmA(ﬁ’, §) est munde d'un triple dans A(3, B},

Lemime, S4

&
)

L'unité de ce %triple 1B====9HumA[f, f) est la fléche adjointe de
I(f) : 1B 8 f=——>F.

La multiplicatian HoquF, fl] ® HomAff, F]::::;HDmA[f, f) s'obtient

par adjonctien & partir du composé
HDmA(-F, ] & HDmA[-F, fl ® FﬁbHDmA[F, Fl ® fee———a f
id ® ev gV

ol ev est 1'adjointe de 1'idgnitité sur HDmA(F, 1.

Considérons alors le diagramme ci-dessous.

X % X VP
»
(p™(2,1,¢) &7
~ 7~
X E/F X XD wb’ [p1 T (X x pJ, Py I'T (X % p))
\\\\ px0 px0
TR ( )
p 1 :{131“3 31130 !
X'x 0 T » 0 x 0
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Comme -la base est un produit fibré, 11 montre gu'il y 2 une bi-
jection entre les Fléches
s
E 3 X X F——=X telles qus pf = 3, Bq[p]
2t les fléches ¢ : F—— P compatiblies avec les flaches source

et but (de manié&re contravaeriante).

On vérifie ensuite nue £ est la fléche structurelle d'une algeéhbre
i et seulement si ¢ est un Ffencteur interne. La condition sur
les neutres par exemple peut se traduire par le fait que 1'adjointe

de ¢n est la fléche A,

X (X, pl—»=X x p, dong par la condition

Esx = 1X finalsment.

X ox X P
« o of
(p™ (2,0, 3,7
7 /
X »'F i - F
u} X % p B
EB,',BO] (D,T - roy [32 --l)—
€
X \d
‘ % ;5 0 p_x @ 0 x N
////’fx,pJ pef.om /////
b4 7 > (] AU

Quant & la condition sur la préservation de la composition, elie

revient 8 dire que 1l'adjointe de

$U : [81 P Jo q1]~———>l I (X % p)
p x O
- - ~ * - .
-~ c'est-a-dire la fléche [(p E81J, £J6, - coincide dans sa seconds

. . #
composante avec la Tactorisation & travars p de 3, q1(81 q7] {p)

c'est~a-dire ¢ 8?[5].
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Ceci s'églaire par l'examen du diagrammz gue voici

X x X P
(p*(0,37]E) /
X x/? - > F

0 3. (p)
1
8y r u
\ Ny
X x 0O - I 50 x O

[_

<
-
e
x
¥
-
0 X —

(ol les carrés paralldles 3 p x 0D sont des produiis fibrés) et

du diagramme suivant (ol les trois carrds supérieurs et inférieurs

sont des produits fibrés) gui montre que le composé formant la

partie de droite du bas du contour - cité ci-dessus - n'est autre

gue p evievaA PIIXA ¢ ANl =~ a considérer d'aprés le lemme.
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Annexe. La catégorie comma.

Si f : Q— et g :4?)~——+”€ sant deux foncteurs donnés,
on peut former une catégorie notée (f, g) - "la catégorie
comma de f gt g" - & 1'aide du diagramme suivant ol tous
les carrés sont des produits fibrés dans Cat, ol A° et Al

sont les foncteurs source et but pour les flaches de § .

a ”\
¢ \W/ Ny
NN

Un objet de (¥, g) est un triple formé d'un objst A de &,
d'un objet B de® st d'une fléche de fA dans gB.

Une fléche de (A, B, v) vers {A', B', y') est un couple formé
d'une fléche a : A——s A' 2t d'une fléche B : B—> B' telles

que 1'on ait glBly = v'flal.

La catégorie (f, g) admet des projections canoniques Pg et P&

vers @ et @Y respectivement et les fléches y, v' ... détermi-

ment une transformation naturelle ¢ du composé f PaL vers
£ o P, » Cette propriété est universelle au sens suivant

Y

pour toute catégorie 2 et tout couple g de fencteurs

e’ o
munis d'une transformation naturelle ¢ de ¥ , g VBTS & o q@a,
il exlste un foncteur unique g de 28 vers [(f, g) tel gque 1'on

ait ¢ = ¢ * q.



G
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Motons les cas particuliers suilvants.

31 & = 1, donc si la donnée de £ revient 2 celle d'un objet F
de @, et si g = 1£ , alors en trouve pour {¥, 1ﬁ ) la caté-
gorie en~dessous de F ; dg méme [1ﬁ , f) gst la catégorie au-

dessus de F.

51 = 1, done si g est défini par un objet C de g , le calcul
de l'extension de Kan k de ¥ par le foneteur h 1 &3, au
naint C de ¥, peut se faire en prenant la limite du comp0sé

B o Do dans le diagramme ci-dessous. On peut utiliser 1'écri-

wure supggestive suivante : Kk{C) = 1lim h(AJ.
>

FfIA)=C

Une utilisation intéressante de la catégorie comms est la suil-

vantea. Soit F ¢ Y——s @ un foncteur et <F> le "point" corres-
pandant dans la catégorie qu s notons A le fonctsur diagonal
o, ..Gixet formons (<F>, A). Désignons par F la projection

sur @ . Il revient au mEme ds dire gu'un objet L de @& est

ilimite & droite de F ou qu'il est limite & gauche de F.

Si I est limite & gauche de ;, 11 est sommet d'un cbne inductif
dans &, de base F, car chague point de cette base est sommet
d’un cbne projectif ds base F et donne donc une flache de fac-
torisation unique vers L. Mals alors L est dans la base de F

et celle-ci contient exactement une fldche de L vers chacun de
s5es sommets ; ceci montre 1l'universalité du céne inductif trouvé

ci-dessius.
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Réciproguement, si L est limite & droite de F, par lq:proprié—
teé d'universalité, il est point initial de la base de F, dongc

~

limite & gauche pour ce foncteur.

L'utilisation de la catégorie comma nous avalt fourni une se-
conde décomposition pour les fléches de Dist (cf. 2.3.2.).

Dans l'étude générale de Dist{?20) nous n'avons mis en évidence
‘qu'une seule décomposition, Il est toutefols possible d'en
obtenir une seconde lorsque 16 @ suffisamment de bonnes proprié-
tés pour permettre une construction analegue & la catégorie
camma. C'est par exemple le cas si b est un cosmos. Dans ces
conditions, en effet, on peut former 1la U ~catégorie des fléches
d'une % -catégorie & donnée : la catégorie (ordinaire] 1 &)
est isomorphe & celle des U -foncteurs et transformatiomns natu-
relles de L{(2) (la U -catégorie libre sur 2) vers & ; cette se-
conde catégorie est sous-jacente & la Ub-catégorie GZL(Z}

dont 1'existence résulte du caractére fermé de Cat(WU). Et
comme Cat{ W) possdde des produits fibrés, on peut former la
%C—catégorie comma des Ve ~foncteurs T et g indigués en 3.4.2.

On peut ensuite transposer la démonstration du 2.3.2., b.
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